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PRATARME

Svarbiausia ir sudétingiausia teorinés mechanikos dalis dinamika nagrinéja
paprasCiausiyju kiiny — materialiyju taSku, standziyjy kiiny ir absoliuciai standziy kiiny
mechaniniy sistemy judéjima.

Mokomoji knyga paraSyta remiantis Siuolaikinémis studiju programomis ir yra
rekomenduojama mechanikos ir statybos specialybiy pagrindiniy studijy studentams, taip pat
vakariniy bei neakivaizdiniy studiju studentams, siekiantiems savarankiSkai nagrinéti
dinamikos pagrindus.

Autoriai dékoja Vilniaus Gedimino technikos universiteto profesoriams J. Atkocitinui ir
V. Turlai uz diskusijoms rengiant §ia knyga skirta laika, uz juy pastabas ir vertingas
rekomendacijas, jie bus dékingi ir skaitytojams uz pastabas.
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IVADAS

Dinamika yra teorinés mechanikos dalis, kuri nagrin¢ja materialiyjy tasky, arba kiiny,
judéjima priklausomai nuo visy juos veikianciyjy jéguy ir Siy kuiny inertiSkumo.

Jeégos savoka, apibrézta statikoje, laikoma veikianti pastoviu dydziu [1-4]. Toks yra
sunkis, automobilio traukos jéga, trinties jéga, véjo arba vandens slégis | pavirSiy ir kt. Statika
nagringja tik statini jégu poveiki (jégu veikiamas kiinas yra pusiausviras arba, kitaip tariant,
nejuda) [3—7]. Kino kinematiné biisena charakterizuojama jo grei¢iu. Siuo atveju kiino greitis
lygus nuliui, t. y. v =0.

Taikant rySiy atlaisvinimo principa [1], bet kuri nelaisvaji kiing galima isivaizduoti kaip
laisvaji, jeigu bus nutraukti kiino rySiai ir pridétos atitinkamos rysiy reakcijos. Siuo atveju
tariame, kad kuinas nekeicia savo kinematinés busenos, t. y. nejuda. Veikianti jégu sistema,
tiek iSoriniy aktyviyjuy, tiek pridéty rySiy reakcijy, sudaro atsvariniy jégu sistema, kurios
dedamosios jégos gali biiti pavadintos statinémis, nes ju poveikis i laisvaji kiina nekeicia kiino
kinematinés busenos (v =0).

Taciau materialiuosius objektus veikiancios jégos gali biti ir kintanc¢ios [7-11] pagal dydi
ir pagal krypti:

a) jégos gali priklausyti nuo laiko, t. y. F = £(t). PavyzdZiui, automobilio traukos jéga;

b) jégos gali priklausyti nuo padéties, t. y. F = f(x). PavyzdZiui, prie iStemptos arba

suspaustos spyruoklés galo pritvirtinta kiing veikia atstatomoji spyruoklés jéga;

c) jégos gali priklausyti nuo greicio, t. y. F= f (\7) PavyzdZiui, kiing, judantj tam

tikroje aplinkoje, veikia Sios aplinkos pasiprieSinimas.

Patyrimas rodo, kad, norint iSjudinti arba sustabdyti judanti kiina, t. y. pakeisti jo greiti
arba jud¢jimo krypti, tenka pridéti tam tikra jéga, kuri pakeisty kiino judéjimo busena [7-11].
Jéga, arba jégy sistema, kuri yra pridedama prie laisvojo kiino ir pakeiia jo kinemating
busena, gali buti pavadinta dinamine. D¢l tokios jégos poveikio laisvojo materialiojo tasSko
jud¢jimas tampa netiesiaeigis ir netolydusis, pasikeicia tasko judéjimo greicio kryptis arba
greiio didumas. GreiCio pakeitimo matas yra pagreitis. Tai reiSkia, kad jégos poveikis
pasireiskia tuo, kad judan¢iam objektui yra suteikiamas pagreitis.

GreiCio pokytis priklauso nuo veikianciyjy jégu, taip pat nuo kiino medZiagos kiekio,
kuris apibidinamas kino mase. Kino judéjimas priklauso nuo jo geometriniy
charakteristiky — dydzio ir formos, masés pasiskirstymo jame ir kt.

Materialiyjy kiiny savybé pasiprieSinti grei¢iy pasikeitimui vadinama inertiskumu. Kino
inertiSkumas priklauso nuo kiino masés ir jos iSsidéstymo erdvéje.

Sisteminant nagrin¢jamaja medziaga dinamika skirstoma i dvi dalis: materialiojo tasko
dinamika ir materialiyju taSky mechaninés sistemos dinamika. Pirmojoje dalyje nagrin¢jamas
paprasciausiojo kiino, arba materialiojo taSko, judéjimas, t. y. tokio kiino, kurio matmenys yra
be galo maZzi. Materialiyjy taSky mechaninés sistemos dinamika nagrinéja judéjima tokios
materialiyjy taSky visumos, kurioje tasko judéjimas priklauso nuo kity taSky judéjimo ir nuo
rySiy tarp judanciy tasSky. Dinamika taip pat nagrin¢ja standZiojo kiino judéjima, t. y. judéjima
tokios materialiyjy taSky visumos, kurioje atstumai tarp bet kuriy taSky judant kinui
nesikeicia.

Dinamikos uzdaviniy sprendimo pagrindus sudaro dinamikos aksiomos.
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1 PAGRINDINIAI APIBREZIMAI IR JUDEJIMO CHARAKTERISTIKOS

Dinamika nagrinéja jvairius mechaninius reiskinius: kiiny judéjima veikiant sunkio jégoms,
kiiny judéjima pavirSiais, veikiant tam tikroms jégoms, masiny ir mechanizmy judéjima ir kt.
Siuos jvairius sudétingus rei¥kinius galima nagrinéti ir uZdavinius spresti taikant kelis
pagrindinius mechanikos désnius — dinamikos aksiomas, paremtas praktine patirtimi.

Mechanikos pagrindus suformulavo senovés graikijos filosofas ir mokslininkas Archimedas
(287-212 m. pr. m. e.). Pagrindinius mechanikos désnius XVII a. apibendrino fizikas, mechanikas
ir astronomas Galiléjus (Galileo Galilei, 1554—1642) savo knygoje Pasikalbéjimai ir matematiniai
irodymai apie dvi naujas mokslo Sakas... (1638 m.). Klasikinés mechanikos principus
suformulavo angly fizikas, mechanikas, astronomas ir matematikas Niutonas (Isaac Newton,
1642—1727) savo svarbiausiame veikale Matematiniai gamtos filosofijos pagrindai (1687 m.).

1.1. Dinamikos aksiomos

Pirmoji aksioma — inercijos désnis (5i désni 1638 m. suformulavo Galiléjus): kiekvienas
kitnas yra ramybés busenos v =0 arba juda tiesiai ir tolygiai v = const, kol atsiranda jégos,
kurios privercia ji pakeisti Siq biisenq.

Lotynu kalba désnis skamba taip: corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel
movendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statam suum
mutare.

Galiléjus iSkelé mintj, kad tiktai jégos dinaminis poveikis turi jtakos laisvojo materialiojo
kuno greicio kitimui.

Minétoji kuino kinematiné biisena vadinama inercine ir Siuo atveju kiino pagreitis lygus
nuliui, t. y. a =0. Atskaitos sistema, pagal kurig nagrinéjamas kiino judéjimas, vadinama
inercine (nejudria) arba Galiléjaus atskaitos sistema. Spresdami technikos uzdavinius laikome,
kad inercin¢ atskaitos sistema visada yra susijusi su Zeme.

Antroji dinamikos aksioma — pagrindinis dinamikos désnis. Pagrindini dinamikos
désni suformulavo Niutonas: materialiojo tasko pagreitis yra proporcingas taskq veikianciai
jégai ir nukreiptas jégos veikimo kryptimi.

Lotyny kalba désnis skamba taip: mutationem motus proportionalen esse vi motrici
impressae et fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Aksioma nusako laisvai judancio materialiojo tasko pagreiCio atsiradimo priezasti —
greicio pokytis yra pagreitis, o materialiojo tasko judéjimo kiekis yra judancio tasko dinaminé
charakteristika, kuri lygi materialiojo taSko mases ir greicio sandaugai, t. y. mv (Zr. 1.5 sk.).

Tarkime, kad masés m taSka veikia pastoviojo dydzio ir krypties jéga F . Kai pradiniu
laiko momentu tasko greitis yra v,, o galutiniu laiko momentu yra v, antraji Niutono

(dinamikos) désni galima uZrasyti taip:

F(r—t,)=mv —mv,,
arba
FAt = my — mv,.
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Jeigu jégos veikimo laikas neapibréZtai mazéja ir artéja prie nulio,

F= hmw:i(mﬁ):mﬂ,
A0 At dt dt
arba
F =ma. (1)

Gautoji lygtis yra antrojo Niutono (dinamikos) désnio matematiné iSraiSka, ji vadinama
pagrindine dinamikos lygtimi. IS Sios lygties iSplaukia pagrindinio dinamikos désnio
apibrézimas: materialiojo tasko masés ir pagreicio sandauga yra lygi ji veikianciai jégai, o
pagreicio kryptis sutampa su jégos veikimo kryptimi (1 pav.).

liestiné

1 pav. Tasko M judéjimas veikiant jégai F

Trecioji dinamikos aksioma — veiksmo ir atoveikio désnis. Poveikis visada lygus
atoveikiui (reakcijai), t. y. dviejy kiiny poveikiai vienas kitam yra vienodo dydZio ir nukreipti |
priesingas puses.

Lotyny kalba Sis désnis skamba taip: actioni centriam semper et aequalem esse
reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo semper easse aequales et in paries
contrarias dirigi.

Tarkime, kad judantis materialusis 7, masés taSkas A jéga F . veikia materialuji m,

mases tasSka B (2 pav.).

2 pav. Materialiyjy tasky saveika



UzraSysime materialiajam taSkui B pagrinding dinamikos lygti, jvertindami tai, kad taskas
B juda pagreiciu a,:

F,=mgza,.

Tasko B atoveikis i ta§ko A poveikj pasireidkia reakcija F »» kuri bus pridéta prie tasko A
ir kurios reikSmé remiantis pagrindine dinamikos lygtimi bus lygi taSko A masés m, ir taSko

pagreicio a, sandaugai, t. y.
Fy=m,a,.

[vertinant tai, kad poveikis lygus atoveikiui, t. y. F, =F,, gaunama m,a, =mya,,
todeél
mA aB

=2 2)

mg 4,

Vadinasi, materialiyjy tasky igyjami pagreiciai yra atvirksciai proporcingi jy maséms —
didesnés masés taskas igyja maZesni pagreiti, ir atvirksciai. Be to, pagrei¢iai nukreipti i ta
pacia tiesg, kaip ir veikiancios jégos.

Ketvirtoji dinamikos aksioma - jégy veikimo nepriklausomumo désnis. Kai
materialyji taskq vienu metu veikia kelios jégos, tasko pagreitis lygus geometrinei sumai
pagreiciy, kuriuos taskas jgis nuo kiekvienos jégos.

Tarkime, materialyji masés m taska veikia jégos ﬁl,ﬁz,...,ﬁn. Pasizymésime tasko
pagreiti a, o dydziais a,,d,,...,da, tuos pagreiius, kuriuos taskas igyty, jeigu Sios jégos

veikty kiekviena atskirai. Remiantis jégu veikimo nepriklausomumo désniu galima uzrasyti:

d=d, +d,+..+a,.

Dauginame abi Sios lygties puses iS taSko mases m:
ma=mad, + ma, +...+ ma,. 3)
Remiantis pagrindiniu dinamikos désniu:

F =ma, F,=m,a,,., F,=ma,.

Irase jégy reikSmes i (3) formulg, gauname:



arba

=

1

ma = . 4)

1l
—_

Gautoji iSraiSka (4) yra pagrindinis dinamikos désnis tuo atveju, kai judanti materialyji
taska veikia kelios jégos.

1.2. Materialiojo taSko masé

Nagrin¢jant judancio materialiojo tasko dinamikos klausimus susiduriame su Sio tasko
medziagos kiekiu, kuris vadinamas mase.

Klasikinéje mechanikoje laikoma, kad materialiojo taSko masé yra pastovusis dydis ir
nepriklauso nuo judéjimo greicio. Todé¢l i$ pagrindinés dinamikos lygties (1) iSplaukia iSvada,
kad, norint suteikti materialiajam taskui tam tikra pagreiti, reikia ji paveikti jéga, kuri
priklausyty nuo tasko masées. Kuo didesné tasko mase, tuo didesné turéty biiti veikianti jéga, ir
atvirksciai. Kitaip sakant, iSjudinti lengvesni materialyji taska yra lengviau negu taska, kurio
masé didesné, nes didesnés masés tasko inertiSkumas yra didesnis. Taigi materialiojo taSko
mas¢ yra Sio tasko inertiskumo matas.

IS pagrindinés dinamikos lygties (1) galima rasti masés bendraja isSraiska kilogramais:

F
m=— (kg), &)
a

o konkreti materialiojo taSko masé gali biiti rasta pagal Zinoma veikianciaja jéga ir Zinoma
pagreiti:

(6)

m=—.
8

Pavyzdziui, prie Zemés pavirsiaus veikia sunkis G, o Zemés traukos pagreitis yra g (jis
priklauso nuo geografinio plocio ir aukscio vir§ jiros lygio tos vietos, kurioje yra materialusis
taskas). Zemés traukos pagrei¢io dydj galima apskai&iuoti pagal empiring formule:

g =9,7805(1 + 0,00529 sin> )1 — 0,000000314%) [m/s> ; 7

¢ia @ — materialiojo tasko padéties geografinis plotis; & — materialiojo tasko aukstis virs jiiros

lygio metrais.
1.3. Standziojo kiino ir mechaninés sistemos masés centras

Statika [1] nagrinéja lygiagreCiyju jégu centro savoka, kuria remiantis buvo
suformuluotas ir kitas apibréZimas — standZiojo kiino svorio centras, arba toks standZiojo
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kiino taskas C, kuriame pridedamas kiino sunkis ir kurio koordinatés skai¢iuojamos taikant
formules:

n
2.Gx,
_ k=1

2.G.
k=1

Zkak
_ k=l

2.G.
k=1

n
PR
, P

2.G.
k=1

X

c

) Ve

Iverting tai, kad tarp materialiojo taSko sunkio ir masés yra priklausomyb¢ (6), gauname
elementaraus kiino arba jo dalies sunkio iSraiSka G, = m, g . Atlik¢ atitinkamus pakeitimus,

gauname iSraiSkas taSko C koordinatéms rasti:

n n n
zmkxk kaYk m; 2,
X, =y = z =t —— (8)
> m, > m, m,
k=1 k=1 pa

Mechaninés sistemos arba standZiojo kiino taSkas C, kurio koordinatés randamos i§ (8),
vadinamas masés centru. Sprendziant uzdavinius daroma prielaida, kad jame sukoncentruota
visa mechaninés sistemos arba standZiojo kiino masé. Sis tagkas, analogiskai lygiagrediy jégu
centrui arba standZiojo kiino svorio centrui, nekeicia savo padéties, kai mechaniné sistema
arba standusis kiinas yra pasukami bet kokiu kampu bet kuria kryptimi.

Matome, kad maseés centro padétis kiekvienu laiko momentu priklauso nuo tasky padéties
ir taSky masiy. Todé¢l galima padaryti iSvada, kad mechaninés sistemos, taip pat standZiojo
kiino masés centras kiekvienu momentu sutampa su sunkio jégos pridéties tasku. Savoka
masés centras priimtina bet kokiai mechaninei sistemai nepriklausomai nuo to, ar §ia sistema
kitos iSorinés aktyvios jégos veikia, ar ne. Masés centro savoka yra mechaninés sistemos
maseés pasiskirstymo charakteristika ir tinka bet kokiai atskaitos sistemai. Svorio centro
savoka egzistuoja tik tuo atveju, kai mechaniné sistema arba standusis kiinas yra vienaly¢iame
sunkio jégy lauke, pavyzdziui, prie Zemés.

1.4. Inercijos momentai

Kaip buvo minéta anksc€iau, materialiyjy tasky arba kiiny savybé pasiprieSinti greiciy
pasikeitimui vadinama juy inertiSkumu. Taip pat buvo minéta, kad materialiyjy tasky
mechaningés sistemos inertiSkumas visy pirma priklauso nuo sistemos masés ir jos iSsidéstymo
erdvéje.

Materialiyjy tasky mechaninés sistemos inertiSkumui {vertinti vartojama inercijos
momento savoka. Inercijos momentas Zymimas raide / ir bendruoju atveju iSreiSkiamas kaip
mechaning sistema sudaranciy elementariyjy daleliy masiy ir ju atstumy iki nagrinéjamo tasko
arba koordinaciy aSies kvadrato sandaugy suma, t. y.:

I=>m -h. 9)
k=1

11



Nagrinésime standziojo kiuno charakteristikas. Kiekvienas kiinas turi mase
nepriklausomai nuo judé¢jimo pobiidZio. Taciau masé yra kiino inertiSkumo matas tik esant
slenkamajam judé¢jimui. Esant kitiems ktno judéjimams inertiSkumas charakterizuojamas
inercijos momentu. DaZniausiai inercijos itaka aktuali esant sukamajam judéjimui bet kurios
aSies arba tasko atZvilgiu.

Tarkime, kad erdvéje yra standusis kiinas, sudarytas i§ n materialiyjy tasky (3 pav.):

Z
o0 >
v y

Yk

%

3 pav. Standziojo kiino elementariosios dalelés koordinatés

Tardami, kad kiino bet kurios elementarios masés m, atskaitos sistemoje Oxyz

koordinatés x,,y,, z, turésime tokius inercijos momentus koordinaciy aSiy atZvilgiu:

I, =imk(yi +22)

k=1
1= m (e +x2) (10)
k=1
1= m(x +5?)
k=1

Inercijos momentas koordinaciy pradzios atzvilgiu vadinamas poliniu inercijos momentu,
jo reikSmé bus tokia:
C 2 2 2
Io:zmk('xk+yk+zk)‘ (11)

k=1

Kai inercijos momentai skaiCiuojami koordinaiy plokStumy atZvilgiu, galima taikyti
tokias formulés:

n
_ 2
Iy, = Z M X s
k=1

L. =D myy;, (12)
k=1

n
_ 2
o = E m,z; .
k=1
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StandZiojo kiino inercijos momenta bet kurios aSies, pavyzdZiui, Oz, atzvilgiu galima
iSreikSti kiino mases ir tiesinio dydzio i, kvadrato sandauga:

I.=M-i; (13)
¢ia M — kiino masé¢; i, — kino inercijos spindulys.

IS (13) formulés iSplaukia, kad inercijos spindulys i yra toks nuo Oz aSies taSko nutoles
salyginis atstumas, kuriame reikia sukoncentruoti kiino mas¢ tam, kad Sio taSko inercijos
momentas buty lygus kiino inercijos momentui.

Kino inercijos momentai pasiZymi tokiomis savybémis:

— nepriklausomai nuo atskaitos sistemos pradZios pasirinkimo kiino inercijos momentai

visada yra teigiami ir nusako masés iSsidéstyma erdvéje;

— kino inercijos momenty koordinaciy aSiy atzvilgiu suma lygi dvigubam poliniam

inercijos momentui, t. y.

I+, +1, =21, (14)

— kiino inercijos momenty koordinaciy plokStumy atzvilgiu suma lygi poliniam inercijos

momentui, t. y.

Ix0y+1x0z+l)70z:IO; (15)

— kuno inercijos momentas bet kurios koordinaciy aSies atzvilgiu lygus inercijos

momentui koordinaciy plokStumy, kurios eina per §ia asi, sumai, t. y.

(16)

Be aSiniy ir polinio inercijos momenty, dar yra iScentriniai inercijos momentai, kurie taip
pat apibiidina kiino masés iSsidéstyma erdvéje ir kurie skaic¢iuojami kaip tasky masiy ir dvieju
koordinaciy sandaugy suma, t. y.

=

Ixy: mk.xk.yk’
k=1
n
Iyz:zmk'Yk'Zk’ (17)
k=1
n
[ =) m x -z
=1

IS formuliy (17) iSplaukia, kad iScentriniai inercijos momentai savo indeksuy atzvilgiu yra

simetriniai, t. y.
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IScentriniai inercijos momentai priklauso ne tik nuo koordinaciy asiy krypties, bet ir nuo
aSiy pradzios pasirinkimo vietos. Kalbant apie iScentrinius inercijos momentus pasirinktame
taske, laikoma, kad koordinaciy asiy pradzia sutampa su pasirinktuoju tasku.

Prie iScentriniy inercijos momenty savybiy galima priskirti tai, kad iScentriniai inercijos
momentai gali turéti bet koki Zenkla ir gali buti lygiis nuliui.

Jeigu standZiojo kiino du iScentriniai inercijos momentai lygiis nuliui, tai indeksas
iScentrinio inercijos momento pavadinime rodo koordinaciu as$i, kuri Siuo atveju vadinama
svarbiausiqja kiino inercijos asimi pasirinktame taSke. PavyzdZziui, jeigu I . =1 _ =0, tai aSis
Oz yra svarbiausioji inercijos aSis. Jeigu svarbiausioji asis dar eina ir per kiino masés centra,
tai tokia aSis vadinama svarbiausiqja centrine kiino inercijos asimi.

Nustatyta, kad:

a) jeigu kunas turi materialios simetrijos plokStuma, tai visiems kino taSkams aSis, kuri
statmena simetrijos plokStumai, yra svarbiausioji inercijos asis;

b) jeigu kiinas turi materialios simetrijos asi, tai §i aSis yra svarbiausioji centrin¢ kiino
inercijos asis, kuri vadinama dinaminés simetrijos asimi.

Tarkime, materialiojo kiino simetrijos asyje pasirenkame taska O kaip atskaitos sistemos
pradZia (4 pav.). Dekarto aSis iSveskime taip, kad aSis Oz eity per kiino simetrijos asi.

Yp (0] 24 y
x/ Ya

4 pav. Standziojo kiino iScentriniy inercijos momenty skai¢iavimo schema

Kino materialios simetrijos savybiy aSies Oz atzvilgiu bet kokiam kiino taskui A, kurio
elementari masé m, ir koordinatés x,,y,, z,, visada atsiras taSkas B, kurio elementari mase

m, ir koordinatés x,, y,, z,. Ivertinant tai, kad taSky A ir B elementarios masés yra lygios, t.
y. m, =my, =m, ir koordinatés x, =-x,, Yy, =—y,, 2z =2,, uzraSysime iScentrinius
inercijos momentus /. ir /. Skai¢iuodami iScentrinius inercijos momentus sudedame visy

kiino elementariy masiy ir atitinkamy koordinaciy sandaugas:

n n n n n n
I, :zmA "XaZa +zm3 "Xplp :zm'xAZA +zm'(_xA)ZA :zm'xAZA _zm'xAZA =0,
=1 =1 =1 =1 =1 =1
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n n n n n n
Iyz :zmA "Yaga +zm3 " Ypip :zm' YaZa +Zm-(— yA)ZA :zm' YaZa _zm' Yaza =0.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Gauname, kad I =0 ir [/ . =0, o aSis Oz — svarbiausioji centrin¢ inercijos aSis, nes

kiino masé€s centras yra simetrijos asyje.
Inercijos momenty dimensija — [kg-m? |.

1.4.1. Inercijos momentai lygiagreciyjuy aSiy atzvilgiu
Tarkime, kad turime materialiyjy taSky mechaning sistema, kurios masés centras yra
Zinomas. ISvedimui supaprastinti nagrinésime sistemos atskiraji atveji — standyji kiina

(5 pav.).
Z
ZIA
My
(o]
R.C il Ve
' d lx Yy
""""""" . \”0 —> -
i/ . : X g
K
X X, N

5 pav. StandZiojo kiino inercijos momenty skaiiavimo schema

ISveskime koordinaciy aSis Ox, Oy,Oz per kiino masés centra C. PlokStumoje xOy
atstumu d nuo taSko O pasirenkame taska O,, pro kurj iSvedame koordinaciy aSis

Ox,, Oy, ir Oz, taip, kad jos biity lygiagrecios su aSimis Ox, Oy, Oz.
UZraSysime kiino inercijos momento aSies z, atZvilgiu iSraiSka, jvertindami kiino bet

kurio taSko masés koordinatg atskaitos sistemoje x,y,z,. Turésime:

=Y m (a7 +y?)

k=1

[verting tai, kad koordinatés x, =x, —[ _ir y, =y, —[ , po pertvarkymo gausime

Izl :gmk '[(xk _lx)2 +()’k _ly)z]

Zn:mk (x,f + y,f)+ Zn:mk (lf +l}2,)—21yzn:mkxk —ZZXZn:mkyk.
k=1 k=1 k=1

k=1

Pirmasis gautosios priklausomybés narys yra kiino inercijos momentas asies z, kuri eina

per kiino masés centra C, atzvilgiu, t. y.
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n
Antrasis narys ka '(l NN ), kuriame kiekviena kiino elementari mas¢ dauginama i
k=1

o« . Ve 2 2 M
pastoviojo dydzio (lx +1; ), pertvarkomas taip:

Nom (2 +12)=(2+12)- Y m =M -d*;
k=1 k=1
¢ia M — kiino masé€, kuri yra lygi visy kiino materialiyjy tasky masiy sumai; d — atstumas tarp

n n
aSiy zir z;; Z m,x, ir Z m,y, —kuno materialiyjy tasky statiniy momenty sumos.
k=1 k=1

IS (8) formulés gausime:
kaxk:M'xc ir kaYk:M'YC;
k=1 k=1

¢ia x, ir y. —kiino masés centro koordinatés.

Koordinaciy asis z iSvesta per kiino mases centra C, todél x. =0 ir y. =0. Gauname,

kad treciasis ir ketvirtasis nariai lygiis nuliui, nes

kaxk =0 ir kayk =0.
k=1 k=1
Galima padaryti iSvada, kad

I.=1_+M-d’. (18)
Gavome inercijos momento lygiagre¢iyju asiy atzvilgiu teorema (Heigenso ir Steinerio
teoremq): standZiojo kiino inercijos momentas bet kurios aSies atZvilgiu lygus inercijos
momento lygiagrecios ir isvestos per kiino masés centrq aSies atZvilgiu, ir kiino masés,
padaugintos is atstumo tarp asiy kvadrato, sumai.
IS (18) matome, kad standZiojo kiino, arba materialiyjy tasky sistemos, maZiausias
inercijos momentas yra per maseés centrq isvestos asies atZvilgiu.

1.4.2. Inercijos momentai laisvai nukreiptos aSies atzvilgiu

Per laisvai pasirinkta kiino taska O (6 pav.) iSvedamos Dekarto koordinaciy sistemos
asys:
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X

6 pav. StandZiojo kiino inercijos momento laisvai nukreiptos aSies atzvilgiu skai¢iavimo schema

I§ taSko O iSvedame aSj OL, sudarania su koordinaciy aSimis kampus o,Bir7y.
Skaiciuosime kiino inercijos momenta Sios asies atzvilgiu.

Laisvai parenkamas ktino elementariosios masés m, taSkas, kurio koordinatés x,, y,,
Z, , nutolgs nuo aSies OL atstumu /4, . Kino inercijos momentas aSies OL atZvilgiu yra

kiekvienos kiino elementarios masés ir atstumo /4, iki aSies OL kvadratu sandaugy suma:
IOL:zmkhkz' (19)
k=1

Naudodami analizinés geometrijos formulg, galime uZraSyti iSraiSkq atstumui h, tarp

tasko ir asies OL rasti:
2

h? =(y, cosy—z, cosP)’ +(z, cosa—x, cosy)’ + (x, cosB— y, cosar)

Itrauke gautaja h, iSraiSka i (19) formulg ir atlike matematinius pertvarkymus, gauname:

1, =Zn:mkhk2 = cos? oczn:(y,f + z,f)+ cos? BZn:mk (z,f +x,f)+ cos? yzn:mk (x,f + y,f)—
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n
ZCosBcosykaykzk —2cosycos (mekzkxk —2cos (xcosBkaxkyk.
k=1 k=1 k=1

Toliau, iverting (10) ir (19) priklausomybes, galime uZrasyti:

I, =cos®a -1 +cos’B-1 +cos’y-I —2cosPcosy-I, — 0)
2cosycoso- I, —2cosocosP- 1, .

Zinodami standZiojo kiino inercijos momentus Dekarto koordinaciy aSiy atZvilgiu ir kiino
iScentrinius inercijos momentus, pagal (20) formule galime apskaiciuoti Sio kiino inercijos
momenta bet kaip nukreiptos aSies atzvilgiu.
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1.4.3. Inercijos momenty skaiciavimo pavyzdziai

Jeigu vienalyc¢io kiino geometriné forma yra taisyklinga, tai jo inercijos momentus galima
rasti integralinio skai¢iavimo metodais.

Taikydami $i metoda tariame, kad vienalytis kiinas susideda i§ be galo didelio skai¢iaus
elementariyjy masiy m,, kuriy atstumai iki bet kuruos aSies, pavyzdZiui OK, yra h,. Tuomet

kiino inercijos momentas Sios aSies atZvilgiu bus:
n
_ 2
I = Z h m;.
i=1

Kuo daugiau turésime elementariy kiino masiy, tuo tikslesné bus inercijos momento
iSraiSka. Todél paskuting formulg galima perrasyti taip:

n n
— 21 2
I = E h;m; =lim E h m,.
i=1 i=1

n—o0

Gauname:
Log = [W*dm; 21)
M

¢ia dm — elementari vienaly¢io kiino masé; & — Sios masés atstumas iki aSies. Integravimas
vyksta pagal visa kiino masg.
Taikysime §j inercijos momento skai¢iavimo metoda kai kuriy vienaly¢iy kiiny inercijos

momentams skaic¢iuoti.

Plono strypo inercijos momentai
Vienaly¢io pastovaus skerspjuvio masés M strypo ilgis [ (7 pav.). Rasime jo inercijos
momentus asiy Ax ir Az atzvilgiu.

7 pav. Plonas strypas

Pagal (21) galima uZraSyti:

X

I,=1.=1I,=ydn.
M

18



Ivertindami tai, kad elementari masé dm lygi strypo ilgio santykinio tankio Y, :T ir

elementarios mases ilgio dy sandaugai, turésime:

dm=v, 'dyz%-dy.

Gauname:

L =A£y2dm= j v’ -%-dﬁﬂjyzdy:

Y=0 0

Taigi vienalycio plono pastovaus skerspjiivio strypo inercijos momentas jo galo atzvilgiu

lygus:

1
IA :ngz.

Taikant (18) formule gaunama, kad §io strypo inercijos momentas masé€s centro atzvilgiu

lygus:

1
I.=—Mi*.
‘<12

Plono Ziedo ir vamzdZio inercijos momentai
Tarkime, kad plono Ziedo spindulys R ir mase¢ M (8 pav., a).

a) plonas Ziedas b) plonas vamzdys

8 pav. Simetriski tusc¢iaviduriai kiinai

Raskime Ziedo inercijos momenta x aSies arba centro O atZvilgiu. Naudojant (21) formule
galima uZraSyti:

I,=1,=[Rdn.
M
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Ziedo masé paskirstyta tolygiai vienodu atstumu nuo centro. Tod¢l

I, =[Rdm=R[dm=MR".
M M

Taigi ziedo inercijos momentas jo centro atzZvilgiu:
1,=1=MR".

Ivertinant tai, kad inercijos momentai koordinaciy asiy z ir y atzvilgiu yra lygis, nes
ziedas ju atzvilgiu iSdéstytas simetriSkai, ir tai, kad I =1, taikant (14) formulg, nesunkiai

gaunami Ziedo inercijos momentai koordinaciy aSiy z ir y atzvilgiu:

I,=1, = Ly,
' 2

Jeigu kiino masé iSdéstyta plono vamzdZio pavidalu (8 pav., b), tai vamzdzio inercijos
momento x aSies atZvilgiu skai€iavimas nepriklausys nuo vamzdzio ilgio, t. y.

1. =MR®.

Plono skritulio inercijos momentai
Raskime plono skritulio, kurio spindulys R ir masé M, inercijos momentus (9 pav., a).

a) plonas skritulys b) pilnutinis cilindras
9 pav. Simetriski vienalyc¢iai kiinai

ApskaiCiuosime  skritulio inercijos momenta centro O atzvilgiu. Taikydami
skai¢iavimams (21) formulg, gausime:

I,=1,=[rdm.

M
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Iverting tai, kad elementari skritulio masé¢ dm, kuri yra atstumu r nuo skritulio centro,

lygi skritulio ploto tankio Y :? ir elementarios masés ploto 27-r-dr sandaugai, t.y.
T

dm=vy -ds= M '27t-rdr:2R—A;Irdr, gauname:

R2
R R
2 2M 1
Ileozjrzdmzjlrz—rdrz > .[r3d =—MR®
R
M 0 0

Taigi skritulio inercijos momentas jo centro ir aSies x atZvilgiu bus lygus:

1.=1, :%MRZ.

Taikydami (14) formulg, nesunkiai gauname:

Matome, kad skritulio inercijos momentas / _nepriklauso nuo jo storio. Todél pilnutinio
cilindro (9 pav., b) masés inercijos momentas Sios aSies atzvilgiu gali biiti apskaiciuotas pagal
skritulio inercijos momento aSies x skai¢iavimo formulg, t. y.

1, - Lyre,
2

Storasienio vamzdZio inercijos momentas
Jeigu kiino mas¢ iSdéstyta kaip storasienis vamzdis (10 pav.), kurio iSorinis spindulys R,
kiaurymeés spindulys R, ir masé M, tai tokio vamzdZzio inercijos momentas x aSies atzvilgiu

lygus inercijos momento pilnutinio cilindro ir inercijos momento kiaurymeés skirtumui, t. y.
I =1 -1,.

10 pav. Storasienis vamzdis
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P L " .o 1 . .
Pilnutinio cilindro inercijos momentas x aSies atzZvilgiu [, ZEM \R?, o kiaurymés

1 L e . . . . _—
I, = EM ,R;; &a M, — pilnutinio cilindro masé; M, — kiaurymés masé. Tuomet storasienio

vamzdZio inercijos momentas bus lygus:

I, :%(Mle _MzR(?)

Targ, kad storasienio vamzdzio tirio salyginis tankis Yy lygus kiino masei, padalytai i§

kiino tirio, gausime:

Y= LA Y
Vv nlR*-R;
ir galésime apskaiciuoti cilindry mases M, ir M ,, kuriy tariai V, ir V.

Atlikg skaiCiavimus, gausime:

M MR*
M,=vy-V, = ——— WRb=———
nbiR - R; ) R” —R,
ir
M ) MR;}
M,=y-V,= 2 2 ob=— 02'
b\R™ — R, R” —R,
Iverting masiy reikSmes, gausime storasienio vamzdZio inercijos momentg centrinés asies
atzvilgiu:

I MR® oo MRy .|
R’ -R; R’ —R;

1
Ix:E(M1R2_M2R§):E 0

M

1
T (15} 0 4 87)

1
2 R*-R;
Taigi gausime storasienio vamzdZio inercijos momenta x aSies atzvilgiu:

I,=— M(R>+R?)

1
)

Plono keturkampio inercijos momentas
Tarkime, kad kiino masé M tolygiai iSdéstyta plonoje keturkampéje plokstel¢je, kurios

matmenys a ir b (11 pav.).
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11 pav. Plona keturkampé plokstelé

ApskaiCiuvosime kiino inercijos momenta, pavyzdZiui, x aSies atzvilgiu. Taikant (21)
formulg galima uZraSyti:

I, = jyzdm.
M

. A o o . ) M .
Elementarios masés dm reik§mé lygi kiino ploto santykinio tankio 7, =—b ir
a
elementarios masés ploto ds = a - dy sandaugai, t. y.

M M
dm=Yy -ds=—-a-dy=—"-dy.
Yy ab y b y

Tuomet

Taigi gavome plono keturkampio masés inercijos momenta x asies atzvilgiu:
1
1, =—Mb>.
3

Nesunkiai gauname, kad

Plono trikampio inercijos momentas

Tarkime, kiino mas¢ iSdéstyta plono sta¢iakampio trikampyje (12 pav.).

23



12 pav. Plona trikampé plokstelé

Pritaikysime (21) formulg inercijos momentui x aSies atzvilgiu skaiCiuoti. Galime
uZzraSyti:

I, = jyzdm.
M

IS (12 pav.) matome, kad elementari masé dm priklauso nuo pjiivio padéties, t. y. nuo y
koordinatés, nes keiCiasi elementarios masés dydis c. Nustatysime dydZio ¢ pokyti
priklausomai nuo y koordinatés.

IS trikampiy panaSumo gauname:

todél
a
=L (b-y)
c b( y)

Elementari mas¢ dm skaiiuojama kaip Sios masés elementarusis plotas ds =c-dy,
M 2M

adaugintas iS$ trikampio ploto salyginio tankio 7y _M__M _2M
p g p1o p yg TS T 2(ab) ab

IraSe visas reikSmes ir atlik¢ visus matematinius skaiiavimus, gauname trikampio

inercijos momenta:

I, =Af4y2dm=ﬁj;y2ds'vs =2—Agﬂflyzc'dy=2a—]‘g'iyz-

a 0

2aM " oMk 5 2M 3hooytp
aabb .[yZ(b_y)dy: bz [bJ-yZdy_J-y3dy]: b2 (by_| _y_| J:
0 0 0

3 4
Mf bb——b— =1Mb2.
b 6
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Taigi plono trikampio formos iSdéstytos masés inercijos momentas x asies atzvilgiu bus:

I =1Mb2.

==
Gauname, kad inercijos momentas y aSies atzvilgiu bus:

I, L ma.
6

Sis inercijos momento skaiiavimo metodas gali biiti taikomas bet kokios formos
trikampio masei iSdéstyti, svarbu, kad koordinaciy aSis eity trikampio Sonu.

Taikant pateikta metodika galima rasti bet kokios formos kiinu masiy iSsidéstymo
inercijos momentus. Sudétingos geometrinés formos kiiny masiy inercijos momenty reikSmes
yra pateikiamos specialiojoje techningje literatiiroje — Zinynuose.

1.5. Mechaninio judéjimo dinaminés charakteristikos

SprendZziant dinamikos uzdavinius taikomos jvairios matematinés priklausomybés, kurios
padeda nustatyti santykius tarp judé¢jimo maty ir veikianCiyju jégu poveikio.
Charakterizuojant mechanini judé¢jima nepakanka Zinoti, kokios yra judancio objekto
kinematinés charakteristikos (greitis arba pagreitis). Svarbu Zinoti, kuris kiinas darys didesni
(arba maZesni) mechanini poveiki kitam kiinui. Tai priklausys ne tik nuo kiiny judéjimo
grei¢io, bet ir nuo ju masiy, masés iSsidéstymo erdvéje ir kiny jud€jimo dinaminiy
charakteristiky. Mechaninio judéjimo dinaminés charakteristikos yra judéjimo kiekis, kinetinis
momentas ir kinetiné energija.

1.5.1. Materialiojo tasko judesio kiekis

Kaip buvo miné¢ta anksciau, viena i§ materialiojo tasko judé¢jimo charakteristiky yra
Jjudesio kiekis. Judesio kiekis yra vektorinis dydis, kuris skai¢iuojamas kaip materialiojo tasko
mas¢s ir judéjimo greicio sandauga, t. y. mv .

Tarkime, masés m materialusis taSkas deél jégos F poveikio juda erdvéje greiCiu v
(13 pav.).

z A

v

13 pav. Materialiojo tasko judesio kiekis
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Tasko M judesio kiekio vektorius mv yra proporcingas tasko masei, jis yra pridétas prie
tasko ir nukreiptas greic¢io kryptimi.
Bet kuris vektorinis dydis, tarp ju ir judesio kiekis, gali biiti iSreikStas projekcijomis 1

koordinaciy asis:
my = \/(va ) + (mvy )2 + (mvz ) (22)
¢ia
dx dz
my_=m—, my, =m——, =m—.
' dt ! t : dt

Judesio kiekio vektoriaus kryptis nusakoma kampais, kurie randami naudojant

atitinkamas funkcijas:

my, my, my
cosoL = , cosp=—-, cosy=
my my my

Z

Judesio kiekio dimensija [kg - m/s ], arba [N -s].

1.5.2. Materialiyjy taSky mechaninés sistemos judesio kiekis

Mechaninés sistemos judesio kiekiu K vadinama visy mechaninés sistemos materialiyjy
tasky judesio kiekiy m, v, geometriné suma, t.y.

K=Y my,. (23)
k=1

Sio vektoriaus modulis gali biti i§reikstas projekcijomis:

K=K +K!+K:
¢ia

n n n
Kx:kavkx, Ky:kavky, KU=kavky.
k=1 k=1 k=1

Mechaninés sistemos judesio kiekio vektoriaus K padétis erdvéje nusakoma kampais,
kurie randami naudojant atitinkamus krypties kosinusus:

K K

X X

cosol=—=, cosfp=—=, cosy=
K K

X

Tadiau materialiyjy tafky mechaninés sistemos judesio kiekio vektorius K neturi
konkrecios pridéties vietos. Jis yra laisvasis vektorius, tod¢l laikoma, kad Sis vektorius gali
biti perkeltas lygiagreciai su savimi i bet kuri mechaninés sistemos taska.
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1.5.3. Mechaninés sistemos judesio kiekio skai¢iavimas

IS formuliy (8), skirty mechaninés sistemos masés centro koordinatéms skaiciuoti,
gauname:

n n n
kaxk:M’xc’ ka)’k:M')’c’ kazk:M’Zc'
k=1 k=1 k=1

Diferencijuodami Sias priklausomybés laiko atzvilgiu, gausime:

- d d. u d d u d d
kaﬂ:M. Yo ka&:M._yc, zmki:M. e
p dt dt ~ dt dt por dt dt
todél
kavkx =M v, kavky =M-vcy, kavkz =M -v,.
k=1 k=1 k=1

Turime vektorinés priklausomybés projekcijas, galime uZrasSyti vektoring iSraiska:

n
kavk =M -v,.

k=1

Gautoje iSraiskoje visuy materialiyju tasku judesio kiekiy geometriné suma pagal (23)

formulg yra mechaninés sistemos judesio kiekis, t. y. z my, = K

k=1
Galutinai turésime:

(24)

Darome patikslinta iSvada, kad sistemos judesio kiekis yra vektorinis dydis,

skaiCiuojamas kaip sistemos masés ir masés centro greiio sandauga, jis pridétas sistemos
mases centre ir nukreiptas maseés centro greicio kryptimi (14 pav.).

MgV K
z A
m, Ve
N C
K/
9] y

14 pav. Sistemos judesio kiekis
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1.5.4. Materialiojo tasko ir mechaninés sistemos Kinetinis momentas

Materialiojo tasko kinetiniu momentu bet kurio centro arba aSies atZvilgiu vadinamas
judesio kiekio momentas to paties centro arba tos pacios asies atzvilgiu.

Statika [1-7] nagrinéja jégos sukamaji efekta plokStumoje bet kurio centro atzvilgiu.
Erdviniams statikos uZzdaviniams jégos sukamojo efekto dydis buvo iSreikStas vektorinio
momento pavidalu [1]. Visas statikoje gautas iSvadas jégos momentui bet kurio centro
atzvilgiu taikome rasko judesio kiekiui.

Tarkime, masés m materialusis taSkas M juda v greiciu tam tikra trajektorija erdvéje
(15 pav.).

15 pav. Materialiojo tasko kinetinis momentas

Norint rasti judesio kiekio mv momenta centro O atzvilgiu, reikia padauginti vektoriaus
my modulj i§ peties & (15 pav.) arba iSnagrinéti padéties vektoriaus 7 ir judesio kiekio
vektoriaus mv vektoring sandauga l; =7xmv . Sios vektorinés sandaugos produktg —
vektoriy ZO reikia pridéti centre O. Vektorius ZO yra naudojamas vektoriaus mv momentui
centro O atzvilgiu Zyméti erdvéje.

Vektorius ZO atitinka materialiojo taSko m kinetini momenta centro O atZvilgiu ir pagal
diduma yra lygus vektoriaus mv momentui centro O atzvilgiu (15 pav.). Vektorius ZO

pridedamas centre O statmenai plokStumai, iSvestai per vektoriu mv ir centra O, ir pagal
susitarima nukreipiamas taip, kad Ziturint i§ jo galo atrodyty, kad vektorius mv pasuka
ploksStuma pries laikrodzio rodyklés krypti.

Taigi materialiojo tasko kinetinis momentas fo bet kurio centro O atzvilgiu lygus tasko

judesio kiekio mv vektoriniam momentui to paties centro atzvilgiu, t. y.

— —

I, =M ,(mvV)=7xmy. (25)
Taska O laikydami Dekarto atskaitos sistemos pradzia, turésime (pagal statikoje taikoma

jégos momento skai¢iavimo analogija) kinetiniu momenty koordinac¢iy aSiy atzvilgiu
reikSmes:

[, =M (mv)=y-mv_—z-mv,
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[, =Mz(m\7)=x'mvy —y-my,.

Mechaninés sistemos kinetinis momentas L, bet kurio laisvai pasirinkto centro O
atzvilgiu yra lygus visy mechaninés sistemos materialiyjy taSky kinetiniy momenty fo to
paties centro atZvilgiu geometrinei sumai, t. y.

Ly=21lp= MO(mk‘_jk): (Fk Xmv, ) (26)
k=1 k=1 k=1

Mechaninés sistemos kinetinis momentas EO gali biiti surastas pagal projekcijas 1

Dekarto koordinaciy asis:

y z
¢ia

n n n

L=>1= Mx(mkvk): (yk MV, — 2, -V ),
=1 =1 =1
n n n

L, ZZQ :zMy(mkvk):z(Zk mVi, — X, mkvkz)?
=1 =1 =1
n n n

L =)1 = Mz(mkvk): (xk mvey — Yi mkvkx)
=1 =1 =1

|

Sistemos kinetinio momento L, padétis erdvéje nusakoma kampais, kurie randami

X X X

, cosP = , COSY=
o [0} [0}

naudojant atitinkamus krypties kosinusus: cosa =

Materialiyjy taSky mechaninés sistemos O centro atZvilgiu kinetinis momentas L,

pridétas tame paCiame centre.

1.5.5. Standziojo kiino kinetinio momento skaiciavimas

Skai¢iuodami standZiojo kiino judéjimo dinamines charakteristikas, vertinam tai, kad
standusis kiinas yra materialiyjy taSky sistemos visuma. Todél galime taikyti mechaninei
sistemai gautas iSvadas standZiojo kiino dinamikos klausimams nagrinéti. Skai¢iuodami
standZiojo kiino kinetini momenta, {vertiname kiino jud¢jima.

Nagrinésime kiino slenkamgji judéjima [12—-13]. Zinome, kad esant bet kokiam kiino
judéjimui, ktino judesio kiekis (24) yra lygus kiino masés ir masés centro grei¢io sandaugai, t.
y. K=M -V . Tarkime, kad kiino masés centro C padétis nejudanciosios atskaitos sistemos

atZvilgiu nusakoma padéties vektoriumi r. (16 pav.):
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16 pav. Kiino kinetinis momentas esant slenkamajam judéjimui

Padauging abi kiino kinetinio momento iSraiskos puses i§ 7., gauname:

reXK=r. XM v,
arba

Ly=7 XM 7. @

nes vektoriné sandauga 7, x K yra vektorinio dydZio K, arba standZiojo kiino jud¢jimo

kiekio vektoriaus K momentas centro O atzvilgiu. Sis vektorius pridedamas centre O
statmenai sukamojo efekto plokStumai taip, kad i§ vektoriaus EO galo vektoriaus K posikis
bty matomas prie§ laikrodZio rodykle (16 pav.).

Taigi galime padaryti iSvada, kad esant slenkamajam judé¢jimui standZiojo kiino kinetinis
momentas bet kurio centro atzvilgiu yra lygus kiino masés centro judesio kiekio momentui to
paties centro atzvilgiu.

Esant kiino sukamajam judéjimui apie nejudamaja asi, kinetini momenta apie sukimosi
aS] galime surasti kaip kiino taSky judesio kiekiy momenty apie ta pacia asi suma pagal
formulg:

Jeigu standusis kiinas sukasi kampiniu grei¢iu @ apie nejudamaja asi Oz (17 pav.), tai bet
kurio tasko judesio kiekio vektoriaus modulis lygus $io taSko masés ir grei¢io sandaugai:

myy, =m, 'OJ'I”k,

o judesio kiekio vektorius nukreiptas greiCio kryptimi statmenai atkarpai nuo taSko iki
sukimosi asies.
Tasko judesio kiekio momentas sukimosi aSies atzvilgiu

=\ _ _ 2
Mz(mkvk)_mkvk e =my - 0-r.

30



17 pav. Kino kinetinis momentas sukimosi aSies atzZvilgiu

Skai¢iuodami standZiojo kiino kinetini momenta sukimosi aSies atZvilgiu turime sudéti
visy kiino tasky kinetinius momentus tos pacios aSies atzvilgiu, t. y.

n n n
L, =ZMZ(mk\7k)=ka - =0 karkz.
k=1 k=1 k=1

Visy kiino tasky masiy ir juy atstumy iki sukimosi aSies kvadraty suma yra kiino inercijos

n
momentas sukimosi aSies atzvilgiu, t.y. [, = ka .
k=1

Taigi gauname:

L=I o (28)

Galime padaryti iSvada, kad esant sukamajam judé¢jimui standZiojo kiino kinetinis
momentas sukimosi aSies atZvilgiu lygus kiino inercijos momento sukimosi aSies atzvilgiu ir
kiino kampinio grei¢io sandaugai. Jeigu Zziiirint nuo sukimosi aSies galo kiinas sukasi pries§
laikrodZio rodykle, kinetinis momentas bus teigiamas, ir atvirksciai, jeigu kiinas sukasi pagal
laikrodZio rodyklg, tai kinetinis momentas bus neigiamas.

1.5.6. Materialiojo tasko ir mechaninés sistemos Kinetiné energija

Viena i§ materialiojo tasko mechaninio judéjimo dinaminiy charakteristiky yra kinetiné
2

energija, arba dydis , t. y. taSko masés ir greiCio kvadrato sandaugos pusé. Kinetiné

energija yra skaliarinis mechaninio judéjimo matas, nes grei¢io vektoriaus kvadratas lygus
skaliarinei vektoriy sandaugai, t. y. v> =v-v. Vektoriy skaliariné sandauga lygi vektoriy
moduliy sandaugai, padaugintai i§ kosinuso kampo tarp ju. Siuo atveju kampas tarp vienody
vektoriy lygus nuliui ir cos0° =1. Gauname ¥’ =v’. Kinetiné energija visada yra
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teigiamasis dydis ir nepriklauso nuo judé¢jimo krypties. Raskime kinetinés energijos

dimensija:

2 2
.\ m N m
[masé-greltlszlz{kg- S }z{ : }z[N-m]:[Jl
S S
Taigi kinetinés energijos dimensija — niutonmetrai [N . m] arba dzauliai [J ]
Sistemos kinetine energija vadinama mechaninés sistemos materialiyjy tasky kinetiniy

energijy suma, t. y.

Lomv;
T=Z—"2". (29)
k=1

Sistemos kinetin¢ energija taip pat yra teigiamasis dydis. Ji nepriklauso nuo materialiyju
tasky greiciy krypciy ir gali biti lygi nuliui tik tuomet, kai visy taSky greiciai bus lygts nuliui.

1.5.7. Standziojo kiino kinetiné energija

Skaiciuojant standziojo kiino kineting energija, vertinama tai, kad standusis kiinas yra
materialiyjy tasky sistemos atvejis. Taip pat daroma iSvada, kad galima taikyti mechaninés
sistemos i§vadas standZiojo kiino kinetinei energijai skai¢iuoti. Zinome, kad skaigiuojant
standZiojo kiino dinamines charakteristikas jvertinamas ktino jud¢jimas. Tod¢l, nagrinédami
kiino slenkamqji judéjima, taikome bendraja sistemos kinetinés energijos skai¢iavimo formule
(29). Ivertindami tai, kad esant slenkamajam judéjimui visy tasky greiciai yra vienodi, galime
juos pakeisti vieno tasko greiciu (pavyzdziui, masés centro). Tuomet turésime:

2 2
. m, v Vi, &
Ty
o 2 2

k=1

arba, galiausiai gauname:

T=M-C. (30)

Taigi esant slenkamajam judéjimui kiino kinetiné energija skaiciuojama kaip tasko,
turincio kitno mase ir judancio kitno mases centro judejimo greiciu, kinetine energija.

Esant kiino sukamajam judéjimui apie nejudamaja asi kinetiné energija skai¢iuojama
pagal ta pacia (29) formulg. [vertinant tai, kad kiekvieno materialiojo tasko linijinj greitj esant
sukamajam jud¢jimui galima uzraSyti kaip kiino kampinio greiCio ir tasko atstumo iki
sukimosi aSies sandauga, t. y. v, = ®-r,, gaunama:

n

mv; N m (co-r) 0}
T = Kk k o 2
270 & 2 oM
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Galiausiai gauname:

€19

z*

2
2

Taigi standZiojo kiino kinetiné energija esant sukamajam judéjimui lygi kiino inercijos
momentui sukimosi aSies atzvilgiu, padaugintam is kiino kampinio greicio kvadrato puses.

Ivertinant tai, kad standziojo kiino plokstuminj judéjimq laikome dvieju judéjimy suma —
slenkamojo kartu su laisvai pasirinktu poliumi ir sukamojo apie $i poliy, — kitno kinetiné
energija skaiciuojama kaip dviejy kinetiniy energijy suma — slenkanciai kartu su laisvai
pasirinktu poliumi judéjimo daliai ir sukamai apie pasirinktq poliy judéjimo daliai. Jeigu
poliumi laikysime plokSc¢iosios figliros masés centra, tai kinetinés energijos iSraiSka galésime
uZraSyti taip:
My o'l
2 2

T

(32)

Skai¢iuojant kiino inercijos momenta, atsiZvelgiama i tai, kad esant ploksciajam
judéjimui poliumi gali biiti pasirinktas bet kuris kiino taSkas, nebttinai masés centras. Todél
kiino inercijos momentas yra skai¢iuojamas apie asi, einancia per pasirinkta poliy.

1.6. Veikianc¢iyjy jégy poveikio matai ir jy charakteristikos

Kaip jau buvo minéta, dinamika nagrinéja objekty jud¢jima priklausomai nuo
veikianCiyjy jégu. Kitaip tariant, dinamika vertina materialiyjy taSky arba standZiyjy kiiny
tarpusavio saveika, arba mechaninio jud€jimo prieZastis, t. y. fizikiniy dydZziy, apibiidinanciy
kiiny tarpusavio saveikos intensyvuma, itaka judé¢jimui. Statika nagrinéja kiiny tarpusavio
saveikos matus — jéga ir j¢égos momenta, kurie apibiidina kiiny tarpusavio saveika konkreciu
laiko momentu. Bet dinamikos jégos poveikio vertinimas priklauso ir nuo jégos veikimo
trukmés, ir nuo $ios jégos judanéio kiino poslinkio. Cia vartojamos tokios mechaninés kiny
saveikos savokos: jégos impulsas ir jegos darbas.

Nagrinéjant mechaninés sistemos dinamikos uzdavinius, mechaning sistema veikiancias
jégas priimta klasifikuoti i iSorines ir vidines, 1 aktyviasias jégas ir rySiy reakcijas.

1.6.1. Materialiyjy taSky mechaninés sistemos vidinés jégos

Nagrinédami tasko judéjima turime reikala su jégomis, kurios veikia tik §i izoliuota
materialyji taska. Tokias jégas vadiname iSorinémis.

Taciau gamtoje ir miisu aplinkoje yra be galo daug judanciy objekty, sudaryty is
materialiyjy tasky arba standZiyju kiiny visumos, kurioje kiekvieno tasko judéjimas priklauso
nuo kity tasky judéjimo ir rysiu tarp juy. Tokia materialiyjy tasky visuma vadinama mechanine
sistema. Mechaninés sistemos pavyzdziu gali biiti bet kuris mechanizmas, staklés,
automobilis ir kt.
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IS statikos zinome, kad, nagrinédami suvarzytaji kiina, be iSoriniu aktyviyjuy jégu, dar
turime jvertinti jégas, kurios atsiranda iSoriniuose rySiuose, vadinamasias rySiy reakcijas.
Tokios rysiy reakcijos dar vadinamos iSorinémis.

Nagrinédami materialiyjuy taSky mechaning sistema, turime jvertinti tai, kad kiekviena
materialyji taska veikia ne tik aktyviosios iSorinés jégos, bet ir jégos, kurios atsiranda dél
kiekvieno taSko poveikio kitam tos pacios sistemos taSkui. Tokios jégos vadinamos sistemos
vidinémis jégomis. ISorines jégas toliau Zymésime F', ovidines — F".

Vidiniy jégy savybeés:
1. Mechaninés sistemos visy vidiniy jégy suminis vektorius, arba bendrasis poveikis
sistemai, lygus nuliui, t. y.

Pavyzdziui, mechaninéje sistemoje parenkame du bet kuriuos materialiuosius taskus,
kurie yra susij¢ (18 pav.).

18 pav. Mechaningés sistemos vidings jégos
Zinodami, kad materialieji taSkai veikia vienas kita vienodo dydZio bet priesingy krypéiu
jégomis }71” ir f’;, gauname f’l” + ﬁzv =0.

Sudéje visas vidinés jégas, gausime, kad ju geometriné suma lygi nuliui, t. y.
R"=YF=0. (33)
k=1

2. Mechanings sistemos visy vidiniy jégy suminis vektorinis momentas bet kurio centro O
atzvilgiu lygus nuliui:

M, =%M,(F)=0.

k=1



19 pav. Mechaninés sistemos vidiniy jégy vektoriniai momentai

Mechaninés sistemos dviejy tasky vidinés jégos yra lygios (19 pav.) ir nukreiptos i
prieSingas puses. Todél centro O atZzvilgiu Sios jégos turés vienodo dydZzio, bet prieSingy
krypc¢iu vektorinius momentus. Matyti, kad $iy vektoriniy momenty geometrin€ suma yra lygi
nuliui, t. y.

Sudéje mechanings sistemos visy vidiniy jégy vektorinius momentus centro O atzvilgiu,
gausime, kad ju geometriné suma lygi nuliui, t. y.

M =Zﬂo(ﬁ;)=o. (34)

1.6.2. Jégos impulsas

Jégos impulsu vadinamas fizikinis dydis, apibtdinantis jégos poveiki ktnui arba
materialiajam taskui per tam tikra laiko tarpa. Jégos impulsas yra vektorinis dydis, lygus jégos
ir laiko sandaugai, nukreiptas veikianciosios jégos kryptimi.

Kai turime kintama jéga, elementarusis jégos impulsas randamas taip:

dS=F -dt. (35)

Nagrin¢jant jégos poveiki kiinui per tam tikra laiko tarpa, integruojant (35)
priklausomybg, gaunama impulso reikSme per §i laiko tarpa:

S = jﬁdt. (36)

Jégos impulso projekcijos i koordinaciy asis:

S, = jdez, S, = ijdt, S, = szdt.

t,=o t,=o t,=o
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Kai jéga yra pastovi, jégos impulsas per laikotarpi ¢ skaiiuojamas kaip jégos ir laiko

sandauga:

S=F-t

—

Tegul kiing veikia jégu sistema FI,FZ,...,FH, kurios atstojamoji jéga lygi Siu jégu

geometrinei sumai:

1

R=F +F,+.+F,.

Dauginame abi Sios iSraiSkos puses i§ elementaraus laiko tarpo df ir integruodami laiko

intervalu gauname:

jém=}ﬁm+}@m+m+jﬁm.

t,=o t,=o t,=o t,=o

Kiekvienas narys gautoje lygyb¢je yra jégos impulsas. Taigi turime:

arba

%)
I
el

Galime padaryti iSvada, kad kai kuing veikia kelios jégos, Siy jégu impulsas lygus atskiry
jégu impulsy geometrinei sumai. Jégos impulso dimensija — [N : s].

1.6.3. Jégos darbas

Kina arba materialyji taska veikiancios jégos darbu bet kurioje atkarpoje vadinamas
fizikinis dydis, kuriuo jvertinamas veikianCiosios jégos efektyvumas Sioje atkarpoje, jégos
dydis, jegos padétis ir atkarpos didumas.

Tarkime, kad reikia rasti kintamos jégos F atlikta darba, kai Sios jégos veikiamas taSkas
bet kokia trajektorija nu¢jo kelig i§ padéties M, i padéti M, (20 pav.). Norint apskaiciuoti
atkarpoje M ,—M, jégos F atlikta darba, reikia sudalyti Sia atkarpa i nykstamai maZzas
atkarpas — elementarius poslinkius ir sudéti jégos F darbus, atliktus iuose elementariuose
poslinkiuose.

I$skirsime be galo mazZa trajektorijos atkarpa ds (20 pav.) ir surasime §ioje atkarpoje
pastovios jégos F atlikta darba.
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20 pav. Pastovios jégos F' elementaraus darbo skai¢iavimo schema

Elementarusis jégos F darbas atkarpoje ds isreikiamas taip:

dA=F. -ds, 37)

Cia F, — jégos F dedamoji judancio tasko M grei¢io vektoriaus v kryptimi; ds — tasko

elementarus poslinkis, kuris ribingje iSraiSkoje gali biiti laikomas nukreiptu pagal greiti.
Matome (20 pav.), kad F_ = F -cos @. Ira¢ F, reik§mg | (37) formulg, gauname:

dA=F -cos@Q-ds, (38)

t. y. jégos elementarusis darbas lygus jégos F modulio ir poslinkio ds sandaugai,

padaugintai i§ kosinuso kampo tarp ju. Todél galimi tokie jégos F ir poslinkio ds

iSsidéstymo atvejai:

— kai kampas @=0°, tai dA=F -ds, arba jeigu jéga ir poslinkis yra vienos krypties, jégos
darbas yra teigiamasis dydis, lygus jégos ir poslinkio sandaugai;

— kai kampas @=90°, tai dA=0, t. y. jeigu jéga yra statmena poslinkiui, tai jos atliktas

darbas lygus nuliui;
— kai kampas @=180°, tai dA=—F -ds, t.y. jeigu jéga ir poslinkis yra skirtingy krypciu, tai

jégos darbas yra neigiamas ir lygus jégos ir poslinkio sandaugai.

Kinematikoje [12—13] turéjome greicio vektoriaus iSraiSka v :%, i§ kurios gauname
judancio tasko padéties vektoriaus pokyti dr =V - dt, kuris ribinéje iSraiSkoje nukreiptas pagal
greit]. Taip pat turéjome iSraiSka greic¢io moduliui skaiCiuoti v :%. Taigi galime uZrasyti,
kad ds=v-dr=||- dt=|fl—j|-dz, arba ds=|dF|. Gautaji dydi ds iraS¢ i (38) formule,
turésime:

dA:F-cos(p-dsz‘ﬁ‘-cos(p-|d?|.
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Sios lygybés desinioji pusé yra vektoriy F ir dF skaliariné sandauga. Todél gauname:

dA=F -dr, (39)
t. y. jégos elementarusis darbas yra skaliarinis dydis, lygus jégos vektoriaus F ir jégos
pridéties vietos spindulio vektoriaus diferencialo dr skaliarinei sandaugai.
Irase | (39) formule spindulio vektoriaus diferencialo dr reikSme dr =v-dt, gausime
dA=F -7 -dr. Bet jégos F ir laiko atkarpos df sandauga yra jégos F elementarus impulsas
dS. Galime uzrasyti, kad

dA=dS -V, (40)

t. y. elementarusis jégos darbas gali buti iSreikStas kaip veikianciosios jégos elementaraus
impulso ir greicio vektoriaus skaliariné sandauga.

Jeigu uZraSysime veikianGiosios jégos F ir elementaraus poslinkio d7 dydZius pagal
Dekarto koordinaciy aSis, tai turésime:

dA=(Fi +F j+Fk)-dni +ayj +dzk)

Atlik¢ matematinius pertvarkymus, gausime

dA = Fdx+F,dy+F.dz. (41)

Gavome analizing elementariojo darbo skai¢iavimo iSraiska.

Visa jégos F atkarpoje nuo padéties M, iki padéties M, atlikta darba gausime, jeigu
sudésime visus elementariuosius darbus visuose elementariose atkarpose, kitaip tariant,
integruodami visas matematines elementariojo darbo iSraiskas:

MZ

A= [F.ds, (42)
M,
M,

A= [Fcosqds, (43)
M,
M, ~

A= j Fdr, (44)
Ml

A= j dsdv, (45)

Ty
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M,
A= [Fdx+F,dy+F.dz. (46)

M,
Jégos darbo dimensija — [N . m] , arba [J]
Darbo israiskos skai¢iavimo pavyzdziai

Atstojamosios jégos darbas
Tegul judanti taska veikia jégy sistema, kurios atstojamoji jéga lygi sistema sudaranciy

jégu geometrinei sumai, t. y. R= 131 + ﬁz +..+ ﬁk , arba R= Zﬁk. Padauging abi lygybés

k=1

puses i§ elementaraus tasko poslinkio dr , turésime:

—

R-di =Y F, -di=F -di +F, -dF +..+F, -dr.
k=1

Gavome atstojamosios jégos R elementariojo darbo israiska, kuri lygi visy veikian&iuju
jégu elementariyju darby algebrinei sumai, t. y.

dA=Y dA,.

k=1

Nagrinédami visy veikianCiyjy jégu atlikta darbg atkarpoje nuo pradinés padéties M, iki
galinés M,, turime susumuoti visus elementariuosius darbus, atliktus veikiancios jégu

sistemos, t. y.

A=Y dA,
k

M, M, M,
[ Fidr + [ Fydr +...+ [ F.dr.
=1 M, M, M,

Bet ta pati darba atliks ir Sios jégu sistemos atstojamoji. Galima padaryti iSvada, kad
atstojamosios jégos darbas esant tam tikram poslinkiui lygus visy dedamyjy jégu atlikty darby
esant tam paciam poslinkiui algebrinei sumai.

Vadinasi,

2 n

M
[ RdF =" F,dF,
M

arba

t. y. atstojamosios jégos darbas esant tam tikram poslinkiui yra lygus visy dedamuyjy jégu
atlikty darby esant tam paciam poslinkiui algebrinei sumai.
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Jégos darbas esant sudeétiniam poslinkiui
Tarkime, kad taskas pereina i§ padéties M, i padéti M,, turédamas jvairius elementarius
poslinkius dr, (21 pav.):

21 pav. Jégos F' elementariojo darbo esant sudétiniam poslinkiui skai¢iavimo schema

Matome, kad suminis elementarus poslinkis yra sudedamu elementariy poslinkiy

algebriné suma, t. y. dr = Zd?k . Padaugine §ia lygybe i§ F , gauname:

k=1

F-di=) F-dr.

k=1
Kairioji lygybés pusé yra jégos F darbo iSraiska atkarpoje M , M ,. Desiniojoje pusé¢je

turime jégos F elementariyju darby suma kiekvienoje elementarioje kelio atkarpoje.
Turime:

A=A,
k=1

arba elementarusis jégos darbas esant sudétiniam taSko poslinkiui lygus algebrinei sumai
elementariyjy darby, kuriuos atliks jéga esant kiekvienam elementariam poslinkiui.

Sunkio darbas

Tegul masés m materialusis taSkas juda vienaly¢iame traukos lauke (22 pav.):

z A M,
M
< Y M2
G
0 % Y
T X,
! Y Xy

22 pav. Tasko judéjimas dél sunkio poveikio
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TaSka M veikia sunkis G =mg . Nustatysime jo atliktaq darba, kai taskas iS padéties M,
pereina | padéty M, .
Darbo iSraiSkai skaiCiuoti taikome analizine darbo skaiCiavimo iSraiSka (46). Tuomet

gausime:

M, 2
A= I(dex+ F.dy + dez)= j(— mg)dz=—mg(z2 —Z1)=mg(zl - zz).

M, 2

Kai auks¢iy skirtumas h=z, —z,, A =mg-h. Matyti, kad galimi tokie atvejai:
— kai z, >z,, t.y. kai taskas veikiant sunkiui leidZiasi Zemyn, sunkio darbas bus teigiamas;
— kai z, >z, t.y. kai taskas veikiant sunkiui kyla { vir§y, sunkio darbas bus neigiamas.

Todél galime teigti, kad sunkio darbas lygus sunkio ir auk$¢iy skirtumo sandaugai:

A=*mg-h 47)

su pliuso Zenklu, kai veikiant sunkiui materialusis taskas leidZiasi Zemyn, ir su minuso Zenklu,
kai jis kyla aukStyn.

IS to iSplaukia, kad sunkio darbas nepriklauso nuo judéjimo trajektorijos ir yra lygus
nuliui, kai galutinis judancio tasko aukstis yra tame paCiame lygyje kaip ir pradinis. Laikoma,
kad auks¢iai atskaitomi nuo bet kurios horizontaliosios plokStumos.

Tamprumo jégos darbas
Tamprumo jéga vadinama ta jéga, kuri apraSoma Huko désniu ir nukreipta kryptimi,
prieSinga poslinkiui (23 pav.)

F =—cr;

¢ia ¥ — atstumas nuo tasko M iki tasko statinés pusiausvyros padéties, t. y. tokio tasko,
kuriame tamprumo jéga lygi nuliui; ¢ — tamprumo koeficientas (konstanta).

z A M,
M(x,v,z)
-/ F
.
e g M,
r
0 2

23 pav. Tamprumo jégos darbo skai¢iavimo schema
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Pasirinke atskaitos sistemos pradzia tasko statinés pusiausvyros padétyje, turésime:

F.=-cx, F =-cy, F =-cz

X Z

Taikydami (46) formulg, randame tamprumo jégos atlikta darba atkarpoje M, M ,:

M, M, M,
A= I(dex + F dy+ dez): —c j(xdx + ydy + zdz) = —c j rdr;
M, M, M,

¢ia xdx+ ydy + zdz =rdr ,nes r* =x* + y* + z°.
Atlik¢ integravima gauname formulg, kuria taikome tamprumo jégos atliktam darbui
skaiCiuoti:

A=—§(r22 _rlz)

Jeigu pradiniu momentu taSkas M yra toliau nuo statinés pusiausvyros padeéties, negu
antruoju laiko momentu (t. y. 7, >r,), tai tamprumo jégos darbas bus teigiamas.

Jeigu pradiné tasko M padétis sutampa su tasko statinés pusiausvyros padétimi O,
gauname, kad r; =0, o tamprumo jégos atlikto darbo iSraiSka bus tokia:

A=—Sr2 (48 a)

Atstumas r — trumpiausias atstumas tarp taSko M ir taSko statinés pusiausvyros padéties.
Pazymésime ji dydziu A ir vadinsime deformacija. Tuomet tamprumo jégos darbas, jeigu jis
skaiciuojamas atkarpoje nuo statinés tasko padéties esant poslinkiui, visada bus neigiamas ir
lygus pusei tamprumo koeficiento, padauginto i§ deformacijos kvadrato.

A=——-)\. (48 b)

<
2

Galima padaryti iSvada, kad tamprumo jégos darbas nepriklauso nuo trajektorijos formos
ir lygus nuliui, kai judéjimo trajektorija yra uzZdara.

Jégos darbas esant kitno slenkamajam judéjimui

Tarkime, kiinas slenka. Atsizvelgiant { standZiojo kiino slenkamojo judéjimo savybes,
visi kiino taskai turi vienodus pagal dydj ir krypti grei¢ius. Todél, jeigu jéga F veikia kiing
taSke M, (24 pav.), tai jégos elementarusis darbas gali buiti rastas pagal bet kurig jau Zinoma
darbo apskaic¢iavimo formulg. PavyzdZziui, pagal (39) gausime dA = F- dr,; ¢ia r,— bet kurio

standZiojo kuno taSko M, padéties vektorius.

42



o
@
)

24 pav. Jégos F darbas esant kiino slenkamajam judéjimui

Visa kelio atkarpoje nuo padéties M, iki padéties M, jégos F atlikta darba gausime

susumave visus elementariuosius darbus visose kiino elementariose atkarpose, t. y.

M,
A= [F.dF.

M,

Esant kiino slenkamajam judéjimui poliumi gali biiti laikomas bet kuris kiino taskas,
pavyzdZziui, masés centras. Tuomet esant kiino slenkamajam judéjimui elementarusis jégos
darbas gali biiti apskaiciuotas pagal formulg:

dA=F -dr.. (49)

c

Atkarpoje nuo tasko M, iki taSko M, jégos F atliktas darbas gali biti apskaiGiuotas
pagal formulg:

M,
A= [F.dr. (50)

M,

Jégos darbas esant sukamajam apie nejudamqjq asi kiino judeéjimui

Tarkime, veikiant jégu sistemai 131,1‘72,...,13

n?o

standusis kiinas (25 pav.) sukasi apie

nejudamaja as] Oz kampiniu grei¢iu ®. Viena bet kokia Sios jégu sistemos jéga F,
iSskaidysime | dedamasias jégas pagal natiiraliyjuy asSiu kryptis. Tangenting dedamaja 17“,

nukreipiame pagal liesting trajektorijai kampinio greicio kryptimi, normaling dedamaja F”n -

normalinés aSies kryptimi { trajektorijos centra, binormaling dedamaja 13,, — statmenai F, ir

—

F .

n
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25 pav. Jégos F darbas esant sukamajam apie nejudamaja asi kiino judéjimui

Pagal Varinjono teorema atstojamosios jégos F“k momentas Oz aSies atZvilgiu lygus

—

dedamujy jégu 17“, , ﬁn , ﬁb momenty sumai tos pacios aSies atZvilgiu. Taciau jégos F, ir ﬁb

momenty apie as] Oz neturi. Be to, tarp Siy jégy ir taSko M, elementaraus poslinkio dS yra

90° kampas. Todél jégos ﬁn ir F, esant standZiojo kiino sukamajam judéjimui apie
nejudamaja asi Oz darbo neatliks. Matome, kad jeigu esant kiino sukamajam judéjimui jégos
Fn ir F nesuteikia kiinui sukamojo efekto, tai Sios jégos ir darbo neatliks. IS ¢ia iSplaukia
iSvada, kad esant standZiojo kiino sukamajam judéjimui apie nejudamaja asi sukamaji efekta
kinui suteikia tik jégos ﬁk tangentiné dedamoji }7}, kurios atliktas elementarusis darbas
skaiCiuojamas pagal (37) formulg, t. y. dA=F, - ds.

Atsizvelge 1 tai, kad poslinkio ds ribiné reikSmé lygi poslinkiui dr, nukreiptam greicio

kryptimi trajektorijos liestine, pertvarkome jégos FT darbo iSraiska taip:

—

dA=F, -ds=F, -dr=F, r-dp=M_(F.)-do=M_(E, ) do.

Gavome, kad jégos ﬁk elementariojo darbo reik§mé esant standZiojo kiino sukamajam
judéjimui lygi Sios jégos momento apie sukimosi asi dydZiui, padaugintam i§ elementariojo
kiino posiikio kampo, t. y.

dA=M (E, ) do.

Jeigu jégos sukimo kryptis sutampa su kiino positkio kampo d¢ kryptimi, tai jégos
atliktas darbas bus teigiamas, o jeigu skirtingy kryp¢iy, tai atliktas darbas bus neigiamas.

Skaiciuojant standyji kiing veikiancios jégu sistemos atlikta elementaryji darba esant
kiino elementariam posiikiui apie nejudamaja asi, reikia rasti kiekvienos jégos darba esant
Siam kiino judéjimui ir susumuoti surastus darbus. Ta pati gausime, jeigu susumuosime visy
jégu momentus apie sukimosi asj ir padauginsime i§ kiino postkio kampo d@, nes turime:
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n

dA=> M (E,) dp=do-> M_(F,)

k=1 k=1

Visy jégu momenty suma apie sukimosi asi lygi jégu sistemos suminiam momentui apie
Sig asi. Tod¢l galime teigti, kad esant standZiojo kiino sukamajam judé¢jimui apie nejudamaja
asi visy veikianciyjy jégy elementarusis darbas lygus Sios jégu sistemos suminiam momentui
sukimosi aSies atzvilgiu, padaugintam i$ postkio kampo d@, t.y.

dA=M_ - dg. (51)

Jeigu esant kiino sukamajam jud¢jimui apie nejudamaja asi posiikio kampas kinta nuo
pradinés reikSmeés @, iki galutinés reikSmeés @,, tai suminé jégu darby reikSmeé bus tokio
dydzio:

¢
A= M do. (52)

D

Kai visy iSoriniy jégu suminis momentas sukimosi aSies atZvilgiu yra pastovus, gauname:

AzTMzd(p=Msz(P=Mz (9, - 0,),

D LU

t. y. jeigu esant kiino sukamajam judéjimui apie nejudamaja asi posiikio kampas kinta nuo
pradinés reikSmeés @, iki galutinés reikSmeés @,, tai galutiné jégy darby suma bus lygi Sios
jégu sistemos suminiam momentui sukimosi asies atzvilgiu, padaugintam i§ postkio kampo
pokycio, t. y.:

A=M_-(p,-9,) (53)

StandZiojo kuno vidiniy jéegy darbas
Tarkime, veikiant jégu sistemai, standusis kiinas juda erdvéje. Pazymésime bet kuriy
dvieju kiino tasky M, ir M, vidines jégas F," ir F,’ (26 pav.).

26 pav. StandZiojo kiino vidiniy jéguy atliktojo darbo skai¢iavimo schema
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Laikant, kad esant bet kokiam kiino judéjimui, iSskyrus slenkamaji, visy kiino taskuy, tarp
juir taSky M, ir M,, poslinkiai bus dr, ir dr,, t.y. jie judés grei¢iu v, ir v, ir su atkarpa
M, - M, sudarys o, ir o, kampus.

Pagal (39) formulg uzrasysime vidiniy jégu Fl" ir Fz" elementariyju darby suma esant

Siems elementariems poslinkiams. Gausime:
dA! +dA} = F' -dF, + F} -dF, = F' -9,dt + F} -v,dt = (E" -5, + Fy -7, ).

Iverting tai, kad standZiojo kiino dvieju tasky vidinés jégos yra lygios FIV =F , , ir atlike
matematinius pertvarkymus, galime uZraSyti:

dA] +dA] = (Flvvl cosa, + F,'v, cos(180° - Oc))dt =F"(v, cosa, —v, cos, )dt =0.

Gavome, kad vidiniy jegy darby suma esant bet kokiam kiino poslinkiui lygi nuliui, nes
standZziojo kiino dviejy tasky greiciu projekcijos 1 tiesg¢, jungiancia Siuos taskus, yra lygios.

1.6.4. Galingumas

Galingumu vadinsime jégos darba, atlikta per laiko vieneta, t. y.

dA

N="2
dt

(54)

Atsizvelge 1 jégos darbo iSraiska (39), kad dA = F -dr, ir irase Sig iSraiska 1 (54) formule,

gauname galingumo iSraiska:

y_dA_Fdr
dt dt
arba
N=F -7, (55)

t. y. jégos galingumas yra lygus veikianciosios jégos ir Sios jégos pridéties taSko greicio
skaliarinei sandaugai. Kai veikian&iosios jégos F kryptis sutampa su judéjimo kryptimi,
kampas tarp jégos F ir greiio v yra lygus nuliui, t. y. a=0°, gausime tokia galingumo
iSraiska:

N=ﬁw7=Fvcos0°,
arba

N=F-v. (56)

Galime padaryti praktikai svarbig iSvada: tam, kad judanti transporto priemoné¢, kurios
galingumas yra zZinomas, turéty didesn¢ traukos jéga, reikia suteikti jai mazesni greiti. Taip
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daroma Siuolaikinése visureigiuose, kuriy pavary dézés leidzia mazinti varanciyju raty
apsisukimus.

Taikydami (54) ir (51) formules, galime iSreikSti galinguma esant kiino sukamajam
judéjimui, t. y.

wodh_y do
dt - dt
arba
N=M o, (57)

t. y. esant kiino sukamajam jud¢jimui galingumas lygus sukamojo momento ir kiino kampinio
greicio sandaugai.
IS (54) formulés iSplaukia, kad galingumo dimensija yra dzaulis per sekundg¢. Galingumas

2]

Mechanizmo galingumas iSreiSkiamas ir arklio jéga [a. j.]. Santykis tarp vienos arklio
jégos ir vato yra toks: 1 a. j. =0,736 kW =736 W.

matuojamas vatais, t. y.

1.6.5. Potencinés jégos. Jégu laukas. Potenciné energija

Nagrinédami jégos darba matéme, kad kai kuriy jéguy darbas nepriklauso nuo nueito kelio
ir jud¢jimo trajektorijos, bet priklauso tik nuo tasko pradinés ir galutinés padéties. Tokios
jégos vadinamos potencinémis ir yra svarbios jvairioms mechanikos ir fizikos sritims. Erdvés
dalis, kurios kiekviename taske veikia jéga, priklausanti nuo tasko koordinaciy, vadinama
jégy lauku. Jégy laukas vadinamas stacionariuoju, jei nusakancios ji fizinés salygos yra visa
laika tos pacios. Stacionarus jégos laukas vadinamas potenciniu, jei egzistuoja tokia lauko
tasky koordinadiy jégos funkcija U(x,y, z), kurios iSvestiné bet kurios krypties atzvilgiu

duoda tos krypties dedamaja jéga:

FX:a_U’ Fy:a_U, FZ:E)_U. (58)
ox dy 0z

Jégos funkcija pasizymi Siomis savybémis:
1. Skaiciuojant jégos elementaryji darba pagal (41) formulg, galima uzrasyti:

dA=F -d5=F dx+F dy+F.dz, (59)
i§ Cia, iverting (58), gauname:

dA = U dx + U dy + oU dz, (60)

ox dy 0z

arba

dA=dU(x,y,z). (61)
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Darome iSvada, kad jégos elementarusis darbas potenciniame jégy lauke yra lygus jégos

Jfunkcijos pilnajam diferencialui.

2. Skai¢iuodami atkarpoje nuo pradines padéties M, (xo, Yoo zo) iki padéties M(x,y,z)
jégos atlikta pilnutini darba, gausime:

M M
Ay = IdA: de=U(X,y,Z)_U(xo’y0’Z)o’

M, M,
arba
A=U-U,. (62)

Galima padaryti iSvada, kad, taskui pereinant i§ vienos padéties i kita, pilnutinis jégos
darbas yra lygus jegy funkcijy skirtumui Siuose taskuose ir nepriklauso nuo tasko judéjimo
trajektorijos.

Taip pat galime pazyméti, kad jégos darbas potenciniame jégos lauke uZdaroje atkarpoje
lygus nuliui, nes jud¢jimo pradinis ir galinis taskai turi vienodas jégos funkcijos reikSmes.

Nagrinéjant potenciniy jégu lauka, kartais tenka nustatyti dar vieng jégy lauko funkcija —
potencine energijq V, kuri apibiidina lauko taSkuose sukauptas energijos atsargas.

Materialiojo tasko potenciné¢ energija yra lygi darbui, kuri atlieka lauko jégos,
perkeldamos materialyji taSka i§ padéties M | prading padeti M, t.y. V=A4,, =-A, ,.

arba, kitaip tariant, potencin¢ energija lygi jégos funkcijos poky¢iui:
Vv=U,-U. (63)

Laikant, kad potencinés energijos V(x, y,z) ir jégy funkcijos U(x, y,z) nuliniai tadkai
sutampa, arba pasirinkus prading padéty, kurios U, =0, gaunama:

V=-U, (64)

t. y. bet kuriame jégu lauko taske potenciné energija lygi jéguy lauko reikSmei tame paCiame
taske su prieSingu Zenklu arba potencinés jégos darbui su prieSingu Zenklu.
Remdamiesi priklausomybe (64), gauname:

p U
ox ox
U oV
F =—=———, 65
Y 9y dy (63)
U v
° 0z 0z

48



arba jégos projekcijos 1 koordinaciy aSis potenciniame jéguy lauke lygios paimtosioms su
prieSingu Zenklu potencinés energijos dalinéms iSvestinéms pagal atitinkamas koordinates.

IstoriSkai potencinés energijos savoka buvo pavartota anksCiau negu jégu funkcija.
Atliekant kai kuriuos skaiiavimus patogiau taikyti jégu funkcija, kadangi formulés, 1 kurias
ieina §i funkcija, neturi minuso Zenklo. Apskaiciave jégu funkcija, remdamiesi (64) lygybe,
suzinosime ir potencing energija.

Izotropinio sunkio lauko jégu funkcijos skaic¢iavimas
Kai koordinaciy asSis Oz (27 pav.) nukreipta i virSy, sunkio projekcijos i aSis bus tokios:

F =0, F =0, F.=-mg.

x y
Taikydami (41) ir (59) formules, apskai¢iuojame sunkio elementaryji darba:

dA=F dx+ F dy+ F.dz=-mg - dz.

z A
oM(x’y’Z) z=C
7Y
QM(XI’W/ z=C,
0 ' o
= 4
F y

27 pav. Sunkio lauko jégy funkcijos skai¢iavimo schema

Kadangi pagal (61) dU =dA, gauname dU =-mg - dz, tod¢l U :IdU = —mgjdz . Taigi

izotropinio sunkio lauko jégy funkcija:

U=-mgz+C. (66)

Sio lauko sunkis yra pastovios krypties ir didumo (modulio). Lauko lygio lygtis U =C
arba z =const rodo, kad lygio pavirSiai yra horizontaliosios plokStumos.

Tamprumo jégos jégu funkcijos skaiciavimas

Nagrinésime tiesine tamprumo jéga (28 pav.), kuri atitinka Huko désni, t. y. F =—cF ; Ga
r — atstumas nuo tasko iki statinés pusiausvyros padéties, kurioje F=0;c-— pastovusis
koeficientas — standumo koeficientas.
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M(x,v,z)

~!
!

28 pav. Tamprumo jégos jégu funkcijos skai¢iavimo schema

Jegos projekcijos: F, =—cx, F, =—cy, F.=—cz. Elementarusis jégos darbas:

dA=F dx+F,dy+F. dz= —c(xdx + ydy + zdz)=—crdr.

Kadangi x* + y® +z° =r>, gauname xdx + ydy + zdz = rdr . Todél, atlike nesudétingus

veiksmus, turésime elementaryji jégos darba:

2
dA:d(—ij.
2

Jégos funkcija apskaiciuojame i$ formulés:

U:de+C:J'd(—%j+C,

todel gausime tamprumo jegos jégu funkcijos reikSmes:
cr’

U=——+C. 67
5 (67)

IS ¢ia iSplaukia, kad lygio pavirSiai U = C yra spinduliy r =const sferos.
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2.  DINAMIKOS UZDAVINIU APIBREZIMAI IR SPRENDIMAI

Taikant materialiojo tasko pagrindini dinamikos désni (1), galima iSvesti Sio tasko
diferencialines judéjimo lygtis, kurias taikant ir sprendZiami materialiojo tasko dinamikos
uzdaviniai. Jeigu nagrinéjamas objektas yra laisvasis materialusis taskas, kuris neturi judéjimo
apribojimo ir gali judéti bet kokia kryptimi, tai dinamikos uzdaviniams spresti galima taikyti
pagrindinj dinamikos désni (1). Jeigu laisvaji materialyji taska veikia kelios iSorinés jégos, tai
dinamikos uZzdaviniui spregsti galima taikyti diferencialines judéjimo lygtis ir ketvirtaja
dinamikos aksioma (4). Jeigu nagrin¢jamas judantis objektas yra nelaisvasis materialusis
taskas, tai pagal statikos rySiy atlaisvinimo aksioma nelaisvaji kiina bus galima laikyti
laisvuoju, jeigu nutrauksime esamus rysius ir vietoj ju pridésime atitinkamas rysiy reakciju
jégas.

Taigi laisvojo ir nelaisvojo materialiojo tasko diferencialinés judéjimo lygtys skirsis tik
tuo, kad nelaisvojo materialiojo taSko diferencialinése judéjimo lygtyse, be veikianciyju
iSoriniy jégy, bus ivertintos ir rysiy reakcijy jégos.

Materialiojo tasko diferencialinéms lygtims iSvesti nedarysime skirtumo tarp laisvojo ir
nelaisvojo taskuy, bet jvertinsime visas veikianciasias jégas kaip iSorines jégas (Zinomas), taip
pat ir rySiy reakciju jégas (neZinomas).

2.1. Materialiojo tasko diferencialinés judéjimo lygtys

Nagrin¢jamas masés m materialusis tasSkas juda su pagrei¢iu a dél iSoriniy jégu
131 , ﬁz ey ﬁn poveikio (29 pav.).

<l

S}

~i
i

29 pav. Materialiojo tasko judéjimas erdvéje
Taikant ketvirtaja dinamikos aksioma (4), Siam taskui galima uZraSyti pagrindini
dinamikos désnj:

mi =3 F. (68)
i=1

Desiniojoje Sios priklausomybés puse¢je yra visos veikianciosios jégos — tiek Zinomos
(aktyviosios), tiek nezinomos (rySiy reakcijos), nes nelaisvajam materialiajam taskui taikome
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statikos rySiy atlaisvinimo principa ir pridedame neZinomas rySiy reakciju jégas, tuomet
nelaisvasis taskas tampa laisvuoju.

Suprojektuosime (68) priklausomybe Dekarto koordinaciy asiy sistemoje. Gauname:

n
max = ZEX’

i=1

n
may = th‘y’

i=1

n
maz = z Fiz :
i=1

Kinematikoje turéjome, kad tasko pagreicio projekcija i bet kurig Dekarto koordinaciy asi
lygi antrajai iSvestinei nuo atitinkamo judéjimo désnio, t. y.

_d’x _d?y _d’z
A YT ST
Todél
d*x &
mdtz :;EX’
a’2y !
d*z &
=) F.
dt? ;

Sios lygtys yra materialiojo tasko diferencialinés judéjimo lygtys, uzraSytos projekcijy
Dekarto koordinaciy asiy sistemoje pavidalu.

Jeigu (68) iSraiska suprojektuosime natiiraliyjy asiy sistemoje, turésime:

n

man = Z En ’
i=1
n

ma, =) F,
i=1

n
ma;, = z Fy.
i-1

Taip pat i$ kinematikos kurso Zinome, kad pagreicio projekcijos i nattiraligsias asis bus:

Iverting pagreiciy projekcijas, turésime:
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2 n
mv_ = ZEn 4
p i=1
d*s &
m—-=> F,, (70)
dt? ;
0=)>F,.
i=1

Sios lygtys yra materialiojo tasko diferencialinés judéjimo lygtys, uzraSytos projekciju i
naturaligsias koordinaciy aSis pavidalu.

SprendZiant dinamikos uZdavinius kartais patogiau projektuoti materialiojo taSko
pagrindini dinamikos désni (68) i kitos atskaitos sistemos koordinaciy asis. Tokiu atveju
reikia Zinoti pagreiciy projekcijas i Sitas aSis. Tada ir diferencialines judéjimo lygtis turésime
kaip projekcijas i atitinkamos koordinaciy sistemos asis.

2.1.1. Pagrindiniai materialiojo taSko dinamikos uZdaviniai

Taikant diferencialines lygtis sprendZiami du pagrindiniai dinamikos uZdaviniai.

Pirmasis dinamikos uZdavinys:

Zinant materialiojo tasko mase m ir judéjimo désnj, reikia rasti taskq veikianciq jégq.
Tarkime, Zinomi masés m taSko judéjimo désniai Dekarto koordinaciy asiy atzvilgiu

x=f, (t), y= s (t), z= fs (r). Taikome diferencialines judéjimo lygtys. Veikian&iosios jégos

projekcijas 1 koordinaciy aSis galima rasti padauginus materialiojo taSko masg i§ antrosios

koordinaciy iSvestinés pagal laika, t. y.

2

F. =md—2x,
7

d’y

h = dr*’
d’z
F.=m—;
dt

Toliau pagal jégos projekcijas galime rasti jégos moduli:

F= J F2+F2+F?

ir jégos krypti erdvéje:

X Yy

F F
cosol=—=, cosp=—, coshA=—%.
F F F
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Antrasis dinamikos uZdavinys:
Zinant materialiojo tasko mase m ir taskq veikiancias jégas, reikia nustatyti tasko judéjimo
deésnj.

Sprendziant antraji dinamikos uZzdavini i kairigsias lygciu (69) arba (70) puses reikia
raSyti taSko mas¢ m, o { deSiniasias — visy veikianciyjy jégu projekciju suma. IeSkoma
judéjimo désnj gausime suintegrave Sias lygtis du kartus.

Akivaizdu, kad §is uzdavinys turi didesn¢ prakting reikSmg ir yra gerokai sudétingesnis
uz pirmaji dinamikos uzdavini.

Atsizvelgiant | tai, kad bendruoju atveju materialyji taska veikiancios jégos gali
priklausyti nuo laiko, padéties arba greicio, privalu ivertinti tai, kad Siy jégu atstojamoji jéga
F taip pat priklausys nuo laiko, koordinaciy ir greicio projekciju, t. y.

—

Fzﬁ(t,x,y,z,vx,vy,vz).

UZdaviniui spresti taikome diferencialines judéjimo lygtis, iSreikStas projekcijomis 1
Dekarto koordinaciy asis (69). Tod¢l nagrinéjamo materialiojo tasko diferencialinés judéjimo

lygtys bus tokios:
dZ
mdtz :Fx(t,x,y,z,vx,vy,vz),
d’y
2
dt2 :Fz(t’x’y’Z’VX’vy’vz)'

Siekiant nustatyti, kaip juda materialusis taskas, arba, kitaip tariant, norint rasti tasko
judéjimo lygtis, reikia du kartus integruoti Sias diferencialines judéjimo lygtis.

Po lygciy (71) pirmojo integravimo gausime taSko grei¢io projekcijy reikSmes su trimis
integravimo konstantomis:

¢,(t.C,.C,.Cy),
9,(t.C.C,.C,), (72)
¢,(t.C,.C,.C;)

X

v
Vy
1%

4

Po antrojo integravimo gauname tasko koordinaCiy kitimo désnius su SeSiomis
integravimo konstantomis:

x=f(C,.C,.C,.C,.Cs.C,),
y=f,tcC,,C,,C,,C,,Cs,C,), (73)
Z:f3(t’C17C2,C3,C4,C5,C6).
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Integravimo konstantas galime rasti pagal pradines judéjimo salygas, t. y. pagal Zinomus
tasko greitj ir padéti, pavyzdziui, pradiniu laiko momentu.

Jeigu Zinome, kad pradiniu laiko momentu, kai t=1,, taskas yra padétyje, kurios
koordinatés x=x,, y=y, ir z=z,, ir turi pradinj greiti, kurio projekcijos v, =v, , v, =v,
ir v, =v,_, tai, jraSe¢ Sias reikSmes | grei€iy (72) ir koordinaciy (73) bendruosius sprendimus,
rasime visas integravimo konstantas C,,C,,C,,C,,C,,C,. Iverting konstanty reikSmes,

gausime tokio pavidalo materialiojo tasko judéjimo lygtis:

x:fl(t’XO’yO’ZO’VOX’VOy’VOz)’
y:f2(t’x0’yO’ZO’VOX’VOy’vOz ) (74)

Z:f3(t’x0’yO’ZO’VOx’VOy’vOz -

Matome, kad kai materialyji taska veikia ta pati iSorin¢ jéga, tasko judé¢jimas priklausys
nuo pradiniy salygu. PavyzdZiui, materialusis taskas dél sunkio poveikio gali:

a) judeéti vertikaliai Zemyn, jeigu buvo paleistas laisvai kristi;

b) judéti pradiniu momentu i virSy, jeigu jam buvo suteiktas vertikalios krypties greitis;

c) judéti tam tikra trajektorija, jei taskas igijo greiti kampu su horizontu.

Nagrinésime materialiojo tasko judéjima, kai taska veikia:
1) nekintama nuolatiné jéga;

2) jéga, priklausanti nuo laiko;

3) jéga, priklausanti nuo judéjimo greicio;

4) jéga, priklausanti nuo taSko padeéties.

Tarkime, materialyji taSka veikia pastovi jéga, pavyzdziui, sunkis. Tegul pradiniu
momentu padétyje A (30 pav.) esantis nejudantis taskas yra paleidziamas judéti vertikaliai
Zemyn nesuteikiant jam pradinio greiio. Rasime S§io taSko judéjimo nepaisant oro
pasiprieSinimo désni.

Koordinaciy a$i nukreipiame judéjimo kryptimi (30 pav.).

~

\
]

B

y

30 pav. Tasko judéjimas dél sunkio poveikio
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UzraSysime tasko judéjimo diferencialing lygti:

d*x -G
dt?
arba
" d’x — mg
dr? ’

nes materialiojo taSko sunkis G = mg.
UZraSysime judéjimo pradines salygas. Pradiniu laiko momentu 7, =0, y, =0 ir

pradinis greitis v, = 0. Pertvarke¢ judéjimo diferencialing lygti, gauname:

dv

m-—=mg.
ar e

Atskyre kintamuosius, turésime:

dv = gdt.

Integruodami gautaja lygti esant atitinkamoms riboms, kurias nustato judéjimo pradinés
salygos, gausime:

v t
Idv = I gdt,
V=0 to=0
arba greicio bendraja iSraiska:

v =gt

Iverting tai, kad greitis yra pirmoji kelio iSvestiné pagal laika, lygti galime uzrasyti taip:

dy

— =gt.

dt &
Atskyre kintamuosius, turésime:

dy = gtdt.

Suintegrave gausime:

y t

J-dy = J-gtdt.

Yo =0 ty =0
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Galiausiai gausime tokj materialiojo tasko judéjimo désni:

Materialiojo tasko laisvojo kritimo désnius pirmasis suformulavo Galil¢jus:

1) laisvai krintancio kiino greitis proporcingas kritimo laikui;
2) krintancio kiino atstumai proporcingi laiko kvadratui.

Jeigu norime rasti materialiojo tasko kritimo 1§ auk3c¢io H laika, galime taikyti iSvestaja

2
8ty

koordinatés y formulg, t.y. H = B I8 jos randame kritimo laika 7, =/2H/g.

Nagrinésime atveji, kai materialusis taSkas metamas vertikaliai 1 virSuy jam suteikiant
pradini greit] v, (31 pav.). Nustatysime taSko judéjima nepaisant oro pasiprieSinimo.

31 pav. Tasko judéjimas vertikaliai | virSy

IS pradZiy apibréSime judéjimo pradines salygas: kai ¢, =0, tai y,

Uzrasome tasko jud¢jimo diferencialing lygti:

arba

Atskiriame kintamuosius ir integruojame:

dv =—gdt,

jrdvz _t[(— g)dr,

Voy=Vo ty

V—v, =—gt.
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Po pirmojo integravimo gauname tasko judéjimo greic¢io pokycio bendraja iSraiska:

v=yv,— gt

Iverting tai, kad greitis yra pirmoji judéjimo désnio iSvesting, t. y. v=?y, galime
t

. d . . .
uZraSyti: Fy =v, —gt. Atskyr¢ kintamuosius gauname: dy =v,dt— gtdt. Suintegrave,
t

y t t
turésime: I dy = I v dt — Igtdt. Po antrojo integravimo gauname materialiojo tasSko

¥0=0 15=0 15=0

judéjimo désni:

2

Y=V =8

Naudodami gautas lygtis, galime rasti, pavyzdZiui, per koki laika ir i koki auksti H pakils
taskas.
Padétis B (31 pav.) ypatinga tuo, kad judantis taskas turés greiti v =0. IraS¢ greicio
reiksme¢ v =0 { bendraja grei¢io poky¢io formulg, gauname tasko judéjimo laika: t=v,/g.
2
o . g e e . o v v
Irase Sia laiko reikSmg 1 jud€jimo désnio iSraiSka, gauname tasko pakilimo auksti: H = 2—0
8
Idomesnis, tafiau sudétingesnis sprendimo poZziiiriu uzdavinys biina, kai materialusis
taskas, mestas pradiniu grei¢iu v, tam tikru kampu su horizontu, juda veikiant tik sunkiui

(32 pav.).
Parinksime Dekarto koordinaciy aSis tasko judéjimo pradZioje ir parodysime tasko
pradinio greicio vektoriaus v, krypti koordinaciy asiy atzvilgiu.

32 pav. Tasko judéjimas vertikaliaja plokStuma

Judéjimo pradinés salygos: kai ¢, =0, tai x,=0, y,=0, z,=0 ir v, =0,
Vo, =V, COSQ,, Vv, =v,sina,. Judéjimas vyksta erdveje, todél pagal (69) uZrasysime tris

tasko judéjimo diferencialines lygtis:
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d’x

m 2 = ix?
dt =1
dzy u
dt’® :Z:‘Ey’
dzz_ 2
dtz — iz*

Iverting tasko judéjimo pradines salygas, po pirmojo integravimo gausime greiciu
bendrasias iSraiSkas:
v, =0,
Vv, =V, Cosd,

v, =V, sino, — gt.

Po antrojo judéjimo désniy integravimo turésime materialiojo tasko judéjimo lygtis:

x=0,

y=Vv,C080, I,

t2

z:vosinao-t—g?.

Analizuodami greiCiy ir judéjimo désniy formules darome i§vada, kad mestas kampu o,
su horizontu materialusis taskas judés vertikaliojoje plokStumoje, aSies Ox atzvilgiu jis

nejudés.
IS judéjimo lygciy nesunkiai gauname, kad taSkas judés parabole:

8
<= y : tg G'O - 2 2 y2 .
2y, cos” o,
Turédami materialiojo tasko greicio ir jud¢jimo désnio bendrasias iSraiSkas, galime rasti
maksimaly tasko judéjimo pakilimo auksti H (32 pav.). Padétyje A taSko greitis yra nukreiptas
pagal liesting trajektorijai, arba statmenai aSiai Oz. Tuomet iS salygos v, =0 gauname, kad
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Vv, sin O ) ) . .
20— "9 Jrase $ia laiko reik§me i
8

tasko judéjimo pakilimo iki padéties A laikas bus =
v, sin’ o,
28
judéjimo trajektorijos aukstis priklauso nuo pradinio greicio krypties, t. y. nuo kampo o, .
2

Maksimalus aukstis bus kai o, =90° (sin90° =1), kurio reikSm¢ H = ;—0, kas atitinka jau
g

nagrinétaji taSko judéjimo atveji, kai taskas juda i vir§y pradiniu grei¢iu v,.

koordinatés z iSraiSka, nesunkiai gauname pakilimo auksti H = . Matome, kad

Norint rasti, kaip toli judés Sis taskas horizontalia kryptimi, reikia Zinoti judéjimo laika,
kuri galima bty jraSyti { koordinatés y bendraja iSraiSka. IS judéjimo schemos (32 pav.)
matome, kad trajektorijos galinio tasko B koordinat¢ z=0. Tuomet turésime

. t’ . t o o .
vosino-t—g ? =0, arba t[vo sinol— g Ej =0; iS ¢ia gauname dvi laiko reik§més: ¢, =0,
» e e . .. . 2v, .
kas atitinka taSko judéjimo prading padét; (z=0), ir £, =—sin o

Si laiko reik§mé ir yra taSko judéjimo laikas. [rase¢ $i laika i koordinatés y formule,
gauname taSko judéjimo horizontalia kryptimi atstuma L.

2v,sina vy
L=y=v,cosa.———=—"sin 20
8 8

Maksimalus tasko judéjimo nuotolis bus, kai sin 2o =1. I§ ¢ia gauname, kad 200 =90°.

Galime padaryti iSvada, kad maksimaly atstuma horizontalia kryptimi taSkas turés, kai
2

Yo

8

bus mestas kampu o0 =45° su horizontu, ir §is atstumas L_,_

Judéjimo atvejis, kai materialyjj taskq veikia jéga, priklausanti nuo laiko

Tarkime, horizontaliai judant] materialyji masés m taska (33 pav.) veikia horizontali jéga,
kurios reikSmé didéja proporcingai laikui, pavyzdziui, pagal désni F = kt.

Tegul pradiniu laiko momentu taskas yra rimties buisenos. Nustatysime Sio tasko judéjimo
désnj.

v ,
— > F

[

Y=

33 pav. Tasko judéjimas horizontalia plokStuma
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Parinke atskaitos sistemos pradZia tasko pradingje padétyje O ir tasko judéjimo kryptimi
nukreipg koordinaciy asi Ox, uZraSysime ta$ko judéjimo pradines salygas: kai ¢, =0, x, =0,
v, =0.

UzraSysime tasko diferencialing judéjimo lygti:

d*x

m =F.
dt?

Pertvarke pagreicio iSraiSka ir jras¢ jégos reikSme, gausime:

dv,
m
dt

= kt.

Todél galima uZrasyti:

dv = ﬁtdt.

m

Po pirmojo diferencialinés lygties integravimo, jverting jud¢jimo pradines salygas,
nesunkiai gauname greicio bendraja iSraiska:

k>

v, =—t
2m

Po antrojo diferencialinés lygties integravimo gauname ieSkoma materialiojo tasko
judéjimo désni:
ks

XxX=—"1
6m

Matyti, kad ieSkodami tasko greiti arba judé¢jimo lygti ir integruodami diferencialing
judéjimo lygti turime ivertinti jégos matemating iSraiska.

Atvejis, kai veikiancioji jéga priklauso nuo greicio

Tuo atveju, kai kiinas juda materialiojoje aplinkoje, ji veikia Sios aplinkos pasiprieSinimo
jéga, kuri priklauso nuo kiino judé¢jimo greicio. Kai judéjimo greitis nedidelis, pasiprieSinimo
jéga proporcinga Siam greiCiui, t. y. R =kv. PavyzdZziui, judant] automobili veikia oro
pasiprieSinimo jéga. Kai greitis didelis, pasiprieSinimo jéga proporcinga grei¢io kvadratui, t.
y. R=kv’. PavyzdZiui, judantj greitaeigj laiva arba skrendantj 1éktuva veikia vandens arba
oro pasiprieSinimo jégos. Kai kiino greitis labai didelis, pasiprieSinimo jéga proporcinga
grei¢io kubui, t. y. R=kv’. PavyzdZiui, griztantis i Zeme kosminis laivas patiria oro
pasiprieSinimo jéga, kuri esant dideliam greiciui pasiekia labai dideles reikSmes.
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Pasipriesinimo jégos atvejis

Tegul masés m laivas juda grei¢iu v,. Variklius iSjungus laiva veikia vandens
pasiprie§inimo jéga, kuri proporcinga laivo judéjimo grei¢io kvadratui ir lygi R =wmv>; &ia
U — vandens pasiprieSinimo koeficientas; m — laivo masé. Nustatysime, per kiek laiko laivo

greitis sumazés iki v ir koki atstuma jis nuplauks.
Parinksime atskaitos sistemos pradZia taske O, kur laivo greitis lygus v, ir nukreipsime

koordinaciy asi laivo judéjimo kryptimi (34 pav.).

34 pav. Laivo judéjimas

Laivo judéjimo pradinés salygos: kai #, =0, tai x, =0 ir v, =v,. UZraSysime laivo

diferencialing judéjimo lygti:

d*x
dt®

b

kurioje pertvarkysime pagreiti atitinkanciag dalj ir i kurig jraS§ysime jégos reikSmg:

dvx u 2
m—==—umy-.
dt
Tarkime, greicio projekcija v, = v, nes laivo greitis { a§i Ox projektuojamas visu dydZiu.
Atskyre kintamuosius gausime:

4 =—udt.

2
1%

Vertindami judéjimo pradines salygas galime uZraSyti:

v dV t
— = —u .[ dr.
Vo v ty=0
Integruodami gausime:
1 1
———=us
VoV,
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Gavome matemating iSraiSka, kurioje laivo greitis v yra iSreikStas netiesiogiai. Pertvarke
lygti nesunkiai gausime greicio priklausomybe nuo laiko:

Yo

V= .
vour +1

.. . . e, dx ..
Zinodami, kad greitis yra pirmoji kelio iSvesting, t. y. v :?, turésime:
t

dt vout+1

Atskyre kintamuosius galime uZraSyti:

y
dx = 0

= dt.
vour +1

Integruodami abi lygties puses, iverting pradines salygas, nesunkiai gausime laivo
judéjimo désnio bendraja iSraiska:

x= lln(vout +1).
mn

Turédami laivo greicio ir judéjimo désnio bendrasias priklausomybes nuo laiko, galime
spresti ir pateiktaji uzdavini:

— rasti laika, per kurj laivas pasieks greitj v;

— rasti atstuma, kuri nuplauks laivas per $i laiko tarpa.

I8 greicio bendrosios formulés gausime judé¢jimo laiko reikSmeg:

wwv,

Irase laika i kelio iSraiSka ir atlik¢ matematinius pertvarkymus, turésime ieSkoma kelio
ruoza:

szzllnv—o.

(VIR
Jeigu pasiprieSinimo jéga bus priklausoma nuo grei¢io aukStesniuoju laipsniu,
diferencialinéms lygtims integruoti reikes taikyti kitas integralines priklausomybes, apraSytas

specialiojoje matematinéje literatiroje.
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Tasko judéjimo atvejis, kai ji veikianti jéga priklauso nuo padéties

Tarkime, materialusis taSkas, mestas pradiniu greic¢iu v, nuo Zemés pavirSiaus vertikaliai
i vir$y, juda veikiant Zemés traukos jégai, kuri yra atvirk§¢iai proporcinga atstumo iki Zemés
centro kvadratui (35 pav.). Rasime Sio taSko judéjima, nukreipdami koordinaiy aSi nuo

Zemes centro tasko judéjimo kryptimi.

y max

35 pav. Tasko judéjimas vertikaliai i vir§y nuo Zemés pavir§iaus

Tasko judéjimo pradines salygos: kai 7, =0, tai v =v, ir y,=R; Cia R - Zemés

spindulys.
Uzrasome tasko judéjimo diferencialing lygti:

d’y _
dr* ’
arba
dv, k
dr y2
.. k.. . .. . ) ..
nes traukos jéga F =—-; Cia k — proporcingumo koeficientas, kurj galima rasti pagal Zinoma

jéga, veikian¢ia taska Zinomoje vietoje. Miisy atveju, kai taskas yra Zemés pavirsiuje, jo
padétis y =R, o traukos jéga lygi Sio tasko sunkiui, t. y. F =mg. [ras¢ visas reikSmes { jégos

ey ey " k.. . . -
bendraja iSraiSka, turésime mg :F; 1§ ¢ia proporcingumo koeficientas bus lygus
k = mgR*. Taigi judantj materialyjj tagka veikianti traukos jéga bus lygi:

_ mgR*

2 9

y

F

o diferencialiné judéjimo lygtis bus tokia:
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dv, mgR’
Y gy —
m 7 dy=——"—d
Yy
Toliau galime uZraSyti:
v,dv, =— de—);.
' y

Galiausiai gausime:

2
i_ﬁ:glgz l_l ,
2 2 y R

i§ Cia galime gauti bendrojo pavidalo greiio iSraiSka, iSreikSta netiesiogiai kaip padéties
funkcija:

arba

Naudodami $ia priklausomybe galime rasti, pavyzdZiui, taSko maksimalyji atstuma nuo
Zemées centro priklausomai nuo jam suteikto pradinio grei¢io v,. Tokiame taske B greicio

projekcija v, =0. Tai reiSkia, kad judantis taSkas, nutolgs maksimaliu atstumu nuo Zemés,

sustoja ir po to juda atgal Zemés link. I§ grei¢io formulés nesunkiai gauname, kad maksimalus

nuotolis iSreiSkiamas taip:

28R’
ymax :—2

28R - v,
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) Tasko pakilimo aukstj vir§ Zemés galime rasti kaip skirtuma tarp maksimalaus atstumo ir
Zemés spindulio, t.y. h=y__—R.

IS maksimalaus nuotolio formulés matome, kad atstumas y . didéja, didéjant taSko
pradiniam greiciui v,. Todél galime rasti pradinj greiti, kuriam esant tasko atstumas nuo

Zemes didéja iki begalybés, t. y. nustatysime salygas, kada mestas materialusis taskas negriZta
1 Zemq. Tariant, kad y_, =oo, 1§ minétosios formulés gauname, kad 2gR—v§ =0, ir

gausime iSraiSka pradinio greicio reikSmei skaiciuoti:

v, =+/28R.

Iverting, kad laisvojo kritimo pagreitis g =9,81 m/ s?, ir laikydami, kad Zemes
spindulys R = 6370 km, gausime:

v, =1/2-9,81-107 - 6370 = 11,2 km/s.

Sis greitis vadinamas antruoju kosminiu greiciu. Kiinas, mestas tokiu grei¢iu nuo Zemés
pavirSiaus vertikaliai i virSy, niekada negri$ i Zeme. Toki greit] turi jgyti kosminis laivas, kad
galéty judéti nuo Zemés kity planéty link.

Nagrinésizne materialiojo taSko judéjimo atveji, kai taSkas bus mestas horizontaliojoje
plok§tumoje Zemés atzvilgiu pradiniu grei¢iu v,. Atvejis, kai materialyji taska veikia
pastovus sunkis, buvo iSnagrinétas anksc¢iau. Nustatyta, kad toks taskas, kai pradinis greitis su
horizontaligja plokStuma sudaro tam tikra kampa, krinta i Zeme. Nagrinésime atveji, kai taska
veikianti jéga priklauso nuo padéties ir yra proporcinga atstumo iki Zemés centro kvadratui.
Nustatysime greiio reik§me, kuriai esant is taskas judés apskritimu aplink Zeme (36 pav.).

36 pav. Tasko judéjimas apie Zeme

mgR’

2

Buvo minéta, kad taska veikianti Zemés traukos jéga F = Tarkime, kad taSkas

prie Zemés paviriaus judés grei¢iu v, kuris nukreiptas liestine tasko judéjimo trajektorijai.
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Tasko judéjimui aprasyti taikysime diferencialines judéjimo lygtis natiiraliyjuy asiy atzvilgiu
(70), t.y.

V2 <
m-—= z En ’
O]
arba, jrase¢ reikSmes, gausime:
v? mgR 2
2
p y

Iverting tai, kad atstuma AR galime laikyti be galo maZu, gausime y =R ir p=R. Taigi

2 2
mv_: mgR
R R

b

i$ ¢ia nesunkiai galime gauti greicio iSraiska:

v=Jok.

[raSe reikSmes, turésime:

y=4/9,81-10" - 6370 =7,91 km/s.

Sis greitis vadinamas pirmuoju kosminiu greiciu. Tok{ greiti reikia suteikti materialiajam
taskui, kad jis judéty aplink Zeme nenukrisdamas i ja. Tokj pati greitj turi igyti ir kosminis
aparatas arba palydovas, kad galéty suktis aplink Zeme nenukrisdamas i ja, t. y. kad tapty
dirbtiniu Zemés palydovu.

2.1.2. Reliatyvusis materialiojo tasko judéjimas

Nagrinédami materialiojo taSko judé¢jima padaréme prielaida, kad jis juda inercinés
(nejudancios) atskaitos sistemos atzvilgiu. Tikrovéje tokios atskaitos sistemos neegzistuoja,
nes néra absoliuciai nejudanciy kiiny, su kuriais galétume susieti tokias atskaitos sistemas.
SprendZiant daugeli uZzdaviniy, atskaitos sistemos neinertiSkumo ignoravimas reikSmingos
paklaidos neduoda, o skaifiavima gerokai supaprastina. Todél Si prielaida daZnai taikoma
skaiCiavimams.

Taciau mechanikoje yra sri¢iy, kur tokia prielaida neleidZiama, pavyzdziui, dangaus kiiny
mechanikoje, kosminiy skrydziy teorijoje ir kt. Jégu veikiamo materialiojo tasko judéjimas
atrodys vienaip nejudancios sistemos atzvilgiu ir visai kitaip judancios sistemos atzvilgiu.
Visos tasko kinematinés charakteristikos — judéjimo trajektorija, greitis ir pagreitis — bus
skirtingi Siose atskaitos sistemose.

Kinematikoje, nagrinédami sudétini tasko judéjima, iSskyréme tris judéjimus: absoliutyji,
reliatyvyji ir keliamaji. SkaiCiuojant balistines trajektorijas ir ypa¢ kosminiy laivy
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trajektorijas, svarbus yra reliatyvusis tasko judéjimas — taSko judéjimas judanciy objekty
atzvilgiu.

IS kinematikos zZinome, kad absoliutusis tasko pagreitis susideda i$ trijy dedamuju:
d=a, +a, +a,, (75)

formuléje a,,a, ,a, — tasko reliatyvusis, keliamasis ir Koriolio pagreiciai.

Taska veikian¢iy jégu atstojamaja jéga Zymésime vektoriumi F =z}7, Si jega
materialiajam taSkui suteikia absoliutyji pagreiti. Remdamiesi antruoju dinamikos désniu,
turime:

F=ma. (76)

Irase pagreicCio iSraiska is (75) 1 (76), gausime:

F=ma, +ma, +ma,. (77)
IS ¢ia galime iSreikSti ma, nari:

mi, =F +(—md, )+ (-mad,). (78)
Nagrinédami gautaja iSraiSka, galime padaryti iSvada, kad reliatyvyji judéjima sukurianti
jéga susideda iS trijy daliy: tiesiogiai prie tasko pridéty jégu F ir dvieju jégy, pastebimy tik

judancios sistemos atzvilgiu. Vieng i$ Siy jégy pavadinsime keliamgja inercijos jéga:
&, =-ma,, (79)

kita — Koriolio inercijos jéga:
® =-ma,. (80)

Tasko reliatyviojo judéjimo keliamoji inercijos jéga yra nukreipta prieSinga keliamojo
judéjimo pagreiciui kryptimi ir lygi taSko masés ir keliamojo pagrei¢io modulio sandaugai.
Koriolio inercijos jéga yra nukreipta prieSinga Koriolio pagrei¢io vektoriui kryptimi ir lygi
taSko mases ir Koriolio pagrei¢io modulio sandaugai.

Irase (79) ir (80) lygybes i (78), gausime:

mi, =F+®, +®_. (81)

Lygtis (81) yra materialiojo tasko reliatyviojo judéjimo diferencialiné lygtis, pateikta
vektorine forma. Suprojektave Sia lygti | judamasias (reliatyviasias) koordinaciy aSis, gausime
tasko reliatyviojo judéjimo diferencialines lygtis koordinaciu (skaliariniu) pavidalu:
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d’x,
m—==F +® +P_,

dt
d’y,
msz}, +q)ky +q)cy, (82)
d?
md—zz’zFZ +®, +D .
’ , , ,

Lygtys (81) ir (82) iSreiskia dinaming Koriolio teorema.
Tagkas juda reliatyviuoju judéjimu, kai veikia ne tik tiesiogiai pridétos jégos F , bet ir
keliamoji o , bel Koriolio CTDC inercijos jegos.

Reliatyviojo judéjimo atvejai
a) Kai judanti atskaitos sistema slenka
Tuomet ®, =0 ir @, =2(®, xv,)=0. Taigi ®, =—ma, =0. Vadinasi,

mi, =F+®,. (83)
Atitinkamai supaprastéja ir skaliarinés lygtys (82).

b) Kai judanti atskaitos sistema slenka tiesiai ir tolygiai
Tuomet a, ir a, lygis nuliui. Keliamoji ir Koriolio inercijos jégos taip pat lygios

nuliui, t. y. o , =0, CTDL, = (. Diferencialin¢ jud¢jimo lygtis atrodys taip:

ma, =F,
t. y. jeigu judanti atskaitos sistema slenka tiesiai ir tolygiai, ja galima laikyti inercine.
Visi mechaniniai reiSkiniai joje vyks taip pat, kaip ir nejudancioje sistemoje. Jokiais
bandymais, atliekamais $ioje sistemoje, negalésime nustatyti, ar ji juda, ar ne. Sis
atvejis iSreiSkia Galiléjaus klasikinés mechanikos reliatyvumo principa.

c) Materialiojo tasko reliatyvi pusiausvyra
Tarkime, kad materialusis taskas, veikiamas jégy, judancios sistemos atZvilgiu yra
rimties biisenos. Siuo atveju v, ir a, lygis nuliui, o CTDC =0. Reliatyviojo judé¢jimo

diferencialiné lygtis (81) tampa tokia:
F+®, =0. (84)

IS (84) lygties matyti, kad reliatyvia tasko pusiausvyra turésime tada, kai prie tasko

pridétos jegos F ir keliamoji inercijos jéga @, yra pusiausviros. Tai galima gauti ir

tuomet, kai v, // ®, ir v, =const.
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PavyzdZiai:
1. Koriolio inercijos jéga gamtoje ir technikoje
Tarkime, kad Zemés meridiane i§ piety | Siaurg Siaurés pusrutulyje greiciu v, juda

traukinys M (37 pav.).

37 pav. Traukinio judéjimas i Siaurg

Zemé sukasi i§ vakary i rytus, todél kampinio greiGio vektorius ®, bus nukreiptas
sukimosi a$imi i§ piety P i Siaure S. Pasuke vektoriaus v, projekcija kampinio greiio ,
kryptimi 90° kampu, gausime Koriolio pagrei¢io vektoriaus a, krypti — paralelés liesting i$
rytu 1 vakarus, t. y. Zitrint pagal traukinio judé¢jima — i kairigja pus¢. Traukinio ratai dél

Koriolio inercijos jégos @ spaus bégius prieSinga kryptimi, t. y. i deSing pusg, o, turint

galvoje raty konfigiiracija, visas spaudimas teks tik deSiniajam bégiui. Traukiniui judant i§

Siaurés { pietus, vektoriy v, , a CTDC kryptys bus prieSingos, ir ratai vél spaus deSinjji

(traukinio judé¢jimo atzvilgiu) bégi. Todél, esant dvieju eiliy bégiams, Siaurés pusrutulyje
visada greiciau susidévi deSiniosios pusés bégiai.

D¢l Koriolio inercijos jégos Siaurés pusrutulyje paplaunamas deSinysis meridiane
tekanciy upiy krantas. D¢l Koriolio inercijos jégos poveikio Siaurés pusrutulyje Siaurés véjas
pereina i ryty — susidaro ryty pasatai.

2. Materialiojo tasko reliatyviojo judejimo deésnis

Glotnus 0,5 m ilgio strypas tolygiai sukasi horizontaliojoje plokStumoje. Sukimosi greitis
0, =27 I%J Ant strypo uzmautas ziedas. Tam tikru laiko momentu strypo viduryje
esanciam Ziedui leidziama slysti. Rasime ziedo (38 pav.) reliatyviojo judéjimo lygti.

38 pav. yra pavaizduotos dvi strypo projekcijos — i$ Sono ir i§ virSaus. Judancia atskaitos
sistema Oxyz susiejame su strypu. Keliamasis sistemos judéjimas yra strypo sukimasis,

reliatyvusis jud¢jimas yra ziedo M slinkimas Ox aSimis. Kai sukimasis yra tolygus,
®, =const, €=0, d,=d, +d, =a,, a;, =¢-x=0, a =W, x.
Tasko reliatyviojo judéjimo diferencialiné lygtis bus:
— _ o = n e
ma, —ZE +®, +P .
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38 pav. Ziedo reliatyvusis judéjimas

Schemoje parodome tasko pagreiCius ir veikiancCiasias jégas. Taska veikia sunkis G,
vertikali bei horizontali reakcijos N , ir N , ir keliamoji normaliné inercijos jéga &9: bei

Koriolio inercijos jéga CTDC. Inercijos jégu kryptys prieSingos atitinkamiems pagreiiams, o
moduliai:
®! =ma] = mxw;,
O, =ma, =2mw,v,.
Sudarome diferencialing judéjimo lygti Ox asSies atzvilgiu:
ma, =@} =mxw; .
PaZzyméjg a, = X ir padalijg i§ masés m, gausime diferencialing judéjimo lygti:
- x=0.
Sprendimo ieSkome x=e" pavidalu. [rase §i sprendinj i lygti, gauname charakteristing
lygti r* —®; =0, kurios 3aknis r,, =+, .
Diferencialinés lygties sprendinys bus toks:
x=C,e™ +C,e ™.

Judéjimo greiti gausime diferencijuodami judéjimo lygti laiko atzvilgiu:

i= 0, (Ce™ —Ce ).

Konstantas C, ir C, randame i§ pradiniy salygy: kai 1 =0, x,=—==0,25m, X, =0.

N |~

[raSome Sias reikSmes | judéjimo ir greiCio lygtis: 0,25=C,+C,, 0=C,-C,; i§ Cia
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C,=C,=0,125. Ira8¢ kampinio grei¢io ®, =27 ir konstanty reik§mes | judéjimo lygti,

gauname ziedo reliatyviojo judéjimo désni:

x=0125( + ).

2.2. Materialiyjy tasky sistemos diferencialinés judéjimo lygtys

Tarkime, turime materialiyju taSky mechaning sistema, t. y. tokia tasky visuma, kurios
kiekvieno tasko judéjimas priklauso nuo kity tasky judéjimy ir priklauso nuo rySiy tarp ju.

UZraSysime diferencialines judéjimo lygtis vienam mechaninés sistemos taskui. Tam
reikia nutraukti Sio taSko rySius su kitais sistemos taskais, taip pat su kitais kiinais ir pridéti
atitinkamas reakcijas. Projekcijy { Dekarto koordinaciy asis pavidalu turésime:

2
m 4 Lo+ F
dt
dzyk i v
m, > =Fky+Fky,
dt
dZZk i v
k dtz :sz+sz;

d’x, d’y, d’z,
i~ dr* T dr?
koordina¢iy asis; F,,, F,,, F. — visy iSoriniy jégu, tarp ju ir iSoriniy atramos reakciju,

— k-ojo tasSko pagreifio projekcijos 1

¢ia m, — k-ojo taSko masé¢;

veikian¢iy pasirinkta taSka, atstojamosios jégos projekcijos 1 pasirinktas koordinaciy asis;
Fo., F, F,. —visu vidiniy jégy, veikianCiy pasirinkta taska, atstojamosios jégos projekcijos
1 pasirinktas koordinaciy asis.

Jeigu mechaninéje sistemoje yra n materialiyjy tasky, tai galime uZraSyti i§ viso 3n
diferencialines lygtis. Spresdami Sias lygtys kartu, galime rasti visas kiekviena materialyji
taska veikiancias jégas (pirmasis dinamikos uzdavinys) arba galime rasti kiekvieno tasko
judéjimo désni (antrasis dinamikos uzdavinys).

Matematiniu poZitriu tokie uZzdaviniai yra labai sudétingi. Todél, sprendZiant materialiuju
tasky sistemos dinamikos uzdavinius, patogu nagrinéti ne kiekvieno sistemos tasko dinamika
atskirai, o i§ karto visos materialiyjy tasky visumos dinamikos klausimus, kas ir bus parodyta

tolesniuose skyriuose.

2.3. Bendrosios dinamikos teoremos

Kaip buvo parodyta anksciau, taikant diferencialines judéjimo lygtis, galima spresti tiek
pirmaji, tiek antraji dinamikos uzdavinius. Taciau kai kuriy dinamikos uzdaviniy sprendimas
gali buti supaprastintas, jeigu taikysime bendrasias dinamikos teoremas — judesio kiekio,
kinetinio momento arba kinetinés energijos teoremas.
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2.3.1. Judesio kiekio teorema

Si teorema nustato santykj tarp judandio objekto judesio kiekio ir veikian¢iosios jégos
impulso.
Materialiajam m masés taskui, judanciam dél jégos F poveikio pagreidiu d, uZraSysime

e e .= . . v =
pagrindin} dinamikos désnj ma = F, kurj pertvarke gausime: m?v =F, arba
t

d(mv)= Fdt. (85)

Turime materialiojo tasko judesio kiekio teoremq, t. y. materialiojo tasko judesio kiekio
diferencialas lygus taskq veikiancios jégos F elementariam impulsui.

Projektuodami (85) lygti i Dekarto koordinaciy aSis, gausime teorema projekciju
pavidalu, t. y.

d(mv, )=F dt,
d(mv,)=F,dt, (86)
d(mvz )= F_dt,

arba diferencialas nuo materialiojo tasko judesio kiekio projekcijos i bet kuriq asj lygus jégos
elementaraus impulso projekcijai | tq paciq asj.
Integrave (86) lygti gausime teoremos iSplésting forma:

my —my, = S’, (87)

t. y. materialiojo tasko judesio kiekio pokytis per tam tikrq laikotarpj lygus veikianciosios
jégos impulsui per tq patj laikotarpj.
Projektuodami (87) lygti i Dekarto koordinaciy asis, gauname judesio kiekio pokycio
teorema projekciju pavidalu:
my_—mv, =S,
my, —mv, =8, (83)

myv, —mv, =S,

arba materialiojo tasko judesio kiekio pokycio projekcija i bet kuriq asj per tam tikrq
laikotarpi lygi veikianciosios jégos impulso projekcijai per tq patj laikotarpj.

Tuo atveju, kai nagrin¢jame materialiyjy tasky mechaning sistema, judesio kiekio
teoremai taikyti pasirenkame viena bet kurj sistemos materialyji taSka, kuriam ir uZraSysime
pagrindini dinamikos désni:

mod, =F +F; (89)
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¢ia m, — konkretaus taSko mase; a, — Sio tasko pagreitis; ﬁ,f — iSoriniy jégy, veikianciy $i
taska, atstojamoji jéga; F . — vidiniy jégu, veikianciy §i taska, atstojamoji jéga.

d :
Ivertinus tai, kad a, :% ir taSko masé yra pastovusis dydis, pertvarke (89) lygti,
t

turésime Siam taskui tokia iSraiska:

d — i =y
E(mkvk):Fk +F, .

Tokias lygtis galime uZraSyti visiems mechaninés sistemos n taSkams. Sudéj¢ gautas n
lygtis, turésime:

n d n . n
- \_ i v
_(mkvk )— Fi+ k-

=1 dt =1 =1

DeSiniojoje iSraiSkos puséje turime visy iSoriniy bei vidiniy jégy geometrines sumas.
Zinome, kad visy iSoriniy jégu geometriné suma lygi sistemos suminiam vektoriui, t. y.

R'=>"F/. Taip pat Zinome, kad pagal (33) vidiniu jégy suminis vektorius lygus nuliui, t. y.

k=1
R' :anﬁkv =0. IS analizinés matematikos iSplaukia, kad Zn:di(mkﬁk):%i(mkﬁk ).
k=1 k=1 k=1

Mechaninés sistemos materialiyjuy tasky judesio kiekiy geometriné suma pagal (23) formule

lygi sistemos judesio kiekiui, t. y. Z(m,jk): K.

k=1

Iverting tai, kas iSdéstyta, turésime galuting iSraisSka:
dK =,
—=R". (90)
dt
Galime padaryti iSvada, kad isvestine nuo sistemos judesio kiekio laiko t atZvilgiu lygi
visy iSoriniy jégy, kurios veikia Siq mechanine sistemq, suminiam vektoriui. Tai materialiyjuy

taSky mechaninés sistemos judesio kiekio teoremos vektoriné forma.
Projektuodami (90) israiska i Dekarto koordinaciy asis, turésime teoremos koordinating

forma, t. y.
Kk, .
dr ¥
dK | .
J R; ,
dt
dK . ;
4 RZ ,
dt '
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arba

d n

I 2 1m Vi = ZFk’X,

—kavky =ZF';, oD

d n
m,v F'.
dtkl k" kz z kz*

IS Cia iSplaukia iSvada, kad mechaninés sistemos judesio kiekio projekcijos | bet kuriq asj
isvestiné lygi visy isoriniy jégy, kurios veikia Siq sistemq, projekcijy j tq paciq asi sumai. Tai
materialiyjy taSky mechanings sistemos judesio kiekio teoremos koordinatiné forma.

Isvados:
1. Jeigu visy iSoriniy jégu suminis vektorius lygus nuliui, t. y. R' =) F, =0, tai i§ (90)
k=1

lygties iSplaukia, kad mechaninés sistemos judesio kiekis bus pastovusis didis, t. y.
K = const.

2. Jeigu visy iSoriniy jégy projekcijy suma i bet kurig asi lygi nuliui, pavyzdZiui, z F! =0,

k=1

tai i§ (91) lygties iSplaukia, kad mechaninés sistemos judesio kiekio projekcija i ta pacia

aSj bus pastovusis dydis, t. y. K = Z m, v, =const.
k=1

Pertvarkysime mechaninés sistemos judesio kiekio teorema. IS (90) lygties galime
uZraSyti:

arba
dK =dS'. (92)

Taigi mechaninés sistemos judesio kiekio diferencialas lygus veikianciy sistemq isoriniy
jégy elementariam impulsui.

Integruodami (92) lygti gausime mechaninés sistemos impulso teoremq iSpléstinés
formos:

K-K,=S§", (93)

t. y. mechaninés sistemos judesio kiekio pokytis per tam tikrq laikotarpi lygus visy isoriniy
Jjégy impulsui per tq pati laikotarpij.
Projektuodami (93) lygti i Dekarto koordinaciy aSis, gausime impulsy teoremos

koordinatine formq:
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K,-K, =S, (94)

arba mechaninés sistemos judesio kiekio pokycio projekcijos | koordinaciy asis per tam tikrq
laikotarpi lygios visy iSoriniy jégy impulso projekcijoms | tas pacias koordinaciy asis.

Judesio kiekio pokycCio teorema taikoma tais atvejais, kai nagriné¢jami uzdaviniai apie
greiciy pasikeitimus per tam tikra Zinoma laikotarpi.

2.3.2. Kinetinio momento teorema
Pagal (25) formulg turime materialiojo tasko kinetinio momento, arba taSko judesio
kiekio momento centro O atZvilgiu, iSraiska I 0= M 0 (mv) =7 x mv.
Diferencijuodami $ig lygti laiko 7 atzvilgiu, turésime:
di, dr d(mv) dv

=—Xmv+rx =VXmMV+rXm—=

dr i dr dr

VXMV +FXma=vXmy+rXF.

Kaip Zinome i§ vektorinés algebros, vienos krypties vektoriy vektoriné¢ sandauga lygi
nuliui, t. y. ¥xmv =0. I§ statikos Zinome, kad vektoriné sandauga 7xF lygi jégos F
vektoriniam momentui centro O atzvilgiu, t. y. r X F=M 0 (17“ ) Todél gauname:

dl, - (=
?_Mo( )’
arba
<0 () = 81 ) 95)

Turime kinetinio momento teoremos vektoring forma, arba materialiojo tasko kinetinio
momento bet kurio centro atZvilgiu isvestiné lygi veikianciosios jégos vektoriniam momentui
to paties centro atzvilgiu.

Projektuodami (95) lygti 1 koordinaciy asis, turésime:

< ()= (F)
< )=, (F) 96)
< ()= _(F)
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t.

Sios lygtys iSreiskia materialiojo tasko kinetinio momento teoremq koordinadiy forma,

y. materialiojo tasko kinetinio momento bet kurios asies atZvilgiu isvestine lygi

veikianciosios jégos momentui tos pacios asies atzvilgiu.

Teoremos isvados:

1.

Jeigu veikianciosios jégos momentas bet kurios aSies atZvilgiu lygus nuliui, pavyzdZziui,
M, (}7 ): 0, tai i§ (96) formulés gauname, kad tasko kinetinis momentas tos pacios aSies
atzvilgiu bus pastovus, t.y. M, (mv) = const.

Jeigu jégos F veikimo linija, judant materialiajam taskui, visa laikq eina per ta pati
erdvés nejudanti taska O, tai tokia jéga vadinama centrine, o taskas O — jégos centru. Siuo
atveju jégos momentas centro O atzvilgiu lygus nuliui, t. y. M o (}7 )= 0. Tuomet i§ (95)
lygties iSplaukia, kad materialiojo tasko kinetinis momentas fo centro O atzvilgiu bus
pastovus, t. y. fo =M O(mﬁ):const. Galime padaryti iSvada, kad, veikiant centrinei
jégai, judantis materialusis taSkas visada bres plokscia trajektorija, nes jos plokStuma eina
per veikianciosios jégos centra statmenai pastoviam kinetinio momento vektoriui } 0-

Nagrinédami materialiyjy tasky mechaning sistema pagal (95) formule uZraSysime

vienam sistemos taskui kinetinio momento teoremos iSraiska, jvertindami tai, kad taska, kurio
maseé m,, veikia iSoriniy bei vidiniy jégy atstojamosios jégos, taip pat tai, kad taskas juda

grei¢iu v, . Turésime:

%Mo(mk‘jk):Mo(ﬁki)*'MO(ﬁkv)

Tokias iSraiSkas uZraSysime visiems mechaninés sistemos n taSkams ir jas sudésime.

Gausime:

L1 m,5,)= > M, (F )+ S 07, ()

k=1 ! k=1 k=1

Sios lygties deSiniojoje puséje turime iSoriniy jégu sumini momenta centro O atzvilgiu

M} =ZM 0(}7“,;) ir vidiniy jégu sumini momenta to paties centro O atZzvilgiu

M

o= ZZVI o (F“ N ), kuris pagal vidiniy jégu savybes (34) yra lygus nuliui.

Pertvarke minétaja lygti gausime:



Mechaninés sistemos materialiyju tasky kinetiniy momenty centro O atzvilgiu geometriné

suma pagal (26) lygi sistemos kinetiniam momentui, t. y. EO = ZZO = ZM o (m,jk). Todél
k=1

galuting sistemos kinetinio momento teoremos iSraiska galime uzrasyti taip:

—

dL,
d

=M}, 97)

arba materialiyjy tasky mechaninés sistemos kinetinio momento bet kurio centro O atZvilgiu
isvestiné lygi veikianciyjy iSoriniy jégy suminiam momentui to paties centro atZvilgiu.
Projektuodami (97) lygti 1 Dekarto koordinaciy aSis, nesunkiai gauname:

<M, (m,7,)=3 M, ()

dt i3 =1

d < - n =

LS M (mi,)=Y M (F) (98)
dt = =1

d < - n =

. Mz(mkvk): Mz( k)'

Turime sistemos kinetinio momento teorema projekciju pavidalu, t. y. materialiyjy tasky
mechaninés sistemos kinetinio momento projekcijos | bet kuriq asj isvestine lygi veikianciyjy
iSoriniy jéegy momenty sumai tos pacios asies atZvilgiu.

Sistemos kinetinio momento teoremos isvados:
1. Tarkime, kad veikianciyju iSoriniu jéguy suminis momentas bet kurio O centro atzvilgiu
lygus nuliui, t. y. M ., =0. Tuomet i§ (97) lygties iSplaukia, kad sistemos kinetinis

momentas I:O to paties centro O atzvilgiu bus pastovus, t. y. ZO = Z M o (m Vi )= const.
k=1

2. Jeigu veikianCiyju iSoriniu jégyu momeny suma bet kurios aSies atzvilgiu lygi nuliui,

pavyzdZziui, ZM Z(1‘7“,6"):0, tai 1§ (98) formulés gauname, kad sistemos kinetinis
k=1

n

momentas tos pacios aSies atZzvilgiu bus pastovus, t. y. z M, (mk v, )= const.

k=1

Sie kinetinio momento pastovumo atvejai atsiranda ir tuo atveju, kai i§ viso néra iSoriniy
jégu. Siuo atveju sistemos kinetinis momentas nejudamo centro arba nejudamosios asies
atzvilgiu lieka nekintamas.

Kartais patogiau remtis kita kinetinio momento teoremos iSraiSka. IS (97) formulés
galime uZraSyti:

arba integruodami turésime:
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L-L,= [M}dt, (99)

ty=0

t. y. kinetinio momento pokytis per tam tikrq laikq lygus iSoriniy jéegy momenty impulsy sumai
per tq patj laikq.

Projektuodami (99) 1 koordinaciuy asis, po matematiniy pertvarkymy nesunkiai gausime
skaliarines lygybes:

ton R
Lx LOx = j Mx( kl)’
1,=0 k=1
ton o
L ~Ly,=[ YM,(F) (100)
1,=0 k=1
ton R
LZ LOZ = I Mz( kl)’
1,=0 k=1

arba mechaninés sistemos kinetinio momento bet kurios asies atZvilgiu pokytis kuriuo nors
laikotarpiu lygus jq veikianciy iSoriniy jégy momenty impulsy tuo paciu laikotarpiu tos
pacios asies atZvilgiu sumai.

Kinetinio momento teorema daZzniausiai taikoma tais atvejais, kai taSko arba kiino
judéjimas vyksta dé¢l centrinés jégos poveikio.

2.3.3. Kinetinés energijos teorema

Si teorema nustato santyki tarp judan¢io materialiojo tagko kinetinés energijos ir
veikiancios taska jégos atliktojo darbo.
Tarkime, materialiajam taskui, kurio masé m, judan&iam dél jégos F poveikio pagrei¢iu

—

d, uzraSysime pagrindini dinamikos désni ma =F, kurj pertvarkg gausime m?vzﬁ .
t

Padauginsime abi Sios lygties puses i§ dr. Turésime:

mﬂ-dfzﬁ-df.
dt

Pertvarke lygti nesunkiai gausime:

mv2
d( 5 j—dA, (101)

nes pagal (39) formulg jégos F ir elementaraus poslinkio d7 sandauga yra $ios jégos

. . dr . .y e - . . .
elementarusis darbas, o santykis m yra judancio tasko greitis v, kuris ir yra su diferencialo
t

Zenklu. Gavome materialiojo tasko kinetinés energijos teoremq diferencialine forma, t. y.
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materialiojo tasko kinetinés energijos diferencialas lygus veikianciosios jégos elementariajam
darbui.
Integrave gauta lygti gausime kinetinés energijos pokycio teoremq iSpléstine forma:

2
mv’  mv,

- = A, 102
> > (102)

arba materialiojo tasko kinetinés energijos pokytis kelio ruoze lygus veikianciosios jégos
atliktam darbui tame paciame kelio ruoze.

Tuo atveju, kai nagrin¢jame materialiyjy tasky mechaning sistema, kinetinés energijos
teoremai taikyti pasirenkame bet kurj viena sistemos materialyji taSka, kuriam ir uZraSysime
pagrindini dinamikos désni:

¢ia m, — konkretaus taSko mase; a, — Sio tasko pagreitis; ﬁ,f — iSoriniy jégy, veikianciy Si
taska, atstojamoji jéga; F . — vidiniy jéguy, veikianciy §j taska, atstojamoji jéga.
Padauginsime abi Sios lygties puses i§ dr,. Po nedideliy matematiniy lygties

pertvarkymuy, nesunkiai gausime:
mv; Cioge v g
dT :Fk'dl"k-i-Fk'drk,

arba vienam mechaninés sistemos materialiajam taSkui turime kinetinés energijos teoremos
diferencialing iSraiSka, pagal kuria sistemos materialiojo tasko diferencialas lygus veikianciy
Si taskq jegy, tiek isoriniy, tiek vidiniy, elementariajam darbui.

Jeigu tokias iSraiSkas uZraSytume visiems mechaninés sistemos n taSkams ir jas
sudétume, tai, jverting materialiyjy tasky greiCiy keitimosi ribas nagrin¢jamuose kelio
ruozuose, po nesudétingy matematiniy pertvarkymy gautume:

ORI LA SRR o PR
2 2 k=1 k=1

k=1 k=1

arba

T-T,=A"+A"; (103)
¢ia T — mechaningés sistemos kinetin¢ energija, kai sistemos taskai pereina { kita padeéti; 7, —
mechaninés sistemos kinetiné energija pradiniu laiko momentu; A’ — visy iSoriniy jégu,

veikianciy Sia sistema, atlikty darby suma; A" — visy vidiniy jégy, veikianciy Sia sistema,
atlikty darby suma.
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Taigi turime mechaninés sistemos kinetinés energijos pokycio teoremq iSpléstine forma, t.
y materialiyjy tasky mechaninés sistemos kinetinés energijos pokytis lygus visy isoriniy bei
vidiniy jégy darby sumai visuose sistemos tasky nueity keliy ruozZuose.

IS teoremos iSplaukia iSvada, kad, taikant mechaninei sistemai kinetinés energijos
pokycio teorema, reikia ivertinti ne tiktai iSoriniy, bet ir sistemos vidiniy jégu atlikta darba
visuose sistemos materialiyjy tasky nueity keliy ruoZuose.

Nagrinéjant standzZiojo kiino dinamika, iverting tai, kad kiino vidiniy jégy darby suma
lygi nuliui, turésime kinetinés energijos teorema tokio pavidalo:

T-T,=A" (104)

Kinetinés energijos teorema taikoma tais atvejais, kai nagrin¢jami uzdaviniai apie greiciy
poky¢ius Zinomame kelio ruoze.

2.3.4. Mechaninés energijos tvermés désnis

Mechaninés energijos tvermés désnis materialiajam taskui
Remdamiesi (102) formule uzraSysime kinetinés energijos pokycio teoremos iSraiSka

materialiajam taskui:

2
mv’  mvg

2 2 ’
t. y. materialiojo tasko kinetinés energijos pokytis kelio ruoZe lygus veikianc¢iosios jégos
atliktam darbui.
Tuo atveju, kai materialusis taskas juda kelio ruoze, esanCiame potenciniame jégy lauke,
pagal (62) formulg turime, kad pilnutinis jégos darbas yra lygus jégu funkcijos skirtumui
atskiruose taskuose ir nepriklauso nuo tasko jud¢jimo trajektorijos. Taigi galime uZraSyti:

A=U-U,.

Iverting tai, kad pagal (62) bet kuriame jégy lauko taske potenciné energija lygi jégu
lauko reikSmei tame pat taSke su prieSingu Zenklu, arba potencinés jégos darbui su prieSingu
Zenklu, t. y. V =-U , gauname tokia jégos darbo iSraiska:

A=V, -V.

Tuomet kinetinés energijos teorema galime uZrasyti taip:

2
mv’  mvg

2 2

=V, -V,

atlike nedidelius pertvarkymus, turésime:
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2 2
mv” M
2 2

+V,. (105)

Laikydami judan¢io materialiojo taSko kinetinés energijos ir potencinés energijos suma
materialiojo taSko pilnutine mechanine energija, galime padaryti iSvada, kad, taskui judant
potenciniame jégu lauke, materialiojo taSko pilnutiné mechaniné energija yra pastovusis
dydis.

Mechaninés energijos tvermeés désnis materialiyjy tasky mechaninei sistemai
Kinetinés energijos pokycio teorema materialiyjy taSky mechaninei sistemai pagal (103)
formulg turi iSraiska:

T-T,=A,+A =) A,

t. y. materialiyju taSky mechaninés sistemos kinetin€s energijos pokytis kelio ruoze lygus
veikianciyjy iSoriniy bei vidiniy jégy atliktam darbui.

Tuo atveju, kai mechaniné sistema juda potenciniame jégu lauke, galime uZraSyti, kad
pilnutinis veikianc¢iyjy iSoriniy bei vidiniy jégy atliktas darbas yra lygus sistemos potencinés
energijos pokyciui, t. y.

DA =V, V.
Tuomet kinetinés energijos teoremos iSraiSka galime perrasSyti taip:

T-T,=V,-V,

po nedideliy pertvarkymuy, turésime:

T+V=T,+V,. (106)

Galime padaryti i§vada, kad materialiyju tasky mechaninei sistemai judant potenciniame
iSoriniy bei vidiniy jégu lauke, sistemos pilnutiné mechaniné energija yra pastovusis dydis.

2.4. Masés centro judéjimo teorema

Tarkime, turime materialiyjy taSky mechaning sistema. Tegul Sia tasky sistema veikia
Zinoma iSoriniy jégu sistema. D¢l Siy jégu poveikio mechaninés sistemos taskai turés judesio
kiekius, kuriy geometriné suma pagal (23) formulg yra mechaninés sistemos judesio kiekis,

n
t.y. kaﬁk = K. Taip pat Zinome, kad mechaninés sistemos mases ir mases centro grei€io
k=1

sandauga (24) yra lygi sistemos judesio kiekiui, t. y. M -v,. = K. Diferencijuodami Sia lygti

laiko ¢ atzvilgiu, turésime:
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A4,dﬁc fgg

dt dt’

Iverting tai, kad pagal sistemos judesio kiekio teorema (90) sistemos judesio kiekio laiko t
atZvilgiu isvestine lygi visy iSoriniy jeégy, kurios veikia Siq mechanine sistemq, suminiam

.. dK 5, &z . P
vektoriui, t.y. 7 =R' = Z F,, o mases centro greicio i§vestin¢ lygi jo pagreiciui, gauname:
t i=1

Ma, =Y F/. (107)

Turime materialiojo tasko (sistemos masés centro) pagrindini dinamikos désnj. Galime
padaryti iSvada, kad mechaninés sistemos masés centras juda kaip materialusis taskas,
turintis Sios sistemos mase, prie kurio pridétos visos mechanine sistemq veikiancios iSorinés
jégos. Taigi turime materialiyjy tasky masés centro judéjimo teoremq.

Projektuodami (107) iSraiska i Dekarto koordinaciy asis, turésime:

d’xe &
M — :;F’*’
dzyc <
M e =;Fiy, (108)
d*z LN
M——5=>"F/\.
dr? ; ‘

Teoremos isvados:

1. Jeigu iSoriniy jégy suminis vektorius lygus nuliui, t. y. R’ :ZEi =0, tai i§ (107)

i=1

—

. . .. . _dv D
formulés darome i$vada, kad sistemos masés centro pagreitis d, :7C=0. Taigi Siuo
t

atveju masés centro greitis v. yra pastovus pagal dydi ir krypti, o tai reiSkia, kad
sistemos mases centras judés tiesiaeigiai ir tolygiai arba i§ viso nejudés. Jeigu pradiniu
laiko momentu masés centras nejudéjo, tai jis liks rimties biisenos iki tol, kol iSoriniy
jégu suminis vektorius bus lygus nuliui.

2. Jeigu iSoriniy jégu projekcijy suma i bet kurig asi, pavyzdziui, i aSi Ox, bus lygi nuliui

ZF,.; =0, tai i§ (108) formulés galime padaryti iSvada, kad sistemos masés centro
i=1

- C ey . T dv <. .
pagreicio projekcija | Siq a$i bus lygi nuliui, t. y. a., = ch =0. Siuo atveju gauname,
t

X

kad masés centro greicio projekcija 1 §ig aS] yra pastovusis dydis, arba v, = = const.

Jeigu pradiniu laiko momentu ir masés centro greic¢io projekcija lygi nuliui (vi =0), tai
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gausime, kad x. =const, t. y. sistemai judant jos masés centro koordinaté nekinta. Si

iSvada vadinama masés centro judéjimo pastovumo désniu.

3. Mechaninés sistemos vidinés jégos neturi itakos sistemos masés centro judéjimui, nes ju
néra masés centro judé¢jimo teoremos iSraiSkoje. Todél vidiniu jégu veikimu negalime
pakeisti sistemos masés centro judéjimo pobiidZio arba iSjudinti ji i§ rimties biisenos.
Taciau vidinés jégos gali sukelti nelaisvosios mechaninés sistemos daliy judéjima kitos
sistemos atZvilgiu. Siuo atveju atsiras naujos iSorinés rysiy reakcijos, dél kuriy jtakos
pasikeis nagrinéjamos mechaninés sistemos masés centro judéjimas.

2.5. Standziojo kiino dinamika

Teorinés mechanikos kinematikos dalyje buvo paZymeéta, kad standZiojo kiino
kinematikos uzdavinius patogiau nagrinéti priklausomai nuo kiino jud¢jimo pobtidzio. Taip
pat buvo pateikta standziojo kiino jud¢jimy klasifikacija, pagal kuria prie paprasty kiino
judéjimu buvo priskirti slenkamasis judéjimas, sukimasis apie nejudamaja asj ir plokStuminis
kiino judéjimai. Be Siy kiino judéjimy, yra ir sudétingy judéjimuy, tai sferinis ir kitno judéjimas
bendruoju atveju.

StandZiojo kiino dinamikos uZdaviniai taip pat sprendZiami atsiZvelgiant { kiino judéjimo
pobid;.

2.5.1. Standziojo kiino slenkamojo judéjimo dinamika

Vykstant kiino slenkamajam judéjimui visi kiino taSkai tuo paciu laitko momentu juda
vienodu greiciu ir pagreiciu, o jy trajektorijos yra vienodos ir lygiagrecios. Tode¢l, sprendZiant
kiino slenkamojo judéjimo kinematikos uZdavinius, pakanka nagrinéti bet kuri viena kiino
taska. Patogiausias ir nagrinéjimui daZniausiai parenkamas tagkas yra kiino masés centras. Sio
taSko dinamikos uZdaviniams nagrinéti yra taikoma masés centro judéjimo teorema, pagal
kuriag masés centras juda kaip taskas, kuriame sukoncentruota visa kiino masé ir prie kurio
pridétos visos veikianciosios iSorinés jégos.

Pagal (108) standZiojo kiino masés centro judéjimo teorema turi tokj pavidala:

d’xe &
M — :;F’*’
dzyc <
M dr’ :;F”’
d*z noo
ME2C=NF.
dt? ; ‘

Matyti, kad taikydami $ig teorema galime pagal Zinoma masés centro jud€jima rasti
veikianciaja iSoring jéga, kuri privercia masés M kiing judéti pagal minétuosius désnius, t. y.
spresti pirmaji dinamikos uzdavini. Be to, jeigu Zinosime, kokios yra veikianciosios iSorinés
jégos, tai po nurodyty lygciy dviejy integravimy galime gauti Sio kiino masés centro judéjimo
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lygtis, pagal kurias judés kiino masés centras ir kartu visas kiinas, t. y. spresime antraji
dinamikos uzdavinj.

Darome iSvada, kad masés centro judéjimo teorema apraso standziojo kiino dinamikos
uzdaviniy sprendimg esant slenkamajam judéjimui.

2.5.2. Standziojo kiino sukamojo judéjimo apie nejudamgja asj dinamika

ISvesime standzZiojo kiino sukamojo jud¢jimo apie nejudamaja asi diferencialines
judéjimo lygtis, kurias taikant galima spresti pirmaji ir antraji dinamikos uzdavinius.

Tarkime, M masés kiinas dél iSoriniy jégy poveikio juda apie nejudamaja asSi Oz
kampiniu grei¢iu @ ir kampiniu pagrei¢iu € (39 pav.).

39 pav. Standziojo ktino sukimasis apie nejudamaja asi

Zinome, kad vykstant sukamajam standZiojo kano judéjimui kinetinis momentas
sukimosi aSies atZvilgiu pagal (28) formulg yra lygus kiino inercijos momento aSies atZvilgiu
ir kiino kampinio greiCio sandaugai, t. y. L, =/, -®. Taikome Siam kiinui mechaninés

) . ” v . dL :
sistemos kinetinio momento teorema aSies atZzvilgiu, pagal kuria dz =M, arba
” ,

di(l L 0)=M !. Atlike nesudétingus matematinius pertvarkymus, turésime:
A .
d’e :
I, =M. (109)
dt’

Gavome standziojo kiino sukamojo judéjimo apie nejudamaja aSi diferencialing lygti.
Taikydami S$ia lygti galime spresti tiek pirmaji, tiek antraji dinamikos uZzdavinius, t. y.,
remdamiesi kiino sukamojo judé¢jimo désniu, galime rasti veikianciyjy iSoriniy jéguy sukamaji
momentg arba, iverting judé¢jimo pradines salygas, pagal Zinoma iSoriniy jégy momenta
galime rasti nagrinéjamojo kiino judé¢jimo désnj.
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Diferencialing judéjimo lygti (109) galime pateikti ir tokiu pavidalu:

I, %:Mﬁ”‘), atba [.e=M"'.

Is cia isplaukia isvados:

1. Jeigu M! =0, tai @=const, t. y. jeigu veikian€iyjy iSoriniy jégy momentas sukimosi
aSies atzvilgiu lygus nuliui, tai kiino sukimasis bus tolydinis.

2. Jeigu M! =const, tai ir e=const, t. y. jeigu veikian€iyjy iSoriniy jégu momentas
sukimosi aSies atZvilgiu yra pastovus, tai kiino sukimasis yra tolygiai kintantis.

3. Esant tam tikram veikianCiyjy iSoriniy jégy momentui, kuo didesnis kiino inercijos
momentas, tuo mazesnis kiino kampinis pagreitis ir atvirks¢iai. Darome iSvada, kad kiino
inercijos momentas vykstant sukamajam judéjimui turi tokia pat jtaka, kaip ir kiino masé
vykstant kiino slenkamajam judéjimui, kitaip tariant, kiino inercijos momentas yra kiino
inertiSkumo matas esant sukamajam judéjimui.

2.5.3. Standziojo kiino plokStuminio judéjimo dinamika

IS kinematikos Zinome, kad standZziojo kiino plokStuminj judéjima galime iSskaidyti | du
paprastus judé¢jimus, t. y. 1 slenkamaji kartu su laisvai pasirinktu poliumi ir sukamaji apie S
poliu.

Nagrinédami plokStuminio kiino jud¢jimo dinamikos uzZdavinius, galime Siuos uzdavinius
spresti kaip ir paprasty kiino judéjimy uzdavinius.

Esant slenkamajam judé¢jimui plokStumoje taikome masés centro judéjimo teoremos
iSraiska (108):

dzxc LA
M dr’ :ZEE"’
a’zy oo
M C — Fvil"
dt2 ; Y

pagal kurig poliumi yra laikomas kiino masés centras C. Esant sukamajam kiino judéjimui
taikome kiino sukamojo judéjimo diferencialing lygti (109):

pagal kuria kiino inercijos momentas skai¢iuojamas apie asj, kuri eina per pasirinktaji poliy,
t. y. per kiino masés centra C.

Taigi galutiniu pavidalu plokStuminio kiino judéjimo dinamikos uzdaviniai gali buti
sprendziami taikant anks¢iau minétas diferencialines lygtis:
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d’x LA
M dtzc :;Fw
d’ L
M d:;C — > Fz;’ (110)
Ao &
=Y M_\F'
Zc dtz ; z( 1)

Zinodami, kaip juda kiinas arba ploki¢ia figira, t. y. Zinodami judéjimo funkcijas:

xC:fl(t)’
Ye :fz(t)’
0= f; t),

galime rasti $i kiing veikiancias jégas, kitaip tariant, iSsprgsti pirmaji dinamikos uzdavini.

Iverting kiino arba figiiros plokStuminio judéjimo pradines salygas, t. y. padéti ir greicius
pradiniu laiko momentu, pagal Zinomas veikianCigsias jégas, integrave judéjimo
diferencialines lygis (110), galime rasti Sio kiino judéjimo greicius ir judéjimo désnius, kitaip
sakant, i§spresti antraji dinamikos uzdavini.
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3. SUVARZYTOS MECHANINES SISTEMOS DINAMIKA

3.1. Bendrosios savokos
3.1.1. SuvarZyta mechaniné sistema

Nagrinéjant materialiyju tasky sistema kiekvienam sistemos taSkui buvo sudarytos trys
skaliarinés diferencialinés jud¢jimo lygtys. Sistemai, sudarytai i§ N materialiyjy tasky, tokiy
lyg€iy galima uZraSyti 3N. Atskirus sistemos taSkus veikiancios jégos gali priklausyti nuo kity
tasky jud¢jimo ir padéties. Todel | atskiriems taSkams uZraSyty diferencialiniy lygciu
deSiniasias puses bus jtrauktas laikas, visy kity tasky koordinatés bei greiciai. Taigi turésime
i§ 3N sudaryta tarpusavyje susijusiy diferencialiniuy lygciu sistema. Toks uzdavinys neturi
tikslaus bendrojo sprendinio net vienam materialiajam taskui. UZdavinys yra ypac sudétingas
dvieju taSky, kuriuos veikia tik visuotinés traukos jégos, atveju, o esant trijy taSky sistemai
(trijy kitny uZdavinys) jis i8 viso neiSsprendZiamas.

Sie skai¢iavimo sunkumai yra susij¢ su tuo, kad nejvertinami sistemos suvarZymai.
Realios sistemos turi baigtini laisvés laipsni. Kaip pamatysime véliau, sistemos judesi
aprasanciuy nepriklausomuyju diferencialiniy lygciuy skaicius gali biiti toks, koks yra sistemos
laisvés laipsnis. Dauguma mechanizmuy ir masiny turi tik vieng laisvés laipsni.

Suvarzytos mechaninés sistemos dinamikos pagrindus pranciizy matematikas Lagranzas
1788 m. iSdésté savo traktate Analiziné mechanika.

Toliau bus nagrinéjami bendrieji mechanikos principai, kurie ivertina sistemos
suvarzymus. Nagrin€¢jima pradésime nuo sistema varzanciy rySiy analizés.

3.1.2. Rysiai

RySiy savoka aptariama statikoje, nagrin¢jant suvarZyty kiiny pusiausvyra, ir
kinematikoje, aptariant kiiny sistemos struktiira. Apibendrinant galima pasakyti, kad rySiais
vadinamos bet kokios i§ anksto pateiktos salygos, kurias turi atitikti sistemos tasky
koordinatés, greiciai ir pagreiciai. Lygtys, iSreiSkiancios iSvardytus apribojimus, vadinamos
rysiy lygtimis.

RySiu pobiidis lemia ne tik sistemos judéjima, bet ir metoda, pasirenkama judéjimui tirti.
Todél rySius svarbu tinkamai suklasifikuoti. Pirmiausia juos suskirstysime i dvi klases:
holonominius ir neholonominius.

Holonominiais vadinami rySiai, kuriuos galima matematiskai iSreikSti paprastosiomis
sistemos taskuy koordinates siejanCiomis algebrinémis lygtimis, arba koordinaciu atzvilgiu
integruojamomis diferencialinémis lygtimis. Siais rySiais nustatoma tagky tarpusavio padeétis
ir kartu visos sistemos geometrija, tod¢l daZnai holonominiai rySiai vadinami geometriniais.

Neholonominiai ry$iai iSreiSkiami neintegruojamomis diferencialinémis lygtimis, i kurias
leina ne tik tasSky koordinatés, bet ir taSky koordinaciy iSvestinés laiko atzvilgiu.
Neholonominiais rySiais suvarzomos ne tik tasky koordinatés, bet ir jy greiciai bei pagrei€iai,
t. y. sistema erdvé¢je ne tik turi uzimti nustatyta padéti, bet ir jos taskai turi judéti i§ anksto
nustatytais greiCiais ir pagreiciais. Todél neholonominiai rySiai daZznai vadinami
kinematiniais.
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RySiu veikiama sistema yra suvarzyta ir turi baigtini laisvés laipsni. Sistema varZantys
rysiai yra kryptingo pobiidZio — rySiais valdomas sistemos judéjimas, nustatomas reikiamas
judéjimo rezimas. Praktikoje rySiai realizuojami atitinkamomis techninémis priemonémis.

Holonominiai rySiai iSreiSkiami tokio pavidalo lygtimis ar atviromis nelygybémis:

F(x,v:,2,,1)=0, (111)

flx,y,,2,,1)20 (112)
arba

fx,y,.2,)=0, (113)

f(xi’yi’zi)zo' (114)

Rysiai, iSreiksti lygtimis, { kurias jeina laikas ¢, vadinami kintamais, arba nestacionariais,
pavyzdZziui, (111) ir (112) formulés. (113) ir (114) lygtimis iSreiksti rySiai yra pastoviis, arba
stacionaris.

Atviromis nelygybémis (112) ir (114) iSreiksti rySiai vadinami vienpusiais. SimbolisSkai
toki rysSi galima pavaizduoti kaip viena plokStuma varZzoma judéjima (40 pav., a):

40 pav. Rysiai: a — vienpusiai; b — dvipusiai

Lygtimis (111) ir (113) iSreiksti rySiai vadinami dvipusiais. Simboliskai toki rysi galima
pavaizduoti kaip dvieju plokStumy varzoma judé¢jima (40 pav., b).
Pirmosios eilés neholonominiai rySiai iSreiSkiami tokio pavidalo lygtimis:

(p('xi’yi’Zi’xi’yi’Z.i’t):O‘ (115)
Kaip buvo pabrézta anksc¢iau, neholonominio rySio lygties negalime suintegruoti ir gauti
holonominio rysio lygti f (xi, VisZis t)=const.

Toliau nagrinésime sistemas su stacionariais holonominiais rySiais. Kaip pavyzdi
panagrinésime skriejiko-Svaistiklio mechanizma (41 pav.).
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yA

41 pav. Skriejiko-$vaistiklio mechanizmas

Siam mechanizmui galima uZra$yti tris rysiy lygtis:

2 )
'xA+yA_r7

(xB—xA)2+(yB—yA)=lz, (116)

SuvarZytos mechaninés sistemos dinamikos analizei taikoma statikos rySiy aksioma,
pagal kuria rySiy jtaka sistemos padéciai ir judéjimui pasireiskia rySiy reakcijy jégomis.

3.1.3. Apibendrintosios koordinatés

Tarkime, kad sistema sudaro N materialiyjy tasky. Sistema varzo s rysiy lygciu:
fla,.y,.2,.1)=0; (117)

dia j=1,2, ..,s.
Tuomet tik (3N —s) sistemos tasky koordinatés yra nepriklausomos viena nuo kitos;
likusios s koordinatés gaunamos i§ rySiy lygciy kaip nepriklausomy koordinaciu funkcijos.

Nepriklausomos koordinatés, kuriy skaicius lygus n=3N — s, vadinamos apibendrintosiomis
sistemos koordinatémis ir Zymimos simboliu ¢, ; ¢ia k=1,2, ...,n.

Apibendrintosiomis koordinatémis gali biiti tie sistemos parametrai, kuriais patogu
apibrézti sistemos padéti ir judéjima, pavyzdziui, Dekarto koordinatés, kampai, sektoriniai
plotai ir pan.

Sistemos padéties apibréZzimas apibendrintosiomis koordinatémis atliekamas dviem
etapais:

1) n nepriklausomu Dekarto koordinaciy iSreiSkiamos n apibendrintosiomis koordinatémis
taikant atitinkamas transformacijoms skirtas formules;

2) naudojant rySiy lygtis (117), apibendrintosiomis koordinatémis iSreiSkiamos ir likusios s
priklausomos Dekarto koordinatés.
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Taigi gauname:

X; :xi(Q1’Q2’~-’qn’t),
Vi =@, qrs e g, 1), (118)
;= Zi(%’%’m’qn’t);

Clai=12,..,N.

Jei holonominiai sistemos rySiai yra stacionariis (nepriklausomi nuo laiko), tai lygtyse
(117) ir (118) laiko parametro ¢ nebus.

Sistemos su holonominiais stacionariais rySiais apibendrintyjy koordinaciy skaiCius yra
lygus sistemos laisvés laipsniui.

Sistemos tasky padétj iSreiskus padéties vektoriais 7 = x,i + ylj+zil€ ir atsizvelgus i
funkcijas (118), galima teigti, kad padéties vektoriai taip pat yra apibendrintyjy koordinaciy
funkcijos:

Fo=7(q.qs, 0 q,01); (119)

Clai=12,..,N.

Norint apskaiiuoti materialiyjy taSky sistemos judéjima, visy pirma reikia rasti
apibendrintasias koordinates, iSreikStas laiko funkcijomis, tuomet, taikant formules (118),
laiko funkcijomis galima iSreikSti visas Dekarto koordinates, t. y. apibrézti visos sistemos
judéjima.

Apibendrintosioms koordinatéms skaiciuoti sistemos diferencialinés judéjimo lygtys turi
biuti iSreikStos apibendrintosiomis koordinatémis. Sudaryty lygciy skaiCius bus lygus
apibendrintyjy koordinaciy skaiciui, t. y. sistemos laisvés laipsniui. Tokiy diferencialiniy
lyg€iy sudarymo taisyklés yra pateiktos toliau.

3.1.4. Virtualieji poslinkiai

Suvarzyty sistemy dinamikos analizéje yra vartojama savoka virtualusis poslinkis.

Tarkime, kad materialusis taskas M turi buti tam tikroje plokStumoje, t. y. turi atitikti
holonominj stacionary rysi, isreik$ta plokstumos lygtimi f(x, y,z)=0 (42 pav.).

42 pav. Virtualieji poslinkiai
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Galima jsivaizduoti daugybe elementariyjy poslinkiy 07 , kurie atitinka konkrecia rySiy
lygti. Sie poslinkiai reiSkia padéties vektoriaus 7 elementariuosius poky&ius, kuriuos leidZia
konkretus suvarZymas.

Taigi virtualiuoju tasko poslinkiu vadinamas be galo maZas poslinkis, kurj tam tikru laiko
momentu leidZia esantys suvarZymai.

Tikruoju elementariuoju poslinkiu 87 vadinamas padéties vektoriaus pokytis per
laikotarpi dt. Tikrasis poslinkis nuo virtualiojo skiriasi tuo, kad virtualusis poslinkis
nustatomas esant fiksuotam laiko momentui ot =0.

Jeigu taSka varZantis rySys nepriklauso nuo laiko, tai tikrasis poslinkis dr sutampa su
vienu i§ virtualiyjy poslinkiy o7 .

Materialiyjy tasky sistemos virtualyji poslinki sudaro ty tasky virtualiyju poslinkiy
visuma (8?1, o7, ...,S?N).

Kadangi tasky padéties vektoriai yra sistemos apibendrintyjy koordinaciy funkcijos, tai ir
sistemos virtualieji poslinkiai gali buti iSreikSti apibendrintyju koordinaciy pokyciais
(8611’EQ2""’6qn)'

Zitrint { ta¥ko padéties vektoriu 7 =7(q,,q,,....q,.t) kaip i keliy kintamyjy funkcija,

virtualiesiems poslinkiams skaic¢iuoti galima taikyti funkcijos pilnojo diferencialo taisyklg:

or . or . or.
or =—L-8g, +—--8g, +...+—--98q ,
rl aql ql an qZ a . qn
arba
" oF .
or =) —--9q.. 120
7 ,Z_:‘aq[ q, (120)

Kadangi virtualusis poslinkis nepriklauso nuo laiko, tai i formul¢ (120) laiko iSvestiné
nejeina.

3.1.5. Jégos virtualusis darbas
Sistemos taskui, kurj veikia jéga F , suteikus virtualuji poslinkj &7 , galima apskaiciuoti
jégos F virtualyjj darba:
84 =F - 87 =|F||87|cos (121)
arba pasirinkus koordinating forma:

BA=F- & +F -0, +F- 0,_. (122)
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3.1.6. Idealieji rysSiai

Susipazinus su jégos virtualiuoju darbu, galima praplésti rySiy savoka. Sistemos taska
veikiancCias jégas galima suskirstyti 1 aktyviasias }7, ir rySiy reakcijas Ei. Tuomet taska
veikiangiy jégy atstojamoji jéga F,” bus:

ok

F =F +R.. (123)

1 1

!

Suteikg sistemai virtualyji poslinki, apskai¢iuosime visos sistemos jégy virtualyji darba:

N N N N
D 8A, =) F, -8, =) F,-8r +) R, O . (124)
i=1 i=1 i=1 i=1
Gali biti, kad sistemos rySiai atitinka tapatybg:
N —
D R, - 8% =0. (125)
i=1

Sistemos ryS$iai, kai rySiy reakciju virtualiyjy darby suma lygi nuliui, vadinami
idealiaisiais.

Analiziné mechanika remiasi tik matematinémis iSraiSkomis. Tod¢l galime teigti, kad
formule (125) atitinka logines savokas trinties jéegy nepaisome, rysiy reakcijy jégy nepaisome
ir pan.

3.1.7. Apibendrintosios jégos

Savoka apibendrintoji jéga yra labai svarbi analizin¢je mechanikoje. Panagrinésime i§ N
materialiyjy taSky sudaryta mechaning sistema, kurig veikia idealieji holonominiai rysSiai.
Tokios sistemos aktyviyjy jégu virtualusis darbas bus:

N N
D 84, =) F, -8 (126)
i=1 i=1
Virtualyji poslinkj &7 isreikskime formule (120):
. OF,
o= ——-9q, .
; aq k ¢

Tuomet
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Pakeite sumavimo eiliSkuma, turésime:

iSAl: n (iﬁ o q; - (127)

i=1 k=1 \ i=l a%

Skliaustuose esancia suma pazymeésime simboliu Q, , t. y

ﬁ“ F o (128)
i=1
Dabar lygybe (127) galime perraSyti taip:
ZSA ZQk&]k =0,89, + 0,8, +...+ 0,8, (129)
ISraiska (128) galime uzrasyti koordinatine forma:
p 9q, 9q, g,

Dydis g, vadinamas apibendrintgja koordinate, atitinkancia apibendrintaja jéga Q, .
Apibendrintosios jégos Q, skaifiavimas supaprastéja, jeigu imamas ne bet koks sistemos
virtualusis poslinkis, o tik koordinatés ¢, poslinkis 8¢, , o visos likusios apibendrintosios

koordinatés nesikeicia: 8¢q, #0, 8q, =0q, =...=0. Jégy sistemos virtualusis darbas dabar

iSreiSkiamas tik vienu (129) sumos nariu:

Or=—c—". (131)

Apibendrintoji  jéga priklauso nuo apibendrintosios koordinatés pobudzio. Kai
apibendrintoji koordinaté matuojama ilgio vienetais, apibendrintoji jéga atitinka fizing jéga ir
matuojama niutonais. Kai apibendrintoji koordinaté yra kampas, apibendrintoji jéga yra
momentas.
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3.2. Bendrieji mechanikos metodai
3.2.1. Virtualiyjy poslinkiy principas

Virtualiyjy poslinkiy principas bendriausia forma iSreiSkia bet kurios mechaninés
sistemos statinés pusiausvyros salyga. Virtualiyjy poslinkiy principas formuluojamas taip:
mechaninés sistemos su idealiaisiais holonominiais ryS$iais pusiausvyrai biitina ir pakankama,
kad visy sistema veikianciy aktyviyju jégu virtualiyju darby, atliekamy esant bet kuriam tos
sistemos virtualiajam poslinkiui, suma biity lygi nuliui.

Sia salyga analizikai galime isreikti lygtimi:

> 84, = F8F =0, (132)
i=1
arba projekcijomis i koordinaciy asis:

> 84, = z (F.8, +F,8, +F.5,)=0. (133)

iz i
i=1

Siems teiginiams jrodyti nagrinésime i§ N materialiyjy tasky sudaryta pusiausviraja
sistema. Viena sistemos taSka veikianciy aktyviyjy jégu atstojamaja paZymeésime Fi, o rySiy
reakciju atstojamaja ﬁi. Kadangi sistema yra pusiausviroji, tai ﬁi +I§i =0. Padauging i$

tasko virtualiojo poslinkio &7, gausime:
F -8 +R, -8 =0. (134)

AnalogiSkas lygtis galime uZraSyti visiems sistemos taSkams. Susumave panariui visas
lygtis, turésime:

F -8 +> R, -8 =0. (135)
Z t i Z i i

Sistemai su idealiaisiais rySiais jau turéjome z f(’i -0r, =0. Todél gausime:
i=1

> F, .87 =0. (136)

Taigi butinumo salyga irodyta.

Pakankamumui jrodyti pasinaudosime atvirkStiniu samprotavimu. Tarkime, kad (132)
salyga jvykdyta, bet sistema veikian¢ios jégos neatsvarinés. Siuo atveju pradZioje nejudéjusi
sistema neatsvariniy jégu veikiama pradés judéti ir per maza laiko tarpa df pajudés tikruoju
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judesiu dr . Kai sistemos ryS$iai stacionaris, tikrasis poslinkis d7 sutaps su virtualiuoju or .

Sistema veikianc€iy jégy atliktas darbas bus:

iﬁ.smife,sa >0. (137)
i=1 i=1

Kadangi sistemos rySiai yra idealieji, antroji suma lygi nuliui:

zn:ie}-ész:o.
i=1

IS to iSplaukia, kad ZE -0r, >0, o tai prieStarauja (132) salygai. Taigi irodyta

i=1

pakankamumo salyga.

PavyzdZiai:
1. Reikia apskaiciuoti gembinés sijos atramines reakcijas. Sija apkrauta iSskirstytaja apkrova

g, jégu poros momentu M ir koncentruotaja jega F (43 pav.).

43 pav. Nagrin¢jamoji gembiné¢ sija

Visy pirma sutvarkome apkrovas: iSskirstytaja apkrova pakeiCiame koncentruotaja jéga
Q ,jéga F iSskaidome 1 dedamasias koordinaciy aSiy atZvilgiu (44 pav.).

Q F
M y
l N o
>
I4 F. o x
a bl2|b/2 c
ll 12

44 pav. Gembinés sijos skaiCiuojamoji schema
Q=qg-b, [,=a+05b, 1[,=05b+c.

96



F =F-cosa, F =F-sina.

Atrama A (44 pav.) yra triju rySiy, nes varzo tris elementariuosius judesius — dx, dy, d@.

Taikome rySiy aksioma ir nuosekliai pasaliname po viena rys$j, suteikdami sistemai viena
laisvés laipsni. Gauname tris skai¢iuojamasias schemas (45 pav.).

0 -
M, M Fy
R Y AN
. T L }&p y F,
L, a [ N
a)
F,
b)
— A Q M Fy
Ry g Y \ F.
[—p— —— T — — -
7 / ox
c)

45 pav. Gembinés sijos virtualieji poslinkiai

IS (45 pav., a) galime apskaiCiuoti reakcijos momenta M, . Suteikiame sijai virtualyji
poslinki 8¢ ir virtualiyjy poslinkiy principu sudarome lygti:

D 84, =0,

pagal kurig uZraSome visy veikianCiy sija jégu elementariyjy darby suma esant sistemos
virtualiesiems poslinkiams, t. y.
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M, -3¢+Q-1,-30+M -3¢+ F (I, +1,)- 8¢ =0. (138)

Teigiama darba atlieka tos jégos, kuriy momento apie taSka A kryptis sutampa su 6@
kryptimi. Padalije visus narius i§ 8¢, gausime:

M, =Q-1,+M+F (1 +1,). (139)
IS (45 b pav.) turésime:

—R,, -8y +Q-dy+F -8y=0. (140)
IS cia

R, =Q+F,. (141)
IS (45 pav., c):

R, -&x—F_ -6x=0 (142)

ir
RAX = Fx' (143)

Taigi pritaike virtualiyju poslinkiy principa, radome jtvirtinimo A reakciju reikSmes.

2. Nagrin¢jame (46 pav.) pavaizduota dirZing pavara. Reikia apskaiciuoti, kokio dydzio turi
biti jégy poros momentas M , kad bty atsvertas krovinio 3 poveikis.

46 pav. Dirziné pavara

Suteikime sistemai virtualyji poslinki 8¢, . Krovinys pasislinks ds,. Kad sistema biity

pusiausviroji, pagal virtualiyjy poslinkiy principa turi biti tenkinama lygtis:

D 84, =0, arba M -3¢, —G, -85, =0. (144)
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Norédami virtualyji poslinkj Os, iSreiksti sistemai suteiktu poslinkiu &¢,, pritaikome
taisyklg: sistemos, turincios vieng laisvés laipsni, linijiniai ir kampiniai poslinkiai yra susij¢ ta
padia priklausomybe kaip ir atitinkami greiGiai. Siai priklausomybei nustatyti sudarome
greiciy sarysio seka:

n-R l0)

- .. . . Os, . _
IS ¢ia turésime v, = R o, .[verting tai, kad v; =— ir ®, :d—, gausime:
t t
2

7, R
ds, =2—L30,.
3 R, ¢,

Gautaja Os, reik§mg jraSome i (144) lygti:

M-5¢, -G, - rZIéRl ¢, =0. (145)

Ir i§ (145) lygties gausime poros momento reikSme:

m="5g, (146)
2

Virtualiyjy poslinkiy principas buvo sukurtas sudétingoms sistemoms skai¢iuoti. Sis
metodas taikomas paprastiems uZdaviniams, tokiems kaip 1 pavyzdys, spresti, privalumy,
palyginti su tradiciniu statikos sprendimu, neturi. Taciau 2 pavyzdi iSspresti tradiciniu biidu
buty gerokai sudétingiau. Be to, reikia pazyméti, kad virtualiyjy poslinkiy principas yra
taitkomas deformuojamyjy kiiny mechanikoje ir sistemy dinamikoje.

3.2.2. d’Alambero principas

d’Alambero principo taikymas materialiajam taskui

Kol nebuvo suformuluota rySiy aksioma, dinamikos désniai buvo taikomi laisvojo kietojo
kiino ar materialiojo taSko judéjimui nagrinéti. Suvarzyty sistemy judesiui tirti d’ Alamberas
pasiiile specialy metoda, véliau pavadinta d’Alambero principu.

Pasinaudoj¢ rySiuy aksioma, suvarZytam materialiajam taskui galime uzraSyti tokias pat
judéjimo lygtys, kaip ir laisvajam taskui, tik prie aktyviyju jégu turi biti pridétos ir rySiy
reakcijos.

Paémg viena sistemos taska, uzraSykime pagrindini dinamikos désni. Turésime:

1

md, =F, +R;; (147)
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Cia Fl — aktyviyju jégu atstojamoji; ﬁi — ryS$iu reakcijy atstojamoji.

Perkéle visus (147) lygties narius i vieng pusg, gausime:

1

.+ R, —m,d, =0. (148)

Sandauga (—m,d,) pazymésime vektoriumi &,. Dydis &, =-m.d, vadinamas
materialiojo taSko inercijos jéga. Minuso Zenklas rodo, kad inercijos jégos vektorius yra
nukreiptas i prieSinga pusg nei pagreicio vektorius. Tuomet i§ (148) formulés turésime tokia

iSraiSka:

1

"+ R, +®,=0. (149)
Lygtis (149) iSreiSkia d’Alambero principa suvarZytam materialiajam taSkui:
materialiajam taskui judant, aktyviosios jégos, rysiy reakcijos ir inercijos jéga kiekvienu laiko
momentu sudaro atsvariniy jégy sistemq.
Suprojektave (149) lygti 1 Dekarto koordinaciy aSis, gausime skaliaring d’Alambero
principo iSraisSka:
F_+R +® =0,
F,+R, +®, =0, (150)
Ez + Riz +q)iz :0'

Lygti (149) galime projektuoti ir i natiiraligsias koordinadiy asis. Siuo atveju taip pat
turésime tris skaliarines d’ Alambero principo iSraiskas.

d’Aalambero principo esmé yra ta, kad taikydami §i metoda dinamikos uZzdaviniy
sprendimui galime suteikti statikos pusiausvyros lygciu pavidala.

Pavyzdys:
Reikia apskaiciuoti lifto lyno itempima liftui leidZiantis ir kylant pastoviuoju pagreiciu.
Lifto mase m (kg).
a) Kai liftas leidZiasi, jis juda tiesiaeigiSkai, ji galima pavaizduoti kaip materialyji taska
(47 pav.).

o1l

Lol

47 pav. Lifto judéjimas Zemyn

100



Nutraukg rySj, paZymime lifta veikiancias jégas G, R, ®. Kadangi judancio lifto
pagreitis nukreiptas vertikaliai Zemyn, inercijos jéga nukreipiame prieSinga kryptimi, t. y. 1
virsy.

Taikydami d’ Alambero principa, sudarome jégu pusiausvyros lygti:

> F, =0. (151)
Irase jégas, turésime:

G-P-R=0. (152)
IS ¢ia

R=G-o. (153)

Iverting tai, kad sunkis G =mg ir inercijos jéga P =ma, gausime galuting rysiy

reakcijos jéga:
R=m(g —a). (154)

Matyti, kad, liftui leidZiantis Zemyn, dinamin¢ rySio reakcija (lyno jtempimo jéga) R yra
mazesné uz stating, kuri lygi sunkiui, t. y. R=G.

b) Liftui kylant pagreitis yra nukreiptas vertikaliai | virSy, o inercijos jéga — prieSinga
kryptimi, t. y. Zemyn (48 pav.)

R
T&,ﬁ
m
G
P
X

48 pav. Lifto judéjimas vertikaliai | virSy
Atlike visus anks¢iau minétus matematinius veiksmus, turésime:
> F, =0,
G+P-R=0,
R=G+CI>=m(g+a).

Matome, kad liftui kylant inercijos jéga padidina lyno apkrovima.
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D’Alambero principo taikymas materialiai sistemai

Taikysime d’Alambero principa sistemai, sudarytai i§ N materialiyjuy tasky. Kiekvienam
sistemos taSkui galime uZrasSyti tokia lygti:

|

+R +®,=0, i=12,..,N. (155)

1

Susumavg Sias lygtis, gausime:

M=

N
2F+
i=1 i

1

— N —
R +) @, =0. (156)
i=1

1

Padauging (156) lygties narius vektoriSkai i$ taSkuy padéties vektoriy, gausime:

S (e xF )+ 3 xR )+ 3 <, )=0.

i=l i=1 i=1
arba

1

iﬂo( i)+i1\20(1§i)+i1\20(&>i)=0. (157)

i=1

Vektorinés lygtys (155) ir (157) iSreiSkia d’Alambero principa mechaninei sistemai:
mechaninei sistemai judant, aktyviosios jégos, rysiy reakcijos ir inercijos jégos kiekvienu
laiko momentu sudaro atsvariniy jégy sistemq kiekvienam sistemos taskui.

ISreiske vektorines lygtis (156) ir (157) projekcijomis | koordinaciy asis, gausime SeSias
skaliarines pusiausvyros lygtis, analogiskas statikos erdvinés sistemos pusiausvyros lygtims:

(158)

1

Sugrupavus sistemos taskus veikiandias jégas i iSorines F.' ir vidines Fi”, lygtys (156) ir

1

(157) turés toki pavidala:

102



i F +i<f>i =0. (159)
iﬂo(*ﬁﬁiﬂo(?)ﬂ, (160)

N N
nes vidinés jégos atitinka Zinomas salygas Z F'=01ir ZM o (E” ): 0.

i=1 i=1
Suprojektave (159) ir (160) lygtis 1 koordinaciy aSis vel gausime SeSias jégy pusiausvyros
lygtis. Lygtyse (159) ir (160) néra vidiniy jégu, todel daugeliu atvejy jos yra patogesnés
dinamikos uzdaviniams sprgsti.
Lygtyse (156) ir (157) inercijos jégy sumas galima pazyméti:

P = (161)

o

1l
LN

Me=>1,®,); (162)

'MZ

Il
—_

&ia @ — inercijos jégy suminis vektorius; M & —inercijos jégu suminis vektorinis momentas.
Kad bity galima naudoti sudarytas lygtis (158), reikia Zinoti mechaninés sistemos
inercijos jéguy suminio vektoriaus ir suminio vektorinio momento reikSmes. Taciau
praktiniams uzdaviniams spr¢sti pakanka zinoti kiekvieno mechaninés sistemos kiino inercijos
jégas ir ju pridéties vietas.
Pavyzdziui, turime bet kaip judancia mechaning sistema. Rasime Sios sistemos inercijos
jégu sumini vektoriy. Pagal (161) formulg suminis vektorius:

Mz
S
o

=3 -

LN
1l
LN

Zinome, kad mechaninés sistemos judesio kiekis lygus sistemos masei, padaugintai i
sistemos mases centro greicio:

<l

R=3m7

i=1

IeSkome Sios iSraiSkos iSvestinés laiko atZvilgiu:

v _ _
Z m; & =M De )
P dt dt

arba, jverting tai, kad greicio iSvestiné lygi pagreiciui, galime uZraSyti:
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N
Zmiai =M -a..
i=1

Iverting gautaja iSraiSka, mechaninés sistemos inercijos jégu sumini vektoriy galime
uZraSyti taip:

—

d=-M -a,. (163)

Matome, kad mechaninés sistemos inercijos jégu suminis vektorius esant bet kokiam
mechanings sistemos judéjimui lygus sistemos masés M ir sistemos masés centro pagreicio
d. sandaugai ir yra nukreiptas | prieSinga pus¢ negu masés centro pagreitis. IS vektorinés
lygties (163) iSplaukia, kad mechaninés sistemos inercijos jégu suminis vektorius yra pridétas
sistemos mas¢s centre arba gali biiti lygiagretus su masés centro pagreiciu.

Nagrinéjant atskirus mechaninés sistemos judéjimo atvejus, pavyzdZziui, skaiiuojant
standZiojo kiino sumini inercijos jégu vektoriy, reikia ivertinti kiino masés pasiskirstyma
erdvéje ir judéjimo pobudi.

Tarkime, vienalytis strypas AB, kurio ilgis /, standZiai pritvirtintas prie vertikalaus veleno
kampu o ir kartu su velenu sukasi pastoviuoju kampiniu greiciu ® (49 pav.).

% a, B

o>

49 pav. Strypo inercijos jégu suminis vektorius

Strypo masé M iSdéstyta per visa strypo ilgi tolygiai. Veleno itvirtinimo reakcijoms
skaiciuoti reikia Zinoti visas veikiancCiasias jégas ir jy pridéties vietas. Strypo sunkis G = Mg
pridedamas strypo viduryje C ir nukreipiamas vertikaliai zemyn. Pagal d’ Aalambero principa
reikia salygiSkai pridéti prie strypo inercijos jégu suminj vektoriy, kurio dydis gali biti
apskaiciuotas pagal (163) formulg:

®=M -a, =Mo’r. = Mo’ ésin(x.
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Strypo masg iSskaidZius | be galo daug vienodo didumo elementariyjy masiy, galima
pastebéti, kad Sias elementariasias mases atitinkanciy strypo atkarpuy centry pagreiciai strypo
ilgio atZvilgiu bus iSdéstyti pagal tiesini désni, nes kiekvieno strypo tasko pagreitis
skai¢iuojamas pagal formulg:

¢ia r, — atstumas nuo i-tojo strypo tasko iki sukimosi aSies.

IS ¢ia iSplaukia iSvada, kad strypo inercijos jégos strypo atZvilgiu taip pat yra iSdéstytos
pagal tiesini désnj, t. y. pagal trikampi. IS statikos Zinome, kad paskirstyty jégu atstojamoji

pridedama epiiiros ploto centre. Trikampio atveju — % atstumu nuo pagrindo / (49 pav.).

Strypo inercijos jégu atstojamoji visada bus lygi strypo inercijos jégu suminiam vektoriui ir
nukreipta pagreiCiams prieSinga kryptimi.

Skaiciuojant standZiojo kiino inercijos jégy sumini vektorini momenta, svarbu jvertinti
kiino masés i$sidéstyma erdvéje ir judéjimo pobudi.

Tarkime, standusis masés M kiinas sukasi kampiniu grei¢iu @ ir kampiniu pagreiciu €
apie nejudamaja asj (50 pav.). Rasime Sio kiino inercijos jégy momenta apie sukimosi asj.

50 pav. StandZiojo kiino inercijos jégu momentas

Kiekvienas besisukan¢io kiino jo taSkas turés normalini pagreiti a' = ®’r;, nukreipta
statmenai sukimosi aSiai, ir tangentinj pagreit{ a; =¢€-r,, nukreipta statmenai normaliniam
pagreiciui kampinio pagreicio kryptimi (50 pav.).

Taikydami d’Alambero principa, prie kiekvieno taSko pridésime inercijos jégas.
Normaliné inercijos jéga ®; =m,a; nukreipta prieSinga normaliniam pagreiciui kryptimi,
t. y. nuo sukimosi aSies. Tangentiné inercijos jéga P; =m,a nukreipta priesinga
tangentiniam pagreiCiui kryptimi statmenai normalinei inercijos jégai. Pagal sukamojo
judéjimo apibrézima kiekvieno tasko pagreiciai yra plokStumoje, statmenoje sukimosi asiai.
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Galime padaryti iSvada, kad besisukancio apie nejudamaja aSi standZiojo kiino taskuy
inercijos jégos yra plokStumose, kurios yra statmenos sukimosi aSiai. Be to, visos kiino tasky
normalinés inercijos jégos bus nukreiptos nuo sukimosi aSies, o taSky tangentiné€s inercijos
jégos, veikdamos kiino taSkus, suteikia kiinui sukamaji efekta, prieSingos krypties nei kiino
tangentiniai pagrei€iai, t. y. prieSingas kampiniam pagrei¢iui. Kiino inercijos jégu momenty

apie sukimosi a$j suma:

Mz@:iMz(_.i):iMz(q)zn)—i_iMz( T):
Y M (BF)=-Y @1, == ma7 -1, =

Taigi gavome, kad besisukancio apie nejudamaja asi kiino tangentinés inercijos jégos
sukuria inercijos jégu momenta sukimosi aSies atzvilgiu, kuris yra lygus kiino kampinio
pagrei¢io ir kiino masés inercijos momento sukimosi aSies atzvilgiu sandaugai ir yra
nukreiptas i prieSinga sukimosi kampiniam pagreiciui pusg, t. y.

M®=—¢-1. (164)

Z Z

3.2.3. Besisukancio kiino dinaminés guoliy reakcijos

51 pav. Besisukancio kiino atraminés reakcijos

Pritaikysime d’Alambero principa besisukancio kiino atraminéms guoliy reakcijoms
skai¢iuoti (51 pav.). Taskuose A ir B itvirtinta standyji kiing veikia jégu sistema
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F,, ﬁz, . ﬁn. Laikome, kad kiinas sukasi apie a$j, einancia per taSkus A ir B. Atstumas AB

lygus a. Koordinaciy aSies pradzia yra taSke A (51 pav.).

Tarkime, kad kiinas sukasi teigiamaja kryptimi greitédamas. Siuo atveju kampinio greicio
ir pagrei¢io kryptys sutampa. Zymésime juos vektoriais @ ir €. Tasky A ir B reakcijas
iSskaidome 1 dedamasias koordinaciy asiy atzvilgiu. TaSke B kiinas aSies z atzvilgiu
nesuvarzytas, todél R,, =0.

Taikydami d’ Alambero principa, apskaic¢iuosime taSky A ir B rysiy reakcijas:

Zn:Fix +R,, +R,, +Zn:cpix _

= =

iz::F[y +R,, +Ry + gq)iy _
Zn:Ez +R, +R, +Zn:q>iz -

= =

S (E)-Rya+ Y (@,)=0,
= =

iMy (ﬁz )_ RBya + iM) (Cf)i):()’
i=1 i=1

ZM (F )+ ;M (®,)=o0.

(165)

Siose lygtyse yra penki nezinomi dydZiai — ry$iy reakcijos. Jas rasime apskaiGiave
inercijos jégu projekcijas | koordinaciy asis ir inercijos jégu momentus Siy asiy atzvilgiu.
Inercijos jégoms skaiciuoti laisvai pasirenkame kiino materialyji masés m, taska, kuris

yra nutolgs atstumu £, nuo sukimosi asies. Tasko koordinatés x;,y,,z, (52 pav.).

z 2 2
®, € 5 .
Q; a; i
X, m;
¥ n
q)i
T
q)i
xY

52 pav. Kiino tasko inercijos jégos

Apskaiciuosime inercijos jégu vektoriy projekcijas { koordinaciy asis:

107



@ =P sinw, =m,a; sino, =meh, sino, =m,ey,,

& =—®cosa; =—m,a; cos, =—m;eh, cOSO; =—m,Eex;,
T _

q)iz =0,

@ =P cosa, =m,a coso, =m,m’h, cosL, =m,®°x,,

@! =P sina, =m,a; sino, =m,®°h; sina,, =m,®°y,,

@ =0.

Apskaic¢iuojame kiino inercijos jégy suminio vektoriaus projekcijas | koordinaciy asis:

Zn:CI)[x :ancbfx +Zn:CI>’.’lx =Zn:m[8yi +Zn:mim2xi =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
szn:m[yi +cozzn:m[x[ = My, +® - Mx,,

i=1 i=1

>, =—e-Mx. +0° - My,

iy

¢ia M — visa kiino masé; x_, y. — kiino masés centro koordinatés.

. . . . 3. T e n . v v v e DI
Rasime inercijos jégy @, ir @] momentus koordinaciy asiy atzvilgiu:

T _ T T o_
X i _y1¢lz _Zi¢iy _mlxlzls’
Fon)_ n n o __ 2
X i _yzq)lz _Ziq)iy __mzyizzo‘) ’
— T T _
_th)tx _xiq)iz _mzylzie’

Inercijos jégu suminiai momentai koordinaciy asiy atzvilgiu:
M7 = ZMX(&):)"‘ZMX(@?):SZmixiZi mzzmiyiz =g, -0 I.;
i=1 i=1 i=1 i=1

Cia I ir I —iScentriniai inercijos momentai.
Atlik¢ nesudétingus skai¢iavimus, gausime:

> _ 2
M;=¢1I_ +0" -1,

M® =—]¢.

Z Z
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Gautas inercijos jégu ir momenty iSraiskas jrase i lygciy sistema (132), turésime:
D F,+R, +Ry +€ My, +®’Mx, =0,
z F,+R, +Ry —& -Mx. +®’My. =0,

ZF +R,, =0,

ZMX(F“,. )-Rya+e-1, -l =0,

(166)

ZM (F)+Rya+e 1, +’I_ =0,

i=1

IS lygciy sistemos (166) pirmyjy penkiy lygciy galime apskaiciuoti penkias besisukancio
kiino atramines reakcijas. Sestoji lygtis yra besisukan¢io kiino diferencialiné judéjimo lygtis.
Jeigu @ ir € nezinomi, tai juos galime apskaiciuoti i Sios lygties.

Koordinaciy asys yra standziai sujungtos su besisukanciu kinu, tod¢l kiino maseés
inercijos momentai /_,7 _,I  ir centro C koordinatés x.,y. yra pastovieji dydziai.

.

Kai w=0 ir €=0, kiinas yra rimties biisenos ir papildomy dinaminiy apkrovy i atramas
néra. Rastos atraminés reakcijos Siuo atveju vadinamos statinémis dedamosiomis.

Naudodami lygc¢iu sistema (166) rasime atramines reakcijas, atmetg¢ veikianciasias
iSorines jégas, jvertindami tik kiino judéjima. Tokios atraminiy reakciju dedamosios
vadinamos dinaminémis.

Apskai€iuosime atramos B reakcijos dinamines dedamasias. IS lyg€iy sistemos (166)
gausime:

ng :é(e ’ Ixz - 0‘)zlyz )’

R;x = —é(ﬁ ’ Iyz + mzlxz )

Dinaminé reakcija taske B randama pagal dedamasias taip:

Re=JReY +(Re) =1\l 1. -1,V +e-1, +o'1, ).
p V

Po nesudétingy matematiniy pertvarkymuy turésime:

R =Le? v o NI (167)
a
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PanasSia iSraiSka turés ir atramos A reakcijos dinaminé¢ dedamoji. Remdamiesi atramos B
dinaminés dedamosios bendraja iSraiSka (167), galime padaryti iSvada, kad dinaminé
dedamoji bus minimali, kai kiino judéjimas bus tolygusis (€=0), ir proporcinga kiino
kampinio grei¢io kvadratui. Siuolaikinése greitacigése masinose kiny greiiai yra dideli.
Todél ir atramy reakciju dinaminés dedamosios gali biti didelés ir gerokai virSyti statines
reakcijas. Veikdamos atramas, tokios jégos gali jas suardyti. Todé¢l aktualu yra nustatyti,
kokiomis salygomis judantis kiinas gali turéti minimalias dinamines reakcijas. IS lygciuy
sistemos (166) galime gauti Sias salygas:

My, + @’ Mx,. =0,
—& Mx. +®’My, =0,

168
el —0)21},1 =0, (168)

e-l, +0’1 =0.

Spresdami lygciy sistemg neZinomyu X, y.,[, .1, atzvilgiu, laikydami, kad ktno

Xz

mas¢ M zinoma ir jis juda kampiniu grei¢iu @ ir kampiniu pagrei¢iu €, gauname:

x. =0,
Ye =0,

169
1. =0, (169)

vz

Galime padaryti iS§vada, kad sukimosi aSis z turi eiti per kiino mases centra ir sutapti su
svarbiausiaja centrine inercijos aSimi.

Taigi jeigu kiino sukimosi asis yra kiino svarbiausioji centrin¢ inercijos asis, tai kiino
itvirtinimo vietoje judéjimo metu atramy reakcijos nesiskirs nuo statiniy, kurios atsiranda dél
veikian¢iyjy iSoriniu jégy. Siuo atveju sakoma, kad besisukantis kiinas yra dinamigkai
subalansuotas.

Dinaminiy reakciju skai¢iavimams kartais patogiau naudoti ne galutines formules (166),
bet taikyti d’ Aalambero principo bendrasias iSraiSkas (165).

3.2.4. Bendroji dinamikos lygtis

Nagrinéjame i§ N materialiyjy taSky sudaryta sistema, atitinkancia bet kokius dvipusius
rySius. Pagal d’Alambero principa jégu sistema, sudaryta i§ aktyviuju jégu E, rysiy reakciju

R, ir inercijos jégu Cfbi, bet kuriuo laiko momentu yra atsisveérusi.

Pusiausvirajai jéguy sistemai galime pritaikyti virtualiyju poslinkiy principa. Todé¢l,
d’Alambero principa sujunge su Lagranzo virtualiyju poslinkiy principu, gauname
d’Alambero ir Lagranzo principa dinamiSkai materialiy taSky sistemai: sistemos taSkus
veikianciy aktyviyjy jegy, rysiy reakcijy ir inercijos jégy virtualiyjy darby, atliekamy esant
bet kuriam tos sistemos virtualiajam poslinkiui, suma lygi nuliui.
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Tai galime iSreiksti lygtimis:

arba
S(F+F +6)

i=1

-OF, =0. (170)

N
Si lygtis vadinamos bendrqja dinamikos lygtimi arba d’ Alambero ir LagranZo principu.
Inercijos jégas pakeitus juy iSraiSkomis @i =-m,d,, bendrajai dinamikos lyg¢iai galima

taikyti kitokia formule:

N —_ —_
> (F, + R, —m,a,)- 8% =0, (171)
i1
arba, pakeitg a, = Z, turésime:
N —_ —_ .e
S (F,+ R, —m;7)-87 = 0. (172)

i=1

Suprojektave (172) lygti 1 koordinaciy aSis, gausime analizing bendrosios dinamikos
lygties iSraiSka:

i{(sz +R, _mijéi)'sxi +(Fiy +Riy _mij}i)'sy; +(Fiz +R, _mizi)'szi}: 0. (173)

i=1

Tarkime, kad sistema varzantys rySiai yra idealieji. Tuomet rysiy reakcijuy elementariyjy

N
darby suma z R.OF =0. Siuo atveju (170)—(173) lygtys turés tokj pavidala:

i=1

N

>(F, +&,)- 87 =0, (174)
i=1

N

> (F, —m,a,)- 87 =0, (175)
i=1

N .o

> (F, —m,7)- 87 =o0. (176)

N
Z{(sz _mijéi)'sxi +(Fiy _miyi)'syi +(Fiz _mizi)'szi}: 0. (177)

i=1
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Pavyzdys
Skriemuliy blokas sukasi apie horizontaliaja asi (53 pav.). Ant skriemuliy uZvynioti lynai,
prie ju galy pritvirtintos masés m, ir m,. Sistema juda veikiama sunkio. Reikia rasti

skriemuliy bloko kampini pagreiti. Bloko ir lyno masés galima nepaisyti, sistemos rySiai

idealus.

53 pav. Skriemuliy blokas

Prie judanciy masiy pridedame sunki G, =m,g. Nustatome arba pasirenkame masiy

judéjimo krypti ir judéjimo pobiidi, t. y. pagrei¢iy kryptis. PrieSingomis negu pagreiciy
kryptimis pridedame inercijos jégas &, =m,a;. Pasukg bloka virtualivoju kampu ¢

suteikiame sistemai virtualyji poslinki. Skai¢iuodami taikome bendraja dinamikos lygti:

Randame sunkio darby suma:

D 84, =G, 8, -G, -8s,.

Randame inercijos jégu darby suma:
ZSA@ =—P, - 35, — D, - Js,.
Apskai¢iuojame visus dydzius:
Os,=r-0¢, Js,=R-0¢, G =mg, G,=m,g,

D, =m -a, =m, - ¢€r, ®,=m,-a,=m, -€R.
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Gautas iSraiSkas jras¢ i bendraja dinamikos lygt] gauname:
m, grdQ — m, gROQ —m,r*edQ — m, R*€d¢=0.

Padalije visus lygties narius i§ 0@, sugrupave ir iSreiske €, turésime skriemulio kampinj
pagreiti:
m;r —m,R

€=
mr® +m,R’

3.2.5. Bendroji dinamikos lygtis, iSreiksSta apibendrintomis jégomis

Kai sistema varzantys rySiai yra idealieji, bendroji dinamikos lygtis yra tokio pavidalo:

“111
v
o

> (7 +

i=1

(178)

Tasko padéties vektoriaus virtualyji poslinki iSreiSkiame apibendrintyju koordinaciu
virtualiaisiais poslinkiais:

- or
Sri—z ; 8q, . (179)
k

Irase (179) reikSme 1 (178), gausime:

Zn:(zEﬁ+i&>iﬁ)6qk=0. (180)
K

k=1

Skliaustuose pateiktos sumos yra apibendrinta aktyvioji jéga Q, ir apibendrinta inercijos

jéga Q7 , kurios atitinka apibendrintaja koordinate ¢, .

oy =i<f>;—'- (181)

“m

9
g,

ol -3 F

Naudodami Sias iSraiSkas, gausime tokio pavidalo bendraja dinamikos lygti:
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(07 +07)-8, =0. (182)

k=1

Apibendrintyjy koordina¢iy poky¢iai 8¢q, yra nepriklausomi vienas nuo kito ir nelygis

nuliui. Todél lygéiy sistema (182) bus tenkinama tuomet, kai visi koeficientai esant 8¢, bus
lygiis nuliui:

S (0r +67)=o0. (183)

k=1

Sios lygtys sudaro sistemos bendrasias judéjimo lygtis, taikomas dinamikos uzdaviniams
spresti.

3.2.6. Lagranzo antrojo tipo lygtys

Apibendrintas inercijos jégas iSreiSkus sistemos kinetine energija, galima gauti kito
pavidalo mechaninés sistemos judéjimo diferencialines lygtis, kurios vadinamos Lagranzo
antrojo tipo lygtimis.

Tarkime, kad nagrin¢jama sistema sudaro N materialiyjy tasky, sistemos laisvés laipsnis
lygus n, sistema varZo holonominiai idealiis stacionarts rySiai. TaSky padéties vektoriai Siuo
atveju yra apibendrintyjy koordinaciy funkcijos.

F=7q,.950 4, ), (184)

o bendroji dinamikos lygtis turés toki pavidala:
N .. —
z (_ m;1r; + F, )6

i=1

=0. (185)

3

Tasky virtualieji poslinkiai 87, bus (184) funkcijos pilnasis diferencialas:

57 =Ygy + gy v+ sy
dq, dq, dq,
arba
2 OF
& =Y —8q, . (186)
;an ¢

Irase Sia iSraiska i bendraja dinamikos lygti (185) ir pakeit¢ sumavimo eilg, gausime:

k=1 | i=1

Z{Z(—mr%}if“a—r}éq =0. (187)

Lygties (187) antroji suma skliaustuose reiskia apibendrinta jéga:

114



1

N or,
> ’_aq =Q,. (188)
i=1 k

Pirmajai lygties (187) sumai apskaiciuoti naudojame tapatybg:

8 8 or,
ro i T, d I, (189)
aqk dt aqk " aqk
Gautos tapatybés (189) deSiniosios pusés nariams Sifruoti rasime vektoriaus 7, pilnaja

iSvesting laiko atzvilgiu:
—_ l . l . a l .
=V, =—¢, +—q, +...+—q,. (190)

Paé¢mg abiejy (190) lygybés pusiy dalines iSvestines apibendrinto greifio ¢, atZvilgiu,

gausime:
or  oF
4 = I . (191)
dq, 9q,
Antrasis (189) tapatybés narys duoda:
. d oF - OF
7 ii =T i (192)
dt 9q, qy
Irase (191) ir (192) iSraiSkas 1 (189) tapatybés deSiniaja pusg, turésime:
8 8 8
ro T, I, (193)
a‘Zk a‘h an

Gauta iSraiska jrase¢ 1 (187) lygties pirmaja suma gausime:

i=1 i=1

N . OF N 9F X . oF
Z[_mi’jiaij:_ iZmzZi_zszli . (194)
9q, dt 9q, I 9q,

Tolesniam priklausomybés (194) pertvarkymui panagrinésime sistemos kineting energija:

arba



Kaip matyti i$ (190), funkcija Fl priklauso nuo visy kintamyjy ¢, ir g,. Apskai¢iuosime

Siy kintamyjy kinetinés energijos dalines iSvestines:

d N oF
— =) mr,—, (195)
94, ; 9,
or & . oF
== m;r — > (196)
an ; agi

Matome, kad (195) ir (196) iSraiSkos atitinka (194) lygybés deSiniosios pusés sumas.
Lygybe (194) dabar galime uZraSyti taip:

N . OF
Z(_ mi a_rj:_(ia_T_a_Tj (197)
i=1 g, dt 94, oq,

ISraiskas (188) ir (197) irase¢ 1 (187), gausime:

4 d oT dT
—| ———-——1{+0, {3q, =0. (198)
;{ [dt 9q, aqu k}é k

Lygtis (198) vadinama bendrqja dinamikos lygtimi apibendrintyjy koordinaciy sistemoje.
Virtualieji apibendrintyjy koordinaciy poslinkiaidg, yra tarpusavyje nepriklausomi ir

bendruoju atveju nelygis nuliui. Todél (198) lygtis visada bus tenkinama, kai koeficientai
esant Og, bus lygis nuliui:

di g, 0q,
k=12,...,n,
arba
[ga_T_a_Tj_Q
dr 9q, 9q, “ (199)
k=12,..,n

Lyg¢iy sistema (199) vadinama LagranZo antrojo tipo lygtimis.

Kai sistema varzo holonominiai rysiai, LagranZo lygciu skaiius yra lygus sistemos
laisves laipsniui n. Kitas didelis Siy lyg€iy privalumas — esant sistemai, kurios rysiai idealieji,
1 lygtis nejeina sistemos rys$iy reakcijos.

Pavyzdys
Masés m, slankiklis A gali slysti horizontaliu strypu, o ilgio / ir masés m, Svytuoklé¢ AB

sukasi apie lanksta A. Sudarykime sistemos jud¢jimo diferencialines lygtis (54 pav.).
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54 pav. Slankiklio ir Svytuoklés judéjimas

Tariame, kad sistemos rySiai yra idealieji, o visa Svytuoklés mas¢ sukoncentruota taske B.
Nagrinéjama sistema yra su dviem laisvés laipsniais n=2, todél ja apibrézia dvi
apibendrintosios koordinatés. Apibendrintosiomis koordinatémis pasirenkame slankiklio
koordinatg x ir Svytuoklés kampa @, t. y. g, =x ir g, =@, atitinkamai turésime
apibendrintus greiius ¢, =x=v, ir ¢, =Q=0.

Nagrinéjamos sistemos Lagranzo lygtys bus tokios:

d (aTj oT

o5 =0.

dt\ ox ) ox

d(dT | OoT

e -2==0,.

dt\ 09 ) Jo
Sistemos kinetiné energija:

T=T +T,,

T, = ! my, = ! mx’,

1
T2 =§m2v22;

¢ia v, — Svytuoklés taSko B absoliutusis greitis:
v =v] +v2 +2v,v, cosQ,

v, =0-1=¢-1,v, =x,
T _1 (.2 .212 .. )
5 —Emz X+ Q7" +2xPpcos @

Visa sistemos kinetin¢ energija:
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T :%(ml +m, )i+ %mzl(('pzl +25ipcos )

Kiekvieng Lagranzo lyg€iu narj apskai¢iuojame atskirai:

r_,
ox

oT

% =—m,[x@sin @,

oT . ..

g = (m1 +m, )x +m,lQsin @,

d (0T . . )
Z(gj = (m1 +m, )x + mzl((pcos ¢o— (p2 sin (p),
al = m, (¢l + x cos @),

¢

i a_T :ml(l“+jécos — x(Psin )
i\ 3 AU ¢ —xPsin@).

Suteike¢ apibendrintosioms koordinatéms x ir @ virtualivosius poslinkius,

apskaiciuojame apibendrintas jégas:

0 :ESA1 _ (m, +m,)g - 8x - cos90° 0
boox Ox ’

0, = 0A, _- m, gl sin O@ — . glsing.
S¢ S¢

ApskaiCiuotas reikSmes jrasSysime i Lagranzo lygtis:
(m, +m, )i +m,l($cos @+ ¢ sin@)=0,
[p+ Xcos@+ gsin@=0.

Kaip matyti, kai poslinkiai x ir ¢ yra nemazi, gauname netiesines diferencialines lygtis.

Kai poslinkiai mazi, galima imti:

cosp=1, sinp=¢, ¢’ sin@=0.
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Siuo atveju gauname tiesines diferencialines lygtis:
(m, +m, )i +m,l=0,
O+ X+ g0=0.

Atskyre kintamuosius, galima apskaiCiuoti pirmuosius ir antruosius iy diferencialiniy
lygciy integralus.

119



4. SMUGIS

Jeigu susidirimo metu dviejy kiiny greiciai salyCio vietoje nelygis ir néra bendroje
lietimosi plokstumoje, matome reiskini, kuris vadinamas smiigiu. Sis rei$kinys ypatingas tuo,
kad per be galo maza laiko tarpa (nuo 0,0001 iki 0,00001 s) kiinu greiciai ir judesio kiekiai
pasikeicia baigtiniu dydziu.

Smiugio reiskinio pavyzdZiai: kamuolio arba rutulio smiigis ZzaidZiant; poliakalés
judamosios dalies smiigis 1 poli; plaktuko smiigis i vini, kalama i siena; kiijo smiigis i detalg,
kalamg ant priekalo, ir pan.

Smiigio metu svarbi yra kiiny fizin¢ charakteristika — kiiny tamprumas. Smiigio procesa
galima iSskaidyti { dvi pagrindines fazes:

1) pirmosios fazés metu kiinai deformuojasi ir susispaudzia iki tol, kol juy suartéjimo greitis
tampa lygus nuliui, Sios fazés metu kiiny tamprumo jégos pasieka maksimaligsias
reikSmes;

2) antrosios fazés metu veikiant tamprumo jégoms kiiny geometrin¢ forma atkuriama, kiinai
igyja tam tikrus greiCius ir fazés pabaigoje ju kontaktai nutraukiami.

Kai kiinai yra visiSkai netampriis, ju smiigis pasibaigia pirmaja faze. Toks smugis
vadinamas absoliuciai netampriu.

Kadangi smiigio metu kinetinés energijos dalis virsta Silumine energija, tai kiino greitis u
ivykus smiigiui bus maZesnis nei kiino greitis v iki smugio.

4.1. Judesio kiekio teorema smugiui

UZraSysime vieno kiino judesio kiekio pokycio teorema, pagal kuria judesio kiekio
pokytis per nagrin¢jamaji laiko tarpa lygus visy veikian¢iyjy jégu impulsy sumai per ta pati
laiko tarpa, t. y.

mii —mv =Y S,; (200)

1,=0

¢ia u — kiino greitis po smiigio; v — kiino greitis iki smiigio, T — smiigio laiko tarpas.

Tariant, kad kiing veikia Zinomos iSorinés jégos (pavyzdziui, sunkis) ir kontaktuojanciy
kiiny saveikos jégos, judéjimo kiekio pokycio teoremos (200) deSiniaja pus¢ galime pateikti
kaip iSoriniy F ! ir smiigio metu atsiradusiy jégy F impulsy suma, t. y.

iS’k =iﬁ;dt+iﬁdt. (201)
15=0 15=0 15=0

Iverting tai, kad smiigio laikas T yra labai mazas dydis ir veikianciy iSoriniy jégu
impulsas bus labai mazas, galime jo nepaisyti. Judesio kiekio teorema (200) galime uZraSyti
taip:
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mﬁ—mﬁzzg’k =|F-dt,

tp=0

o t—

arba, imant atsiradusia smiigio metu jéga kaip pastovia jéga, galuting teoremos iSraiska galime
uZraSyti taip:

mu—my=F-1 (202)

Kairioji lygties pusé yra baigtinis dydis, todél ir deSinioji jos pusé turi buti baigtinis
dydis. Taciau jeigu smugio laikas T yra labai mazas, kiiny smiigio saveikos jéga, arba smiigio
jéga, F turi buti labai didelé.

Smigio metu atsiradusioms jégoms matuoti negalime taikyti statinio matavimo biido, t. y.
naudoti dinamometra, nes mechaniniai prietaisai yra inertiski. Tod¢l atsiradusia smiigio metu
jéga F patogiau matuoti jos impulsu:

S =

dt, (203)

o t—

kuris vadinamas smiigio impulsu arba tiesiog — smiigiu.
Pagrindiné lygtis smugio teorijoje turés tokia iSraiSka:

miu—myv =35, (204)

t. y. materialiojo tasko judesio kiekis, jgytas smiigio metu, lygus smiigio impulsui.
Projektuodami | Dekarto koordinaciy asis, turésime:

mu, —mv, =S,
mu, —my, =S, (205)

mu,—my_=S§_,

arba materialiojo tasko judesio kiekio projekcija | bet kuriq asi lygi smiigio impulso
projekcijai  tq paciq asj.
I8 (204) formulés galime rasti materialiojo tasko greiti po smiigio:

—

i=v+—S. (206)

1
m

Matome, kad judancio tasko greitis v po smiigio kei¢ia savo reikSm¢ dydziu, kuris
priklauso nuo smiigio impulso reik§mes ir krypties (55 pav.).
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55 pav. Smigio reiSkinys

Tarkime, judant; dél iSoriniu jégu ﬁ,f poveikio grei¢iu v materialyji taska, esantj
padétyje M, paveiké smiigio impulsas (55 pav.). Materialusis taskas per akimirksni pakeité
krypti ir judéjimo greiti, kuris jgijo reikSme u . Kadangi smiigio laikas yra be galo mazas,
laikoma, kad tasko poslinkis per $i laiko tarpa taip pat yra be galo mazas. Todél tariame, kad
tasko koordinatés smiigio metu nesikeicia.

Tuo atveju kai mechaninés sistemos materialiuosius taskus vienu metu veikia iSorinés ir
vidinés smiigio jégos, iSreikStos impulsais, judesio kiekio teorema uZraSome vienam sistemos
taskui, tardami, kad bet kurio masés m, tasko greitis smiigio veikimo pradzZioje yra v,, o

veikimo pabaigoje u,. Taigi turésime:
myii, —m, v, =S! + 8. (207)

Susumavg tokias lygtis pagal visus sistemos tasSkus, gausime:
D mii, =y my, =Y S, +>. S,
k=1 k=1 k=1 k=1

Tariame, kad mechaninés sistemos tasky judesio kiekiy geometriné suma smiigio jégu

veikimo pabaigoje lygi sistemos judesio kiekiui, t. y. K :kaﬁk, o pradzioje —
k=1

I?O :kaﬁk, be to, pagal vidiniy jéguy savybes ZS’ . =0. Todél mechaninés sistemos

k=1 k=1

judesio kiekio teorema smiigiui galime uzrasyti taip:

K-K,=Y'5, (208)

t. y. mechaninés sistemos judesio kiekio pokytis per smiigio laiko tarpq lygus visy sistemos
taskus veikianciy iSoriniy smiigio impulsy geometrinei sumai.
Projektuodami | Dekarto koordinaciy asis, gauname:
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Kx _K0x :isli’x’
k=1

K, -K,, =Y 5i, (209)
k=1

K. -K,, :Zn“s;;z.
k=1

IS lyg€iy matyti, kad mechaninés sistemos judesio kiekio projekcijos i bet kokiq asj
pokytis per smiigio laiko tarpq lygus visy sistemos taskus veikianciy iSoriniy smiigio impulsy
projekcijy algebrinei sumai.

IS (208) priklausomybés gausime, kad jeigu visu sistemos taSkus veikianciy iSoriniy
smiigio impulsy geometriné suma lygi nuliui, t. y. ZH:S’ I =0, tai K=K o 1Ir . =V,. I8 ¢ia

k=1
iSplaukia iSvada, kad kai mechaning sistema veikia vien vidiniai smiigio impulsai, sistemos
judesio kiekis nekinta.

Pavyzdziui, artilerijos sviedinys sprogsta skrisdamas ore. Jo masés centras judés toliau
taip pat, kaip ir iki sprogimo.

Atsizvelgdami 1 (24) formulg, iSreiSkiame sistemos judesio kiekius iki ir po smiigio
sistemos mase M ir sistemos masés centro greiliais, t. y. K =Mu, ir K o =Mv.. Tuomet

mechaninés sistemos judesio kiekio teorema smiigiui galime uzrasyti taip:

Mii, — My, =) ;. (210)

k=1

Lygtis (210) parodo mechaninés sistemos masés centro greicio kitima dél smiigio.

4.2. Kinetinio momento teorema smiigiui
Kiekvienam mechaninés sistemos materialiajam taSkui M, pagal (207) formulg

uzraSysime judesio kiekio teorema smugiui:
mau, —myv, =S5, +S,.

Lygties narius vektoriSkai padauging i$ taSko padéties vektoriaus laisvai pasirinkto centro
O atzvilgiu r, , turésime:

- ~ = = Qi = ouaQv
reXmu, —r Xmyv, =r. XS, +r. XS.. (211)

Sistemos tasSkui M, gauta lygti (211) perraSome visiems mechaninés sistemos taSkams ir

jas sudedame:

n n n n

Z(Fk kaﬁk)_Z(Fk ka‘jk)ZZ(Fk ><§,i)+ Z(Fk Xg/:)’ (212)

k=1 k=1 k=1 k=1
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n
Cia Z(Fk X m, U k)z L — sistemos kinetinis momentas centro O atZvilgiu smiigio pabaigoje;
k=1

n
Z(Fk kaﬁk)zLo — sistemos kinetinis momentas centro O atzvilgiu smigio pradZioje;
k=1

n n
(Fk xS, )= M, (S ,i) — visy sistemos taSkus veikianciy iSoriniy smiigio impulsy suminis
k=1 k=1

vektorinis momentas centro O atZzvilgiu; Z(rk xS! ) ZM ( ) — visy sistemos taskus
k=1

veikianCiy vidiniy jégu smigio impulsy suminis vektorinis momentas centro O atzvilgiu;

ZM ( ) 0 — pagal vidiniy jégy savybes.
Todél galime uZraSyti:

L-L,=M,(5) 213)

k=1

Taigi gavome mechaninés sistemos kinetinio momento teorema smugiui, pagal kurig
mechaninés sistemos kinetinio momento pokytis bet kurio nejudamo centro atZvilgiu smiigio
atveju yra lygus visy isSoriniy smiigio impulsy vektoriniy momenty geometrinei sumai to paties
centro atZvilgiu.

Projektuodami vektoring lygti (213) 1 Dekarto koordinaciy aSis, turésime skaliarines
lygtis:

L, —1L, =Y M,(5]) 214)

Jeigu iSoriniai smugio impulsai lygis nuliui, tai 1§ (213) iSraiSkos iSplaukia, kad L=L,,
t. y. jeigu mechaninés sistemos taskus veikia vien vidiniai smiigio impulsai, tai sistemos
kinetinis momentas bet kokio centro atZvilgiu nekinta.

4.3. Atsistatymo koeficientas

Nagrinésime kiino, pavyzdziui, kamuolio smiigi 1 nejudama pavirSiy (56 pav.). Tarkime,
kad kamuolio masés centro greitis smiigio pradZioje v sutampa normale kontakto pavirSiui.
Toks smigis yra tiesioginis centrinis smiigis. Po smiigio kamuolys igyja greiti u, kuris
nukreiptas ta pacia normale, bet prieSinga kryptimi. Grei¢io u ir grei¢io v santykis
vadinamas atsistatymo koeficientu, t. y.:

k=" (215)
v
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UzraSysime kiino judesio kiekio pokycio teoremos projekcijy | normalg iSraiSkas pirmajai
smugio fazei:

m-0—m-v=-=S,,
antrajai smugio fazei:

-m-u—-m-0=3S5,.

IS ¢ia gausime smiigio faziy impulsy projekcijas:

S, =my,
S, =—mu,
arba absoliuciaisiais dydziais:
|S 1| =my,
|S 2| = mu.

Tuomet atsistatymo koeficientas gali biiti uZraSytas taip:

S
p=t=0 2 (216)
v .

s
1

todel galime pabreézti, kad atsistatymo koeficientas lygus antrosios smigio fazés impulso
santykiui su pirmosios smiigio fazés impulsu.

56 pav. Tiesioginis centrinis smiigis

Atsistatymo koeficientas priklauso tik nuo kamuolio ir nejudamo pavirSiaus medZiagos,
taCiau specializuotoje techningje literatiiroje yra nurodoma, kad atsistatymo koeficientui tam

tikra nezymia itaka turi pradinis smiigio greitis, kiiny kontakto ploto forma ir kiiny masiy
santykis.

Praktikoje pasitaiko tokiu atvejy:

1) k=0, t. y. kai kamuolio greitis po smiigio u =0; Siuo atveju turésime absoliuciai
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netampry smiigi;
2) k=1, Siuo atveju turésime tampry smiigi, kurio metu teoriskai u =v;

3) 0<k<1;Siuo atveju turésime ne visai tampry smigiir u <v.

Atsistatymo koeficiento skaiciavimas

Tarkime, kad kamuolys (57 pav., a) i§ auk$Cio A, laisvai krinta nejudamo pavirSiaus link.
Iki kontakto su pavirSiumi kamuolio igytas greitis skai¢iuojamas pagal Zinoma kinematikos
formule v:\/ﬂ . Po kamuolio kontakto su pavirSiumi prasideda pirmoji smigio fazeé.
Pirmosios fazés metu kamuolys susispaus iki tol, kol jo suartéjimo greitis pasidarys lygus
nuliui. Sios fazés metu kamuolyje atsiranda didéjandios tamprumo jégos ir fazés pabaigoje jos
pasieka maksimaliasias reikSmes.

a) b)

57 pav. Atsistatymo koeficiento skai¢iavimas

Antrosios fazes pradZioje, veikiant tamprumo jégoms, atkuriama geometriné kamuolio
forma, kamuolio masés centras pradeda judéti | virSy ir igyja greiti. Antrosios fazés pabaigoje
kamuolio kontaktas su pavirSiumi nutraukiamas ir kamuolys grei¢iu u juda i virSy, kol pakyla
1 auksti A, (57 pav., b). Tarp kamuolio pradinio judéjimo grei¢io u ir judéjimo aukscio h,

yra kinematikoje iSvesta priklausomybé¢, pagal kuria u=./2gh, . Tuomet atsistatymo

koeficientui skaiciuoti skirta formulé (207) bus tokia:

k= \/E (217)

Eksperimentiskai gautos kai kurios atsistatymo koeficiento reik§més yra tokios: medis |
medj k = 0,50; plienas i pliena k = 0,56; dramblio kaulas | dramblio kaula k& = 0,89; stiklas {
stiklg k = 0,94; varis i vari k = (0,3 — 0,4).

4.4. Ekscentrinis kiino smiigis j nejudantj glotny pavirsiy

Tarkime, judantis kamuolys smiigio metu pasiekia glotny pavirsiy grei¢iu v , kuris sudaro

su normale kritimo kampa o. Po smiigio judancio kamuolio greitis # su normale sudaro
atSokimo kampa [ (58 pav., a).
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58 pav. Ekscentrinis kiino smiigis

Skai¢iavimo schemoje (58 pav., b) parodome visus greiius smiigio kontakto vietoje,
pavirSiui statmena ir i liesting nukreiptus normaling ir tangenting asis, kritimo ir atSokimo
grei¢iy dedamasias pagal Sias aSis ir atsiradusia smiigio kontakto vietoje reakcijos jéga.

Zinome, kad materialiojo tasko judesio kiekis, jgytas smiigio metu, lygus smiigio
impulsui. UzZraSysime judanciam kamuoliui judesio kiekio pokycio teoremos iSraiska:

kuria suprojektave i normaling ir tangenting asis, gausime:

mu, +mv, =S,
{ (218)
mu, —my_ =0.

IS antrosios lygties iSplaukia, kad u_ =v_, t. y. grei¢iy tangentinés dedamosios iki
smigio ir po jo yra lygios.

Kai turime tiesiogini centrini smiigi, atsistatymo koeficientas randamas pagal (215)
formuleg. Esant ekscentriniam smiigiui galime uzrasSyti, kad atsistatymo koeficientas lygus

normalés kryptimi iSdéstyty greiciy santykiui, t. y.

(219)

IS cia iSplaukia, kad u, =k-v,. IS (58 pav., b) galime uZraSyti, kad v, =v-sino ir
v, =v-coso. Be to, turé¢jome u, =v_, todél galime rasti kamuolio masés centro greiti po

smugio:

u:\/uf +u’ =\/vf +k’v? :\/(vsinoc)2 +(kvcosa)’,

arba galiausiai turésime:
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w=v-+sin? o+ k% cos? . (220)

Taip pat galime uZraSyti:

Gausime, kad

tgf = % tgo. (221)

Jeigu atsistatymo koeficientas k <1, turésime tgP > tgo. Todél iSplaukia iSvada, kad
B>a, (222)

t. y. smiigio metu atSokimo kampas didesnis negu kritimo kampas.
Tuo atveju, kai turime absoliuCiai tampry smigi, atsistatymo koeficientas k=1.
Gausime:
tgf = tga
ir
B=a, (223)

t. y. tik absoliuciai tampraus smiigio metu atsokimo kampas lygus kritimo kampui.

4.5. Tiesioginis centrinis dviejy kiiny smugis

Tarp dviejy kiiny A ir B, kuriy masés m, ir m,, ivyksta tiesioginis centrinis smiigis. Toki
atveji turime, kai kiiny masiy centrai yra vienoje normaléje, pagal kuria yra nukreipti kiiny
masiy centry greiciai (59 pav., a).

S, S, S, S,

a) b) c)

59 pav. Tiesioginis centrinis smigis
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Tegul pirmojo kiino greitis v, yra didesnis uz antrojo kiino greitj v,, t. y. pirmasis kiinas
paveja antraji ir ji smigiuoja. Prasideda pirmoji smugio fazé, kurios metu kiinai deformuojasi,
atstumas tarp kiiny masés centry maz¢ja, tamprumo jégos didéja. Pirmosios fazés pabaigoje,
kai kiiny deformavimasis pasibaigia, tamprumo jégos bus maksimalios, o kiiny masiy centrai
judés vienodu grei¢iu u (59 pav., b). Toliau prasideda antroji smiigio faz¢, kurios metu
veikiant tamprumo jégoms kiiny geometrinés formos atkuriamos, o kiiny masiy centrai igyja
tam tikrus greicius. Antrosios fazés pabaigoje, kai kontaktas tarp kiiny nutraukiamas, pirmasis
kiinas igyja greitj u,, o antrasis u, (59 pav., c).

UzraSysime smiigio pagrindines lygtis (205) kiekvienam kiinui:

{mlul -my, ==§, (224)

myu, —m,v, =S.

Siose lygtyse S — smiigio impulso, kuris veikia kiekviena kiina, projekcija i asi Ox arba
tiesiog smiigio impulsas.
Sudésime abi lygtis ir gausime mu, —m,v, + m,u, —m,v, =0. Todél:

mu, +myu, =myv, +m,v,. (225)

Galime padaryti iSvada, kad kiiny sistemos vidinés jégos smiigio metu nekeicia sistemos
judesio kiekio, t. y. kiiny sistemos judesio kiekis po smiigio lygus sistemos judesio kiekiui iki
smugio.

Lygtyse (224) yra daug nezinomuyju dydziy, tai kiiny greifiai po smigio ir smigio
impulso reikSmé.

Nagrinésime pirmaja smiigio faze.

Iverting tai, kad smiigio metu kiiny sistemos judesio kiekis nekinta, uZraSysime sistemos
judesio kiekio iSraiSkas fazés pradZioje ir pabaigoje. Laikome, kad smiigio pabaigoje kiinai
judeés vienodais greiciais u, ir palyginsime sistemos judesio kiekius:

my, + myv, = (ml +m, )u; (226)
i Cia gausime
_my, +m,v,

(227)
ml + m2

Galime padaryti i§vada, kad tuo atveju, kai smiigis yra visiSkai netamprus, po susidiirimo
kiinai judés kartu vienodu greiciu u.

UzraSysime smiigio impulsy reikSmes kiekvienam kinui pirmosios fazés laikotarpiui,
verting tai, kad smiigio impulsai, veikiantys kiekviena kiina, yra lygiis ir nukreipti viena tiese
prieSingomis kryptimis.

{mlu —my, =-S5, (228)

myu—m,v, =85,.
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Rasime smiigio impulsa, veikianti pirmosios fazés laikotarpiu, imdami greiti po smugio
pagal (227) formulg. Turésime:

myv, +m,v
— _ 171 272
S, =m,u—m,v, —mz(—j—mzvz.

m, +m,

Atlik¢ nesudétingus matematinius skai¢iavimus gausime smigio impulsa, veikiant]
pirmosios fazés laikotarpiu:

_mm, (V1 —V, )

S, (229)

n, +m2

Antrosios smiigio fazés metu, kai veikiant tamprumo jégoms kiiny geometrinés formos
atsikuria, juy masiy centrai, fazés pradzZioje turéj¢ vienodus greicius u, jgyja greicius u, ir u,.

UZraSykime antrosios fazés laikotarpiui smugio impulsy reikSmes kiekvienam kiinui atskirai:

(230)

’
{mlu1 -mu=-S,,
My, —mu=3S,.

Laikydami, kad smiigio atsistatymo koeficientas pagal (216) formulg lygus ne tik greiciy,
bet ir antrosios fazés smiigio impulso santykiui su pirmosios fazés smiigio impulsu, t. y.

S . ) . ey
k=—%, galime uZradyti, kad S, =k-S,. Tuomet smiigio impulsy teoremos israiska bus
1

tokia:
mu, —mu=—k-S’,
171 1 1 (231)
myu, —myuu==k-S,.
Padalij¢ (228) lygtis i§ (231) lygc€iy, gausime:
mu, —mu kS| L Moty —myu kS,
mu—my, S, mu—myv, S,
Atlik¢ matematinius veiksmus, turésime dvi atsistatymo koeficiento iSraiskas:
k=0 g p=2 TR (232)
u-—v, u—v,

1§ kuriy galime rasti kiiny grei¢ius po smigio, t. y.

{ul =u+k(u—v,),

u, =u+k(u—v,),
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arba galiausiai turésime:

(233)

Iverting kiiny bendro greicio reikSm¢ u pirmosios fazés pabaigoje pagal (227) formulg ir
atlike nesudétingus skai¢iavimus, gausime, kad po smiigio kiiny greiciai bus:

U =v _(l+k)L(V1 -v,),

m, +m, (234)
U, =v, +(l+k) ml (v1 —vz).

m, +m,

I§ formuliy (233) galime rasti greiéiy skirtuma u, —u, =—kv, + kv, =k(v, —v,), i§ kurio

gausime galuting atsistatymo koeficiento reikSme:

(234 a)

Vi—V,

Galime padaryti i§vada, kad dviejy kiiny smugio atsistatymo koeficientas lygus ju
reliatyviyjy greiciy pries ir po smugio santykiui.

IS smigio pagrindinés lygties (205) galime uZraSyti smigio impulsa, kuris veikia
kiekviena kiing per visa smigio laikotarpi, pavyzdziui, antrajam kiinui:

myu, —m,v, =S. (235)

Zinodami i3 (234) formulés antrojo kiino greitj po smiigio, i§ (235) formulés galime rasti
visa smiigio impulsa, veikianti kiekviena kiing smiigio metu:

mm
— (Vl _Vz)-

ml+m2 m, '|'Wl2

S=m(u, -vz):mz[vz L —vz)—v2}=(1+k)

Taigi gavome smiigio impulso, kuris veikia kiekviena kiing smiigio metu, reikSme:

mm,

S=(1+k) v, —v,) (236)

m, +m,

Gavome skaiCiavimo formules, kurias taikant galima rasti pagrindiniy smugio
charakteristiky dydZius.

Pavyzdziui, jeigu turime absoliuciai netampry smiigi, kurio atsistatymo koeficientas
k =0, tai i§ (234) formuliy rasime kiiny greiciy reikSmes po smiigio:
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m myv, +m,v
U, =v _—2(\,1 VZ)ZM: ,
Wll + m2 I’I’l1 + I’I’l2 (237)
ml m1v1+m2v2
u,=v, + (V1 v ): =

V2
m1+m2 m1+m2

Galime padaryti iSvada, kad jeigu smiigis yra absoliuc¢iai netamprus, tai jo pabaigoje kiiny
greitiai bus vienodi ir kiinai judés kartu. Siuo atveju smiigio impulso reik§mé, isreiksta (236)
formule, bus skai¢iuojama pagal tokia formulg:

mm,

S = (v, —v,). (238)

m, +m,

Absoliuciai tampraus smiigio atveju, kai atsistatymo koeficientas k =1, kiiny greiciy
reikSmés po smiigio randamos i§ (234) pagal tokias formules:

2m
u, =v, ————(v, =v,),
m, +m, (239)
2m,
U, =v, +—(V1 Vz)’
m, + m,
o smigio impulso reikSmé gali buti skai¢iuojama pagal tokia formulg:
2
s="M (), (240)
m, + m,

Matome, kad smiigio impulsas, kai smiigis absoliuciai tamprus, bus du kartus didesnis,
negu tuo atveju, kai smiigis absoliu¢iai netamprus. Tai paaiSkinama tuo, kad prie smiigio
impulso deformacijos fazés prisideda smiigio impulsas deformacijai atkurti.

Kai smiigis absoliuciai tamprus (k =1) ir kai kiiny masés yra vienodos (m, =m, =m), i§
(239) gausime, kad u, =v, ir u, =v,, t. y. kiinai ,,apsikeicia“greiciais.

4.6. Karno teorema

Kai smiigis néra absoliuc¢iai tamprus, kiiny sistemos kinetiné¢ energija po smiigio yra
mazesné negu prie§ smiigj, nes dalis kiiny kinetinés energijos virsta Silumine energija ir yra
sunaudojama kiinams virpinti. Todé¢l kiino greitis # po smiigio bus maZesnis uZ jo greiti v iki
smigio. Vadinasi, ir po tampriojo, ir po plastiSkojo smiigio kiiny kinetiné energija mazéja.

Kai smiigis tiesus, centrinis ir plastiSkasis, kiiny sistemos kinetin¢ energija prieS smiigi:

2 2
T, =—’"‘2V1 +—’”22V2 , (241)

po smiigio:
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T =%(m1 +m, (242)

¢ia m, ir m, — kiiny masés; v, ir v, — kiiny greiciai prie§ smiigj; u — bendras kiiny greitis
1vykus smiigiui.

D¢l smiigio prarastos kinetinés energijos dydis gali biiti rastas kaip energiju skirtumas,
t.y.

AT =T, -T. (243)

Atsizvelge 1 bendraja kiiny greicio iSraiSka (227) pirmosios fazés pabaigoje po nedideliy
matematiniy perskai¢iavimy gausime, kad

ATzéml(vl —u)’ +%m2(v2 —u)’. (244)

Skirtumai (v1 —u) ir (v2 —u) vadinami prarastais greiciais, jie nustato, kiek sumazéjo
kiiny greiciai smigio metu. ISvesta formulé (244) yra Karno teoremos matematiné iSraiSka:
plastiskojo smiigio metu prarasta kitny kinetiné energija lygi tai energijai, kuriq kitnai turéty,

judeédami prarastais greiciais.
PavyzdZiui, jeigu masés m, kiinas, judéjgs grei¢iu v,, atsitrenka | m, masés nejudanti

kiina, tai bendras kiiny greitis po plastiSkojo smiigio bus:

m,v
M:—l L .
m1+m2

Abiejy kiiny sistemos kinetiné energija prie§ smugi:

1
T, _Emﬂﬁz’
PO smiigio
1 m
T= (m1+m2)u2——' v,
2 m +m,
Taigi gauname galuting kinetinés energijos iSraiska:
y (245)
m, +m,

Galime teigti, kad jeigu smiigiuojancio kiino masé m, yra daug didesné uZ kiino, { kurj
smigiuoja, mas¢ m,, t. y. m, >>m,, tai i§ formulés (245) matyti, kad T =T7,. IS ¢ia
iSplaukia, kad po smigio sistema juda, turédama beveik ta pacia kineting energija, kaip ir

prie§ smugi. Taip smogti patariama kalant vinj arba polius. PavyzdZiui, dyzelinio kijo, kuriuo
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kalamos sijos { grunta, masé turi biiti kuo didesné tam, kad sija nesideformuoty. Arba, jei
kiino, esanc¢io rimties busenos, mas¢ m, daug didesné uZ smiigiuojancia mas¢ m,, t. y.
m, >>m,, 1§ formulés (245) gausime, kad 7 =0. Galime padaryti iSvada, kad beveik visa
judancio kiino kinetiné energija sunaudojama kiinams deformuoti. Tod¢l priekalas ir kalamoji
detalé turi biiti gerokai sunkesni nei kijis. Tada visa kiijo kinetiné energija bus sunaudota
kalamai detalei deformuoti.

4.7. Smigio jégos poveikis besisukanciam apie nejudamajg asj kiinui
Tarkime, kad standusis kiinas sukasi apie nejudamaja asi Oz. Tuo momentu, kai kampinis
greitis buvo ®,, kiing veiké iSorinis smiigio impulsas.

UZraSysime kiino kinetinio momento teorema:

pagal kurig kinetinio momento pokytis sukimosi aSies atZvilgiu smiigio atveju lygus visy
iSoriniy smigio impulsy momenty geometrinei sumai tos pacios asies atzvilgiu.

Zinome, kad pagal (28) esant sukamajam judéjimui standZiojo kiino kinetinis momentas
sukimosi aSies atzvilgiu lygus kiino inercijos momento sukimosi aSies atZvilgiu ir kiino
kampinio grei¢io sandaugai. Tuomet kinetinio momento teorema galime uzraSyti taip:

[.o—1.0, =iMz(§,ﬁ),

k=1

i$ ¢ia gausime:
_ k=1
0O-0,=———. (246)

Padarome iSvada, kad besisukancio apie nejudamaja asi standZiojo kiino kampinio greicio
pokuytis, kai veikia iSorinis smiigio impulsas, lygus smiigio impulsy momenty sumai sukimosi
aSies atZvilgiu, padalytai i$ kiino inercijos momento tos pacios asies atzvilgiu.

4.8. Smiigio centras

Turime kietaji kiina, galinti suktis apie a3j Oz, kuri yra statmena bréZinio plok3tumai. Sia
plokstuma laikome kiino simetrijos plokStuma. Kiino masés centras taske C (60 pav.).

Tarkime, kiino simetrijos plokStumoje kiina veikia smigio impulsas S, kurio poveiki
patiria visi kiino taSkai, taip pat kiino guoliy jtvirtinimo taSkai. Nustatysime salygas, kada
kiing veikiantis smiigis nebus perduotas kiino guoliams. Parenkame taska O kaip koordinaciy
pradzig ir nukreipiame aSis Ox ir Oy taip, kad aSis Ox eity per kiino masés centra C.
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xY
60 pav. Smiigio centras

Tariame, kad prie§ smiig] kiinas nejudéjo, t. y. jo kampinis greitis ®, =0. Po smigio

impulso poveikio smiigio pabaigoje kiinas igijo kampinj greiti ®, o kiino masés centras igijo
linijin] greit] u,. = ®-r, kuris esant sukamajam judéjimui yra statmenas judéjimo spinduliui

arba lygiagretus su aSimi Oy. Taikydami formul¢ (210), uZraSysime ktnui judesio kiekio
teoremos iSraiska smiigiui:

Mii. =S +S,; (247)

&a S — kiing veikiantis smugio impulsas, kurio projekcijos | koordina¢iy asis yra S ir S ;
S o — kuino guoliy reakcijos smugio impulsas, veikiantis kiino simetrijos plokStumoje, kurio
projekcijos | koordinaCiy asis yra S, ir S, ; M —kino masé.

Projektuodami i koordinaciy aSis teoremos iSraiska (247), gausime:

0=S,+S,.,
Mu. =S, +S,,.

Pagal salyga guoliy reakcijos smugio impulsas yra lygus nuliui, t. y. S, =0. Tuomet

gausime, kad ir jo projekeijos S, =S, =0.

S, =0,
S, =Mu,.

IS Cia iSplaukia, kad smiigis turi biti nukreiptas statmenai aSiai Ox, t. y. statmenai tiesei,

Galime uZraSyti:

kuri jungia kiino sukimosi a$j ir jo masés centra. Tuomet smiigio impulso projekcija 1 Oy asi
bus lygi smiigio impulsui, t. y.
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S, =8=Mu,.

Atsizvelge 1 tai, kad masés centro greitis u,. = ®-r, gausime tokio pavidalo smiigio

impulso reikSme:
S=Mor. (248)

Pagal (246) uzraSysime besisukancio apie nejudamaja asi kiino kampini greiti sukimosi
aSies atzvilgiu po smiigio impulso poveikio, tardami, kad smiigio pradZioje kiinas nejudé¢jo.
Turésime:

> . (5)
==L ; ‘ :Sl-h; (249)

Z Z

¢ia I, — kuno inercijos momentas apie sukimosi aSj; & — atstumas nuo kiino pakabinimo
vietos iki smiigio impulso veikimo tiesés.
I8 (249) formulés gauname:

Lo T.o I

h: 2 — 2 - Z

S Mo

Vadinasi, ties¢, kuria kiing veikia smiigio impulsas, turi biiti nutolusi nuo kiino sukimosi
aSies atstumu:

h=—. (250)

Taska K, esantj Sios tiesés ir Ox asSies sankirtos taske, vadiname smiigio centru.

Dirbantys su kiijais, plaktukais ir kitais smogiamaisiais irankiais Zmoneés renkasi tokio
dydzio irankio kota, kad nebuty smigio impulso reakcijos i ranka. Teniso raketé yra
sukonstruota taip, kad taisyklingai muSant kamuoliuka, pataikius i tinkliuko centra, sanariuose
nebiity jau¢iama smiigio reakcija.

61 pav. Strypo smiigio centras
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Apskai¢iuosime homogeninio tiesaus strypo OA, kurio ilgis /, smiigio centra (61 pav.).
2
Jeigu strypo inercijos momentas [, = = 0 masés centras strypo vidurio taske C, tai

atstumas iki smiigio centro randamas pagal (250) formulg:

MI*
I
OK:VZ——3 1 2,
rooy.L 3
2

. 2 . oy .. _ .
Strypo smugio centras yra atstumu gl nuo sukimosi asies, t. y. jeigu smigio metu strypo

kontakto su pavirSiumi vieta bus taskas K, tai strypa laikanti ranka nepajus smiigio poveikio.
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5. SVYRAVIMAI

Svyravimai — tai judéjimas, kurio vaidmuo inZinerijoje itin svarbus. MaSiny, transporto
priemoniy, mechaniniy prietaisy ir mechanizmy judé¢jimas visada susijgs su svyravimais. Kai
svyravimai virSija leidZziamasias ribas, gali prasidéti mechanizmo arba konstrukcijos irimas.
Taciau tam tikry mechanizmy funkcionavimas yra pagristas tik svyravimo reiSkiniu
(pavyzdziui, betono plakimo vibratoriai). Todél svarbu Zinoti svyruojanciu objekty
charakteristikas ir priezastis, kurios sukelia svyravimus.

Svyravimo procesams yra biidinga, kad objekto judéjimas yra kartotinis, t. y. po tam tikro
laiko, kuris vadinamas periodu, visos judé¢jimo charakteristikos pasikartoja.

Svyravimo teorija nagrinéjama specialiojoje literatiiroje, tod¢l apsiribosime paprasciausiuy
svyravimo procesy analize.

Nagrinésime materialiojo tasko tiesiaeigius svyravimus d¢l atstatomosios jégos poveikio.
Tarp jégu, veikian¢iy materialyji taska, ypac svarbios yra atstatomosios jégos, kurios,
veikdamos taska, priveréia ji grizti { pusiausvyros padéti. Siy jégu reik§més priklauso nuo
taSko nukrypimo nuo pusiausvyros padéties ir yra nukreiptos Siam nukrypimui prieSinga
kryptimi. Siy jégy atsiradimo prieZastys yra jvairios. PavyzdZiui, atstatomoji jéga atsiranda
dél spyruoklés standumo ir deformavimosi krypties (62 pav.).

b)

62 pav. Spyruoklés atstatomoji jéga

Atstatomoji jéga proporcinga poslinkiui arba spyruoklés deformacijai, t. y.

F=c-|x; (251)

¢ia ¢ — spyruoklés standumo koeficientas.
Atstatomosios jégos projekcija 1 aSj Ox 62 pav., a, pavaizduotu atveju lygi:

F =—F=—c-x, (252)

X

0 62 pav., b, pavaizduotu atveju:

F.=F=c-(-x)=—-x. (253)
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Pavyzdziui, pontona vandenyje (63 pav.) veikia vandens Archimedo jéga, kuri Siuo atveju

yra atstatomoji jéga, nes yra nukreipta poslinkiui prieSinga kryptimi.

63 pav. Vandens atstatomoji jéga

D¢l atstatomosios jégos poveikio materialusis taskas juda apie pusiausvyros padéti viena
kryptimi, sustoja ir tuomet juda prieSinga kryptimi. Véliau jud¢jimas kartojasi. Matome, kad
vyksta materialiojo tasko svyravimai apie pusiausvyros padéti.

Jeigu judéjimas vyksta besiprieSinanciojoje aplinkoje, tai taska be atstatomosios jégos
veiks ir pasiprieSinimo jéga, kurj priklauso nuo besiprieSinancios aplinkos ir taSko judéjimo
greiCio. Judanti taska gali veikti ir Zadinancios jégos, suteikiancios Siam taskui papildomy
judéjimo impulsy.

Visais atvejais tasko judéjimas apraSomas diferencialinémis lygtimis, kuriy sprendimas ir
yra tasko judéjimo analize.

Pagal veikianciyjy jégu poveiki materialiojo taSko svyravimai skirstomi i:

1) laisvuosius;

2) gestanciuosius;

3) priverstinius nesant slopinimui;

4) priverstinius esant slopinimui.

5.1. Laisvieji svyravimai

Tarkime, materialusis masés m taskas, prikabintas prie neiStemptos ¢ standumo

spyruoklés galo (62 pav.), yra statinés pusiausvyros padétyje.
Pastumus §i taska i$ pusiausvyros padéties atstumu x, spyruokléje atsiranda atstatomoji

jéga F , kurios projekcija 1 Ox asj pagal (252) arba (253) turés tokia reikSmg:

F =—c-x.

UZraSysime Siam taSkui diferencialing judéjimo lygti:

d*x
dt?

arba




IS ¢ia gausime tokia iSraiSka:

2
d 2x +Sx= 0,
dt m
arba, pazyméje teigiamaji dydi:
L=k, (254)
m
galiausiai gausime:
d’*x )
+k“x=0. (255)
dt’

Turime tiesing antrosios eiles diferencialing lygti su pastoviaisiais koeficientais ir be
laisvojo nario, kuri vadinama laisvyjy svyravimy diferencialine lygtimi. 1S tiesiniy
diferencialiniy lygc¢iu teorijos Zinoma, kad Sios lygties bendrasis sprendinys atitinka tokia
iSraiska:

x=C, coskt + C, sin kt. (256)
Pirmoji (256) lygties iSvestiné rodo tasko greiti:

v=—C ksinkt + C,k cos kt. (257)

Irase 1 judéjimo lygti (256) greicio bendraja iSraiSka (257) ir judéjimo pradines salygas, t.
y. kai =0, tasko padét] x, ir greiti v,, gauname:

C1 :-x()7 VO :CZk’

Iverting rasty konstanty reikSmes, gausime diferencialinés lygties (255) sprendimo
iSraiska:

X=x,coskt+ %0 sin kt. (258)

Jeigu laikysime, kad rastas konstantas C, ir C, galima iSreik$ti kitais pastoviais
parametrais, pavyzdZiui, a ir o, t. y. C, =asino ir C, =acos ., tai diferencialinés lygties

(255) sprendimo iSraiSka bus tokia:

x=asin(kr + o), (259)
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¢ia a ir oo yra pastovis dydziai. Gautoji iSraiSka (259) yra harmoniniy svyravimy lygtis.
Todél, galime padaryti iSvada, kad, veikiant atstatomajai jégai, kuri proporcinga atstumui nuo
taSko 1iki traukos centro, tiesiaeigiSkai judancCio materialiojo tasko svyravimai bus
harmoniniai.

Dydis a, t. y. tasko didZiausias nuotolis nuo pusiausvyros padéties, vadinamas svyravimy
amplitude. Argumentas (kr+ o) vadinamas svyravimy faze, o dydis o vadinamas pradine
svyravimy faze (fazés reikSmé pradiniu laiko momentu, t. y. kai r=0). Matome, kad
harmoniniy svyravimuy grafikas yra sinusoid¢ (64 pav.), kurios dvieju amplitudziy dydis 2a
yra vadinamas svyravimy juosta.

A

\

~d

- 7
S

\
/R

; ‘ .
2a‘ a‘ . // \ t

64 pav. Laisvieji svyravimai

Materialiojo taSko greitis, kai jo svyravimai yra harmoniniai, randamas kaip pirmoji
judéjimo désnio iSvestine:

v= % = ak cos(kt + o). (260)

ISvestinés Zenklas rodo taSko jud¢jimo krypti konkreCiu laiko momentu. Svyravimo
amplitudg a ir prading faz¢ o randame pagal judéjimo pradines salygas. Tegul pradiniu laiko
momentu ¢ =0 taSkas M yra padétyje x, ir jo greitis Sitame taSke yra v,. IS (259) ir (260)

formuliy, kai =0, turésime:

X, =asino ir v, =akcosOo.

IS ¢ia po nesudétingy matematiniy skai¢iavimy gausime svyravimuy amplitudés ir pradinés
fazés reikSmes:

2
for
a= x§+% ir tgo="0 (261)
0

Rasime svyravimy perioda 7, t. y. maziausia laiko tarpa, kuriam praéjus taSkas sugrizta |
ta pacia padéti ir tuo paciu greic¢iu. Sinuso ir kosinuso periodas yra 2m. Todél, pragjus
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laikotarpiui 7, svyravimy fazé did¢ja dydziu 2m. Galime uZraSyti dviejy artimy faziy
skirtuma:

k(t+T)+ o — (kt + o) =2,

1§ Cia rasime svyravimy perioda:

T=—o. 262
. (262)
Galime uzrasyti:
2n
k=—-. 263
T (263)

IS paskutinés formulés daroma iSvada, kad dydis k& lemia svyravimy, kuriuos taskas
atliecka per 2m sekundes, skaiCiy. Dydis k vadinamas cikliniy svyravimy daZniu. Ciklini
svyravimy daznj padalysime i§ 27 sekundZiy, gausime svyravimu skaiciy per viena sekundg,
arba daznj hercais (Hz), t. y.

F=k (264)

Palyging (262) ir (264) formules, galime padaryti iSvada, kad svyravimy daznis hercais
yra atvirkstinis svyravimy periodui, t. y.

f= (265)

1
=

I8 (254) galime uZrasyti, kad ciklinis daZnis skai¢iuojamas pagal formulg:

k= \/E ) (266)
m

Matome, kad ciklinis daznis priklauso nuo spyruoklés standumo ir svyruojancio tasko
masés. Sis dydis taip pat vadinamas svyravimy savuoju dazniu.
I8 (262) formulés gausime:

T=—=2m/—.

c

Galime teigti, kad svyravimy periodas nepriklauso nuo pradiniy judéjimo salygu.
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5.2. Gestantieji svyravimai

—

Kai taSko svyravimai vyksta besiprieSinancioje aplinkoje, be atstatomosios jégos F,
judanti taSkaq veikia dar ir aplinkos pasiprieSinimo jéga, kuri esant maZiems judéjimo
greiiams yra proporcinga Siam greiciui.

Tarkime, judanti tam tikroje aplinkoje grei¢iu v materialyji taSka (65 pav.) veikia
atstatomoji jéga F ir aplinkos pasiprieSinimo jéga R, nukreipta prieSinga tasko judé¢jimui

kryptimi, kurios dydis proporcingas greiciui:
R=—u-v; (267)

¢ia W — aplinkos klampumo koeficientas.

65 pav. Svyravimai esant pasiprieSinimui

UZraSome tasko diferencialing judéjimo lygti projekciju i asi Ox pavidalu:

Iverting jégu reikSmes ir tai, kad greicio projekcija skaic¢iuojama kaip pirmoji judéjimo
désnio iSvestiné, turésime:

2
X

m
dt®

dx

dr

=—cx—U

Po nesudétingy matematiniy veiksmy gausime materialiojo tasko gestanciyjy svyravimy

diferencialine lygti:
2
X o 4 kx=0; (268)
dt dt
gia 2n =1
m

Diferencialinés lygties iSraiska ir sprendinys priklauso nuo slopinimo atvejo. Galimas:
a) mazo slopinimo atvejis, kai n <k ;
b) didelio slopinimo atvejis, kai n >k ;
¢) kritinio slopinimo atvejis, kai n=k .
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Nagrinésime sprendima kiekvienam slopinimo atvejui:
a) mazo slopinimo atvejis, kai n <k .

Pagal diferencialiniy lyg¢iu sprendimo teorija Siuo atveju diferencialinés lygties (268)
bendrasis sprendinys tures tokia iSraiSka:

x=ae™ sin(k,t+ o), (269)
¢ia ciklinis svyravimy daznis turés tokia iSraiska:
k,=vk>—n’. (270)

Matome, kad k, <k, t. y. galime padaryti iSvada, kad esant gestantiesiems svyravimams
pasipriesinimo jéga maZina svyravimy ciklinj daznj.

Pagal gestanciyjy svyravimy judéjimo bendraji lygti (269) galime padaryti iSvada, kad $i
lygtis skiriasi nuo laisvyjy harmoniniy svyravimy judéjimo lygties daugikliu e”

n

". Tai reiskia,
kad nagrinéjamas judéjimo atvejis yra svyravimas apie centra O. Taciau $iy svyravimy mojai,
t. y. maksimal@is nuokrypiai viena arba kita kryptimi nuo taSko O, néra pastovieji dydziai;
laikui bégant jie mazéja. Todél §ie svyravimai ir vadinami gestanciaisiais. Siy svyravimy
grafikas parodytas (66 pav.).

A T
// ‘( o
N
\ a,_, / \\ Aa
\ i+1
Y . _
o // / ~— t
o e \\ /e \ /
\ /
NV |

66 pav. Gestanciyjy svyravimy grafikas

Pagrindinés gestanciyju svyravimu charakteristikos:
— amplitudé, kurios dydis randamas pagal formulg:

2
+
a=|x: +w, (271)
kl
— pradiné fazé, kuri nustatoma taip:
k
tgor=—01 (272)
Vo T hx,
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— svyravimy periodas:

T, =—. 273)
L (
Pertvarke paskuting iSraiska, turésime:
T, = E _ 21 _ 27
k, k*—n® n’

k l—k—2

. ) . .. ) ) 27 )
Iverting tai, kad laisvyjy harmoniniy svyravimy periodas T = 7, gausime:

K
IS ¢ia iSplaukia iSvada, kad T, > T, t. y. pasiprieSinimo jéga didina svyravimy perioda.

Vieno gestanciyju svyravimy periodo dviejy vienos krypties gretimy amplitudziy (66
pav.) santykis vadinamas gestanciuyjy svyravimy dekrementu:

D=-", (274)

Iverting diferencialinés lygties (268) bendrojo sprendinio iSraiska, galime uZraSyti:

—n(t+Ty) : —nt _—nT,
Do G _ae ® s1n(k1t+oc+2n):e"e"":e_,,TR
a ae™ sin(k,t + o) e

b

t. y. gestan€iyjy svyravimy dekrementas turés tokig reikSmg:
D=e¢™". (275)
IS cia iSplaukia, kad gestanCiyju svyravimy amplitudé mazéja pastoviuoju, vienodu
dydziu, arba, kitaip sakant, kinta pagal geometrinés progresijos désni.
Praktikoje daznai taikoma ir kita charakteristika, apibuidinanti laisvyjy svyravimy silpimo

spartuma, tai logaritminis gestanciyjy svyravimy dekrementas:

A =1In|D| =nT,. (276)
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b) didelio slopinimo atvejis, kai n >k .

Svyravimo diferencialiniuy lyg¢iu sprendinys turés toki pavidala:

— 2_g2 _n?=k>
x=e”'(Cle" "+ Cre" t}‘.

¢) kritinio slopinimo atvejis, kai n =k .

Svyravimo diferencialiniy lyg¢iu sprendinys turés toki pavidala:

x=e"(C, +C,t).

(277)

(278)

Integravimo konstantos randamos pagal pradines jud¢jimo salygas, o svyravimo grafikai

gali biiti tokie (67 pav.):

) x>0 ir v, >0,

x A 1

2) x,>01r v, <0,

3) x,>01r v, <<0.

67 pav. Dideliy slopinimy grafikai

Pradiniu momentu taSkas yra iSkeltas | padét; x, >0 ir jam suteiktas pradinis greitis v,,.

Tasko jude¢jimas priklauso nuo greiCio krypties ir dydZio. Jeigu taSko greitis sutampa su

judéjimo kryptimi, tai taskas pradZioje nutolsta nuo rimties padéties, o véliau, veikiant

atstatomajai jégai, laipsniSkai art¢ja prie Sios padéties (67 pav. 1 kreive). 2 ir 3 judéjimo

kreivés atitinka atveji, kai taSko pradinis greitis nesutampa su judé€jimo kryptimi. Matome,

kad, esant dideliam pradiniam greiciui, taSkas gali pereiti per rimties padétj, o véliau

laipsniskai grizti | pusiausvyros padéti.

5.3. Priverstiniai svyravimai nesant slopinimui

Kai svyruojant; materialyji taska papildomai veikia periodiSkai kintanti jéga, turésime

taSko priverstinius svyravimus. Tokia jéga vadinama Zadinancigja, turinia svyravimo

amplitude, daZznj ir prading fazg. Tokia situacija pasitaiko technikoje tais atvejais, kai,

pavyzdZiui, besisukancio veleno masés centras néra sukimosi aSyje (68 pav.).

146



68 pav. Zadinancioji jéga Q esant kiino priverstiniams svyravimams

Kai velenas sukasi pastoviuoju kampiniu grei¢iu ®, masés centro C normalinis pagreitis
a, =®r bus nukreiptas { trajektorijos vidy. Pagal d’ Alambero principa normaliné inercijos
jéga ® =ma, nukreipta | prieSingg pagreiciui pusg. Sios jegos projekcija i asi Ox nustatoma

taip:
® =@ sin@=, sin(wr+8)=mw’r-sin(wr + J),

arba, kitaip tariant, horizontaligja kryptimi kiing veikia Zadinancioji jéga, kurios bendroji
iSraiSka bus tokia:

O = H sin(or + 3); (279)

gia H=mm’r — zadinan&iosios jégos amplitudé; & — Zadinanciosios jégos veikimo pradiné
. e e e o . 2n
faz¢; @ — zadinanciosios jégos ciklinis daznis. Zadinanciosios jégos periodas T =—.
®
Zadinanéioji jéga Q priveréia kina pasislinkti horizontaliaja kryptimi, tai sukelia
spyruoklés deformacija, tod¢l spyruokléje atsiranda atstatomoji jéga F =—cx.

UZraSysime kiino diferencialing judéjimo lygti:

d*x
m =F +0,
dt®

1 kuria iraSysime visy jégu reikSmes. Gausime:

2

y 2)( = —cx + H sin(or + ).
t

Po nesudétingy matematiniy pertvarkymy gausime tokio pavidalo priverstiniy svyravimy
nesant slopinimui diferencialing lygti:

2
% + k>x = hsin(or + 8) (280)
t
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Cla h= ﬂ
m
IS tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy teorijos yra Zinoma, kad lygties (280) pilna sprendinj

d’x

t2

sudarys diferencialinés lygties be deSiniosios dalies ( +k’x= Oj bendrasis sprendinys ir
lygties dalinis sprendinys, t. y.

xX=x +x,. (281)

Bendrasis sprendinys yra laisvyju harmoniniy svyravimy lygtis:

x, = asin(kt + o). (282)

Diferencialinés lygties (280) dalinis sprendinys turi toki pavidala:
x, = Asin(oz + ). (283)

2
X,

dt?

Rasime (283) lygties antraja iSvesting =—A®’ sin(wr +8) ir jraSysime visus

dydzius 1 (280) diferencialing lygti. Gausime:

— Aw? sin(of + 8)+ Ak? sin(of + 8) = hsin(wr + §).

ISsprendg gauta lygti, turésime:
— A®’ + Ak® =

i$ Cia rasime priverstiniy svyravimy amplitude:

h
A:kz—(nz' (284)
Tuomet dalinio lygties (283) sprendinio iSraiSka bus tokia:
X, = sin(wr + 3). (285)

k? -’

Taigi priverstiniy svyravimy nesant slopinimui diferencialinés lygties pilno sprendinio

galutin¢ iSraiska bus tokia:

x=asin(kr + o)+ Asin(wr + ). (286)

Galima pastebéti, kad Siuo atveju kiino svyravimai bus sudétiniai, juos sudarys laisvieji
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harmoniniai ir priverstiniai harmoniniai svyravimai.
IS bendrojo sprendinio iSplaukia iSvada, kad priverstiniy svyravimy daZnis @ ir

) .. ) ) 27 e e . .. e
priverstiniy svyravimy periodas 7, =— sutampa su Zadinanciosios jégos keitimosi dazniu ir
0)

periodu.
Priverstiniai svyravimai, kai svyravimy daZnis mazesnis nei laisvyjy svyravimu daznis
(w< k), vadinami mazo daznio priverstiniais svyravimais.

Priverstiniai svyravimai, kai svyravimy daznis didesnis nei laisvyjy svyravimy daZnis
(0> k), vadinami dideliy dazniy priverstiniais svyravimais.

Nagrinésime pagrindinius priverstiniy svyravimy parametrus: faze, amplitude, plakimaq,
rezonansq.

5.3.1. Priverstiniy svyravimy fazé

Esant maZzo daznio priverstiniams svyravimams, kai @<k, pagal (285) gausime tokia

priverstiniy svyravimy lygti:

= rhu)zSin(ﬂ)t + 8) .

svyravimy fazé sutampa su Zadinanciosios jégos faze. Priverstiniy svyravimuy amplitude
randame pagal (284) formulg:

Jeigu w>k , t. y. jeigu priverstiniai svyravimai yra didelio daZnio, priverstiniy svyravimy

. h . ) " . . o
lygti x, :msm(wt+8) pertvarkysime, nes Siuo atveju svyravimy amplitudé yra

neigiama.

#sm(mt +8)= —#sm(wt +8)= # sin(or + & + ).

Dabar turime priverstiniy svyravimy teigiama amplitud¢ A =

5 5> taClau svyravimy
w -k

fazé (wr +8+m) skiriasi nuo Zadinan&iosios jégos fazés (or +8) dydziu 7. Tai reiskia, kad
priverstiniy svyravimy ir Zadinanciosios jégos fazés yra prieSingos.

Taigi galime padaryti iSvada, kad, esant priverstiniams svyravimams mazu dazZniu
judantis taskas visada pradeda judéti koordinaciy asyje ta kryptimi, kuria tuo momentu yra
nukreipta Zadinanc€ioji jéga. Kai priverstiniai svyravimai yra didelio daznio, judantis taskas
koordinaciy aSyje pradeda judéti prieSinga Zadinanciajai jégai kryptimi.
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5.3.2. Priverstiniy svyravimy amplitudé

e . . . . oo h .
IStirsime, kaip priverstiniy svyravimy amplitudé A:TOJZ priklauso nuo

Zadinanciosios jégos daznio . Taikome taSko statinio poslinkio, kuris atsiranda dél
nekintancios jégos poveikio, savoka.

Tarkim, tasSkas yra neiStemptos spyruoklés gale (69 pav.) ir ji pradeda veikti nekintanti
jéga H.

69 pav. Tasko statiné pusiausvyra

Dél jégos H poveikio taSkas pasislinks atstumu A, kol sustos. Vadinasi, pastovi jéga H ir

spyruokléje atsiradusi atstatomoji jéga F =cA, susilygina, t. y. F=H . I§ ¢ia gauname
cA, = H . Galime rasti atstumo A, reikSmg:

Gah=t k=€

m m

Gavome statinio poslinkio, arba statinés deformacijos, iSraiska:

R (287)
Priverstiniy svyravimy amplitudés A santykis su statinio poslinkio didZiu A, vadinamas
svyravimy dinamiskumo koeficientu:
. 288)
a1 (

Esant mazo daZnio priverstiniams svyravimams, Kkai

o<k, atlik¢ nesudétingus
matematinius skaiiavimus, gausime tokia dinamiSkumo koeficiento iSraiska:
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arba

_A _ K-t kK1
= = k-’ o’
0 P l_kT
1
n= o (289)
k2

Esant didelio daznio priverstiniams svyravimams, kai ®>k, atlike nesudétingus

matematinius skaiiavimus, gausime tokia dinamiSkumo koeficiento iSraiska:

arba

h
. L e |
n_AO_ I
k* P
1
= (290)
P

Priverstiniy svyravimy amplitudés priklausomybé nuo Zadinanciosios jégos daznio,

charakterizuojama dinamiSkumo koeficientu, pateikta grafike (70 pav.).

@
k

70 pav. DinamiSkumo koeficiento keitimosi grafikas

Matome, kad kai Zadinanciosios jégos daznis didé¢ja nuo nulio, t. y. nuo =0 iki 0=k,

151



dinamiskumo koeficientas didé¢ja nuo vieneto iki begalybés. Tai reisSkia, kad priverstiniy
svyravimy amplitudé Sitam Zadinanciosios jégos daznio keitimusi yra ne mazesné¢ kaip statiné
deformacija. Kai zadinanciosios jégos daznis didéja nuo ®=k , dinamiSkumo koeficientas
maze¢ja, o tai reiSkia, kad priverstiniy svyravimy amplitudé laipsniSkai mazéja ir gali buti
maZzesné net uz stating deformacija.

Kai zadinanciosios jégos daznis lygus sistemos saviesiems dazniams, t. y. W=k, tai
dinamiskumo koeficientas padidéja iki begalybés. Siuo atveju priverstiniy svyravimy
amplitudé taip pat padidéja iki begalybés. Toks svyravimy atvejis vadinamas rezonansu (jis
bus nagrinéjamas atskirai).

IS (256) formulés matome, kad diferencialinés lygties (280) bendraji sprendini galime
rasti taip:

x=C, coskt+C, sin kt.
Tuomet priverstiniy svyravimy judéjimo lygtis turés tokia iSraiska:

x=C, coskt + C, sin kt + #Sin(wt +9). (291)

Diferencijuodami (291) lygti, gausime greicio bendraja iSraiSka:

v=—kC, sinkt + kC, cos kt + kzh_—wmzcos(oot +3). (292

Targ, kad pradiniu latko momentu, kai ¢ =0, taSko padétis yra x,, o greitis v,, gausime:

h .
X, = Cl +m$ln8,

h®
vy =kC, + ———cos?,
k" —o
i$ kuriy rasime integravimo konstantas:
h .
C,=x, ———sind,
-0
v h (0]
C, =—°—ﬁ-—cos&
k k-0 k

Priverstiniy svyravimy judéjimo lygtys galiausiai gali biiti uZrasytos taip:
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X=X, coskt+%sinkt—%(sin8- coskt+%cos§- sinktj+
k-o (293)

h .
m sm((Dt + 8)
IS ¢ia galime padaryti iSvada, kad tasko judéjima galime laikyti judéjimy suma:

1) tasko laisvyjy svyravimy, kurie atsiranda dé¢l atstatomosios jégos poveikio; Siuo atveju
taskas yra iSjudintas i§ pusiausvyros padéties atstumu x, ir jam suteiktas greitis v, t. y.

X, =X, cos kt + VIO sin kt ; (294)

2) daznio k priverstiniy svyravimy, kurie atsiranda dé¢l Zadinanciosios jégos poveikio, t. y.

h

X, =———
k-’

(sinﬁ-cos kt +%c058 -sin ktj; (295)

3) daZnio ® priverstiniy svyravimy, Kurie atsiranda dé¢l Zadinanciosios jégos daZznio ®
poveikio, t. y.

Lz sin(or + 8). (296)

X3:
kX -

IS priverstiniy svyravimy judéjimo lygties (293) iSplaukia, kad net esant nulinéms
pradinéms salygoms, kai x, =0 ir v, =0, taSkas svyruos savaisiais daZniais pagal (295) ir

(296) judeéjimo lygtis, ir Siy svyravimy amplitudé nepriklausys nuo judéjimo pradiniy salygu.

5.3.3. Plakimas

Kai Zadinanciosios jégos daznis yra artimas taSko laisvyjy svyravimy daZniui @@=k,
esant priverstiniams svyravimams atsiranda reiSkinys, kuris vadinamas plakimu.
Tarkime, kad pradiniu momentu x, =0 ir v, =0. Nagrinésime tasko svyravimus, kurie

atsiranda tik de¢l Zadinanciosios jégos poveikio, t. y. tokius, kurie apraSyti (295) ir (296)

formulémis. Turésime:

X=X, + X, :—#(sinﬁ-cos kt +%cos§- sin ktj +#sin(wt +39).

Atsizvelge 1 tai, kad % =1, po nedideliy matematiniy pertvarkymy gausime:

x:kz%[sm(m 5)— sin(kt + 9]
-
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Pritaike trigonometring sinusy skirtumo formulg:

sinoc—sinB=2sina;Bcosa;B,

gausime:

[ L 0r+0—kt—98 on+8+kr+6}
2 sin CcoS =

2
h . (o—k 0+k
5 > 2 sm( tj . cos(
k-—m 2

t4—5j}
=~ @, galime uzrasyti:

0+k

Ivertine tai, kad

x= 2h z{sin(m;ktj'cos(mt+8)}.

kX -

Pazyméje

gausime tokio pavidalo tasko svyravimy lygti:

x=A(r)- cos(wr + ).

(297)

(298)

(299)

& o . S . oy . . 2n
Siuos judéjimus galime traktuoti kaip tasko svyravimus daZniu ® ir periodu 7' =—,

. . . .. . . . w-— ... . .
kuriy amplitudé A(r) yra funkcija, kurios daZnis yra , 0 keitimosi periodas:

(O]

Iverting tai, kad W=k, galime padaryti iSvada, kad amplitudés svyravimo periodas T,

yra gerokai didesnis negu tasko svyravimai dazniu 7. TaSko jud¢jimo grafikas, apraSytas

(299) formule, pavaizduotas (71 pav.). Toks taSko judé¢jimas vadinamas plakimu.
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| I\ [\

71 pav. Priverstiniy svyravimy plakimas

Priverstiniy svyravimy grafike parodytas tasSko svyravimas, kuris vyksta Zadinanciosios

. Y . . . 2n . : e e
jégos dazniu @ ir periodu 7'=—, Siy svyravimy amplitudé periodiskai kinta savuoju dazniu
®

-k . . . . 4
w-k ir jos keitimosi periodas T, = T
2 w-k

5.3.4. Rezonansas

Kai tasko laisvuju svyravimuy daZnis yra lygus priverstiniy svyravimy daZniui, t. y. k =,
atsiranda reiSkinys, kuris vadinamas rezonansu. Rezonanso metu svyravimy amplitude,
skai¢iuojama pagal (284) formulg, padidéja iki begalybés ir jos skai¢iavimas netenka prasmes.

Priverstiniy svyravimy diferencialing lygti (280), kai k = ®, galime perrasyti taip:

2
2j‘+k2x:hsin(kz+6). (300)
t

I§ diferencialiniy lyg€iu sprendimo teorijos zinome, kad lygties (300) pilnas sprendinys

o 1 - . L . d’ . )
bus sudarytas i$ diferencialinés lygties be deSiniosios dalies (d 2x +k*x= OJ bendrojo x, ir
t

lygties dalinio sprendinio x,. Bendraji sprendini x, galime uZraSyti jau Zinomu pavidalu

(256) kaip tasko judéjimo lygti esant laisviesiems svyravimams, t. y.
x, =C, coskt + C, sin kt.

Taciau lygties (300) dalinis sprendinys x, turi buti tiesiniu poZiiiriu nepriklausomas nuo
sprendinio x,. Todél lygties sprendinys ieSkomas taip:

x, = Brcos(kt + ). (301)

Ieskome neZinomo dydZio B. Randame (301) iSraiSkos pirmaja ir antraja iSvestines:
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% = Bcos(kt + 8)— Bk - sin(kz + 8), (302)

2
dd )22 =—Bksin(kt + 8)— Bk - sin(kt + §) — Btk cos(kt + 8) =
1

(303)
— 2Bk - sin(kt + 8) — Btk > cos(kz + §).

Irase rastus dydZzius i diferencialing lygti (300) gausime:

— 2Bk - sin(kt + 8) — Btk* cos(kt + 8) + Btk * cos(kt + &)= h - sin(kz + §),
arba, atlik¢ nesudétingus matematinius skaic¢iavimus, gausime:

B=—. 304
” (304)

Pilnas lygties (300) sprendinys bus toks:

x=C, coskt+C, sinkt +2—l;(t -cos(kt +8),

arba galiausiai galime uZraSyti:

h
x=C, coskt+ C, sin kt+2—kt : sin(kt+6—§j. (305)

IS ¢ia iSplaukia iSvada, kad rezonanso metu, kai tasko laisvyju svyravimy daznis yra lygus
priverstiniy svyravimy daZniui, t. y. k=, tasko judéjimas susideda i§ dvieju judéjimuy:

laisvyjy harmoniniy svyravimy ir priverstiniy svyravimy. Laisvieji svyravimai vyksta daZniu

. . 2n ) ) o e g o
kirturt T =7 svyravimy perioda. Laisvieji svyravimai aprasomi judéjimo lygtimi:

x, =C, coskt + C, sin kt.

Priverstiniai svyravimai nusakomi (305) tokia lygties dalimi:
X, =it-sin k+s—2 |
2k 2

Priverstiniy svyravimy daZnis k ir periodas T rezonanso metu sutampa su laisvuyjy

. N . y- . .. . . T .q-
svyravimy daZniu ir periodu, taCiau priverstiniy svyravimy fazé (kt + S—Ej atsilieka nuo
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7adinangiosios jégos fazés (kt +8) dydziu g

Priverstiniy svyravimy amplitudé rezonanso mety did¢ja proporcingai laikui, t. y.

h . . . . .
A= % t, priverstiniy svyravimy grafikas pateiktas (72 pav.).

x A
h
xX=—t AN
2k SAN s’f \
TR /\\\ |
N
2\ /N / |
N N\ /o [ / I
/ /o \ ‘ | [
c N / 0\ [ \ / | -
NN L/ V] |
A N N ‘
0 ’ \/
AV, \\\/““‘ \ ,‘
\/ \ /
h y ||
X=—-1 \/
2k

72 pav. Priverstiniy svyravimy amplitudés keitimasis rezonanso metu

y . . . . VU h
IS matematinés priverstiniy svyravimy amplitudés iSraiSkos Azgt gauname, kad

rezonanso metu laikas 7 { svyravimuy lygti ieina kaip daugiklis. Vadinasi, Siuo atveju
svyravimo amplitudé laikui bégant neribotai did¢ja. Praktikoje Sios iSvados pasitvirtina iki
tam tikros amplitudés padidéjimo ribos, nes svyruojantis kiinas visuomet susiduria su tam
tikru aplinkos pasiprieSinimu ir amplitudés keitimosi spartumas sumazéja. Taciau rezonanso
atveju svyravimy amplitudé gali tiek padidéti, kad kiino rySiai gali neiSlaikyti atsiradusiy
poslinkiy ir suirti. Todél svarbu nagrinéti priverstinius svyravimus jvertinant ir aplinkos
pasiprieSinimo jtaka.

5.4. Priverstiniai svyravimai esant slopinimui
Tarkime, materialusis taskas, esantis neiStemptos ¢ standumo spyruoklés gale (73 pav.),

veikiant Zadinandiajai jégai Q= H sin(wr +8), juda besiprieSinancioje aplinkoje, kurios
klampumo koeficientas L.

73 pav. Tasko jud¢jimas esant pasiprieSinimui
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Iverting jégu reikSmes, uzraSysime tasko diferencialing judéjimo lygti:

_Q-F-R (306)

Iraseg jeguy reikSmes, turésime:

d*x dx
= Hsinlot+6)—cx—u—,
dt® ( ) l'Lalt

arba, padalij¢ visus narius i§ masés m, gausime materialiojo taSko priverstiniy svyravimy
esant slopinimui diferencialine judéjimo lygtj tokio pavidalo:

2
d f+2nﬂ+k2x:hsin(mt+6); (307)
dt dt
¢ia 2n=£; n — slopinimo koeficientas; k? =< _ laisvyjy svyravimy daznio kvadratas;
m m

h =— — Zadinanciosios jégos amplitudés ir masés santykis.
m

IS tiesiniy diferencialiniy lygc€iy teorijos Zinome, kad lygties (307) pilnas sprendinys bus

o - : L . d’ d :
sudarytas i diferencialinés lygties be deSiniosios dalies (m P 2x + 2n?x +kix= Oj bendrojo
t t
sprendinio ir lygties dalinio sprendinio, t. y.
xX=x +x,. (308)

Bendrasis sprendinys yra gestanciyju svyravimy lygtis ir, atsizvelgiant | n ir k santyki,
aprasomas (269), (277) arba (278) formulémis.
IeSkomas diferencialinés lygties (307) dalinis sprendinys:

x, = Asin(wr + 8 —¢); (309)

Cia A ir € — nezinomi pastovieji dydZiai; laikome, kad dalinis sprendinys yra pastovios
amplitudés svyravimai, kuriy daznis lygus Zadinanciosios jégos daZniui.
DydZiams A ir € skaiciuoti randame (309) lygties iSvestines:

& Awcos(or + 8 —¢),
dt
2
d fz =—A®’ sin(wr + 8 —¢),
dt
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kurias ir iraSome { diferencialing lygti (307). Turésime:
— Ao sin(or + 8 — &)+ 2n- Awcos(or + 8 —¢€)+ k> Asin(or + 8 —¢€) = - sin(wr + 5).

Po nesudétingy matematiniy skaiciavimy gausime:

A= , (310)

2nm
tg£=k2_w2. (311)
Tuomet diferencialinés lygties (307) dalinis sprendinys turés tokia iSraiska:
h .
X, = sin(wr + 8 —¢). (312)

\/(k2 —0?) +4n’e’

Priklausomai nuo # ir k santykio diferencialinés lygties (307) bendrasis sprendinys turés
tokias iSraiSkas:
mazo slopinimo atveju, kai n <k :

x=ae™ sin(k,t + o)+ h2 sin(or + & —¢€), (313)
\/(k2 o) +4n’e’
didelio slopinimo atveju, kai n >k :
x=e™ (clev"z-k” + Cze_v"z_kzt)t+ i sin(wr +8-¢), (314

\/(k2 -0’ )2 +4n’ o’
kritinio slopinimo atveju, kai n =k :

x=e"(C, +C,t)+ h sin(or + & —¢). (315)

\/k2 —0’) +4ne’

Priverstiniy svyravimy lygtyse (314) ir (315) integravimo konstantos randamos pagal
svyravimy pradines salygas.

Analizuodami (313), (314) ir (315) jud¢jimo lygtis, galime pastebéti, kad tasko judéjimas
susideda 1§ ggstanciyjy ir priverstiniy svyravimy. Kadangi laikui bégant ggstantieji svyravimai
iSnyksta, lieka tik svyravimai dél Zadinanciosios jégos poveikio, kuriy amplitudés dydis
randamas pagal (310) formulg. Svyravimai de¢l Zadinanciosios jégos poveikio vyksta
Zadinanciosios jégos daZzniu ® ir yra apraSomi (312) formule:
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x= L sin(or + & —¢€).

\/(k2 —o* ) +4n’e’

Taip pat pastebéta, kad, esant pasiprieSinimui, jud€jimo priverstiniai svyravimai
Zadinanciosios jégos atzvilgiu pasislenka dydziu €.
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PRIEDAI

1 priedas. Klausimai savarankiSkam darbui

1.
2.

NS AEw

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.

29.

Kaip formuluojami pagrindiniai dinamikos désniai?

Kaip kiino svoris priklauso nuo kiino padéties Zeméje? Kuriuose Zemés pavirSiaus
taskuose kiino sunkio reik§mé didZiausia ir kuriuose maZiausia?

Kokios yra laisvojo materialiojo tasko diferencialiniy judéjimo lygciy iSraiSkos?

Kokios yra nelaisvojo materialiojo taSko diferencialiniy judéjimo lygc€iy iSraiSkos?

Kokie yra pagrindiniai materialiojo tasko dinamikos uzdaviniai?

Ka vadiname pradinémis judéjimo salygomis?

Pagal kokius désnius juda materialusis taskas, mestas tuStumoje jvairiais kampais
horizonto atzvilgiu? Kokiomis salygomis taskas pasieks maksimaly aukstj? Kada tasko
skridimo nuotolis bus maksimalus?

Ka vadiname materialiyjy taSky mechanine sistema?

Ka vadiname materialiojo tasko judesio kiekiu? Kaip jis randamas?

Ka vadiname mechaninés sistemos judesio kiekiu? Kaip jis randamas?

Kaip dinamikoje klasifikuojamos jégos, veikianc¢ios mechaning sistema?

Mechaninés sistemos vidiniy jégy suminio vektoriaus ir suminio momento bet kurio
centro skai¢iavimas.

Ka vadiname jégos impulsu? Kaip jis skaiiuojamas?

Kaip skamba materialiojo tasko judesio kiekio pokycio teorema?

Kaip skamba mechaninés sistemos judesio kiekio pokycio teorema?

Kada mechaninés sistemos judesio kiekis yra pastovus?

Kuris mechaninés sistemos taskas yra vadinamas masés centru (inercijos centru)? Kaip
randama Sio tasko padétis?

Kaip iSreiSkiamas mechaninés sistemos judesio kiekis masés centro judesio kiekiu?

Kam lygus smagracio, besisukancio apie nejudamaja asi, einancia per smagrac¢io maseés
centra, judesio kiekis?

Kodél stivio metu patranka atSoka atgal?

Kokia yra sistemos masés centro judéjimo teoremos iSraiska?

Kokios mechaning sistema veikiancios jégos neturi jtakos sistemos masés centro
judéjimui? Kodel?

K3 vadiname materialiojo tasko kinetiniu momentu centro atZvilgiu?

Ka vadiname mechaninés sistemos kinetiniu momentu centro atZvilgiu, aSies atzvilgiu?
Kokios yra materialiojo tasko kinetinio momento teoremos vektoriné ir koordinatiné
iSraiSkos?

Kaip mechaninés sistemos kinetinio momento teorema iSreiSkiama vektorine ir
koordinatine forma?

Kada mechaninés sistemos kinetinis momentas centro arba aSies atZvilgiu nesikeicia?
Kokia yra besisukancio standZiojo kiino kinetinio momento sukimosi aSies atzvilgiu
iSraiska?

Ka vadiname ir kaip skai¢iuojame standzZiojo kiino inercijos momentus asies, plokStumos
ir tasko atZzvilgiu?
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30.
31.
32.
33.

34.
35.

36.

37.
38.
39.
40.
41.

42.
43.
44.
45.

46.
47.
48.

49.
50.
51.
52.
53.
54.

55.
56.
57.
38.

59.
60.
61.

62.

Kokia yra standZiojo kiino inercijos momento aSies atzvilgiu fizikin¢ prasmé?

Ka vadiname standZiojo kiino inercijos spinduliu?

Kokia yra priklausomybé¢ tarp ivairiy inercijos momenty?

Kokia yra priklausomyb¢ tarp standZiojo kiino inercijos momenty lygiagre¢iy aSiy
atzvilgiu?

Ka vadiname standZiojo kiino iScentriniu inercijos momentu?

Kokias aSis vadiname standZiojo kiino svarbiausiosiomis inercijos asimis tam tikrame
taSke?

Kokioms salygoms esant koordinaciy aSis Oz yra standZiojo kiino svarbiausioji aSis
koordinaciy pradzioje?

Kada standZiojo kiino inercijos momento reikSmeé yra maziausioji?

Kokia yra jégos elementariojo darbo iSraiSka?

Kaip skai¢iuojamas jégos darbas kelio ruoze?

Kaip skai¢iuojamas jégos elementarusis darbas esant kiino sukamajam judéjimui?

Kaip skai¢iuojamas sunkio darbas? Kaip jis priklauso nuo judéjimo trajektorijos? Kada
sunkio darbas yra teigiamas, neigiamas, kada lygus nuliui?

Kaip skaic¢iuojamas galingumas esant jvairiems judé¢jimams?

Ka vadiname materialiojo tasko kinetine energija ir kaip ji skai¢iuojama?

Kaip skai¢iuojame sistemos kineting energija?

Kaip skai¢iuojame standziojo kiino kineting energija esant slenkamajam, sukamajam ir
ploksciajam judéjimui?

Kokia yra materialiojo tasko kinetinés energijos pokycio teoremos iSraiska?

Kokia yra mechaninés sistemos kinetinés energijos pokycio teoremos iSraiska?

Kada sistemos vidinés jégos nejeina i mechaninés sistemos kinetinés energijos pokycio
iSraiska? Kodel?

Koks jégy laukas vadinamas potencialiniu?

Kokia funkcija vadinama jégos funkcija?

Kokia mechaninés energijos tvermeés désnio iSraiska?

Kokia yra standZiojo kiino slenkamojo jud¢jimo diferencialiniy lygciy iSraiska?

Kokia yra standZiojo kiino sukamojo judé¢jimo diferencialiniy lygc¢iy iSraiska?

Kokioms salygoms esant standusis kiinas apie nejudamaja aSi sukasi tolygiai,
greitéjanciai arba létéjanciai?

Kokia yra standziojo kiino ploksciojo judéjimo diferencialiniy lygc€iy iSraiska?

Kuo ypatingas smiigio reiSkinys? Kuo charakterizuojamos smiigio jégos?

Kas vyksta su kiinais pirmosios ir antrosios smiigio fazés metu?

Kaip randami dviejuy rutuliy greiciai kiekvienos fazés pabaigoje esant netampriajam,
tampriajam arba absoliuc¢iai tampriam tiesioginiam centriniam smiigiui?

Kodél smiigio teorijoje vietoj smiigio jégu taikomi smiigio impulsai?

Kokia pagrindin¢ dinamikos formulé taikoma smigio teorijoje?

Kas esant smiigiui vadinama atsistatymo koeficientu? Kaip jis randamas bandymo btidu?
Sio koeficiento skaitinés reikimés ribos.

Kokia yra priklausomybé tarp kritimo ir atSokimo kampy smiigio metu?
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63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

T7.

78.

79.

80.
81.

82.
83.
84.
85.
86.

87.
88.

89.

90.

Kaip smugio teorijoje taikoma sistemos kinetinio momento teorema?

Kaip kinta standziojo kiino kampinis greitis, kai kiing veikia smiigio impulsas?

Kokioms salygoms esant smiigis neperduodamas jtvirtinimo atramai?

Kada susidireg du rutuliai sustoja ir kada jie ,,apsikeiia® greiciais?

Kas smiigio metu yra prarastasis greitis?

Ka smiigio metu vadiname prarastaja kinetine energija?

Kaip skamba Karno teorema?

Prie kokio kiino galima pridéti materialiojo tasko inercijos jéga? Kam lygus Sios jégos
modulis ir kokia jos kryptis?

Koks turi biiti materialiojo taSko jud¢jimas, kad jo tangentiné inercijos jéga buty lygi
nuliui?

Koks turi buti materialiojo tasko judéjimas, kad jo normaliné inercijos jéga bty lygi
nuliui?

I ka redukuojamos standZiojo kiino inercijos jégos esant slenkamajam kiino judéjimui,
sukamajam apie nejudamaja asi kiino jud¢jimui, ploks¢iajam ktino judéjimui?

Kokiai jégai veikiant vyksta materialiojo tasko laisvieji svyravimai?

Kokia yra materialiojo tasko laisvyju svyravimy diferencialinés judéjimo lygties iSraiSka?
Kaip uZraSomas materialiojo taSko harmoniniy svyravimy désnis?

Ka vadiname harmoniniy svyravimy periodu?

Kaip harmoniniy svyravimy periodas priklauso nuo materialiojo tasko judéjimo pradiniy
salygu?

Nuo ko priklauso materialiojo taSko laisvyju svyravimy daznis, amplitudé ir svyravimy
pradiné faze?

Koks yra materialiojo taSko laisvyjy svyravimy grafinis vaizdas?

Kokia yra materialiojo tasko gestanciyju svyravimy diferencialinés judéjimo lygties
iSraiska?

Kaip uzrasomas materialiojo tasko gestanciyjy svyravimy désnis?

Kas apibudina svyravimy silpimo spartuma?

Koks yra materialiojo taSko ggstanciuyju svyravimy grafinis vaizdas?

Kaip uZraSoma materialiojo tasko priverstiniy svyravimy nesant slopinimui diferencialiné
judéjimo lygtis? Koks jos bendrasis sprendinys?

Kurie priverstiniai svyravimai vadinami mazo daznio svyravimais, o kurie didelio daznio
svyravimais?

Kokie veiksniai turi jtakos materialiojo tasko priverstiniy svyravimy amplitudei?

Ka vadiname dinamiskumo koeficientu ir kaip Sis koeficientas priklauso nuo santykio
Ly

k

Kokiomis salygomis priverstiniy svyravimy metu atsiranda plakimo reiSkinys? Kaip
atrodo plakimo grafikas?

Kokiomis salygomis priverstiniy svyravimy metu atsiranda rezonanso reiskinys, kokios

Siuo atveju yra materialiojo tasko priverstiniy svyravimu lygtys ir koks yra grafikas?
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2 priedas. Pagrindinés dinamikos formulés

Pirmoji dinamikos aksioma

F = 0; y = const.

Antroji dinamikos aksioma — pagrindinis dinamikos désnis
F =ma.

Trecioji dinamikos aksioma

my _9s

mg a,

Ketvirtoji dinamikos aksioma
ma = z F.
i=1

Pagrindinés dinamikos charakteristikos

Masés centro koordinatés:

n n n
zmkxk m Y m 2,
xC_k:ln—’ yC:k:ln—; Zc:k:111
zmk my my
k=1 k=1 =1

StandZiojo kiino inercijos momentas:

Izzn:mk “hi.
k=1

Inercijos momentai Dekarto koordinaciy asiy atZvilgiu:

Ix_zn:mk '(yk +Zk)’
k=1

I :zmk '(Zk +xk)’
=1

1=Ym, (4 y7)
=1

Polinis inercijos momentas:

1= m (2 +y2+27)

k=1
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Inercijos momentai plokStumy atzvilgiu:
n
- 2.
IyOz _zmk “ X
k=1
n
- 2.
1, _zmk “Yio
k=1

n
_ 2
1, _zmk R
k=1

Kino inercijos momentas, iSreikStas inercijos spindulu:
— N2
I.=M-i.

IScentriniai inercijos momentai:
n

Ixy :ka .xkyk;
k=1

n

I, :ka “YiZks
=1
n

I,=) m x.z,.
=1

Inercijos momentas lygiagreciy asiy atZvilgiu:
I.=1_+M-d’
Inercijos momentas bet kaip iSdéstytos aSies atzvilgiu:
1, = cos? o1, +cos? B~Iy +cos’ y- I, —2cosPcosy- I, —2cosycoso-1,_—2cos 0l cos B- I,
StandZiojo kiino inercijos momentas:
Lo, = [h*dm.
M
Inercijos momento skaiciavimo formulés

1

Plonas strypas: I, =—MI*; I.=—MI*.
yP 4T3 < 1
Plonas Ziedas ir vamzdis: 1,=1,=MR?; I, =1, =%MR2.
. 1 5o 1 po
Plonas skritulys: IX=IO=§MR ; Iy:Iz:ZMR .
. , 1 2 p2
Storasienis vamzdis: I, ZE-M (R +R, )



) 1
Plonas keturkampis: I, = 3 Mb?; I, = %Ma 2,
) ) 1 ) 1 )
Plonas trikampis: I = g Mb~; I, = g Mb~.
Judéjimo charakteristikos
Materialiojo tasko judesio kiekis:
my;
my = \/(mvx) + (mvy) + (mvz )2 ;
dx y Z
my, =m-—; my, =m——; v, =m—,
dt ’ t t
my, my, my
cosQL = : cosp=—=; cosy=—=.
my my my

Materialiyjy tasky mechaninés sistemos judesio kiekis:
IEzkaﬁk; K=Mv,..
k=1

Materialiojo taSko kinetinis momentas centro atzvilgiu:

— —

I, =M, (mv)=7xmy.
Materialiojo tasko kinetinis momentas koordinaciy aSiy atzvilgiu:
l, =Mx(m\7)= y-my —z-my;

L, =My(m\7)=z-mvx —X-my_;

[, =Mz(m\7)=x-mvy —y-my_.

Materialiyjy tasky mechaninés sistemos kinetinis momentas centro atzvilgiu:

Ly = ioz Mo(mk‘jk):Z(Fkxmkvk)'

k=1 k=1 k=1

Materialiyjy tasky mechaninés sistemos kinetinis momentas koordinaciy aSiy atzvilgiu:

L, :le :ZMx(mk‘jk):Z(yk Ty Ve, — % 'mkvky);
k=1 =1

k=1
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StandZiojo kiino kinetinis momentas:

L,=7r-XM v, L =1, o.

Materialiojo tasko kinetiné energija:

Materialiyjy tasky mechaninés sistemos kinetin¢ energija:

Standziojo kiino kinetin¢ energija esant slenkamajam judéjimui:

StandZiojo kiino kinetiné energija esant sukamajam judé€jimui:

StandZiojo kiino kinetin¢ energija esant plokSciajam judéjimui:

Potenciné energija
Jégos funkcija:

U (x, v, z).
Jeégos elementarusis darbas potencialiniame jégy lauke:

dAza—de+a—Udy+a—Udz; dA=dU(x,y,z).
ox dy 0z

Jégos pilnutinis darbas:
A=U-U,.
Potenciné energija:

V=Ay ==Ay, =U,-U=C,-U; V=-U.
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Jégos poveikio matai
Mechaninés sistemos vidiniy jégu savybeés:

R=YF =0; My =M, (F')=0.
k=1 k=1
Jégos impulsas: dS=F- dt; S = j adt; S=F-t
M,
Jégos darbas: dA=F, -ds; A= IFTds;
M,
M,
dA=F -cos@-ds; Aszcos@ds;
M,
dA=F - dF; A= [ Fdr;
M]
dA =dS - dv; A= [ dSdv;

)

M,
dA=Fdx+Fdy+F.d; A= Idex +F,dy+F,dz.

M,
Atstojamosios jégos darbas:
M - n - n
A= [ RdF =Y FdF; A=Y A,
M, k=1 k=1
Sunkio darbas:
A=xmg - h.
Tamprumo jégos darbas:
C(2 2 C 2 C 42
A=——\r, -1r"); A=——-r"; A=—— A",
S p—— 2
Jégos darbas esant kiino slenkamajam judé¢jimui:
— M: —_
dA=F -dF; A= [Fdr..
M,

Jeégos darbas esant kiino sukamajam judéjimui:
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—

dA=M _(F,)- do; dA=M _ - dg;

L)
A= [M dg: A=M_-(9,-0,).
D
Galingumas:
Nzill—A; N=F.v; N=M_o.
t

Jégos projekcijos potencialiniame jégu lauke:

oUu oV oUu oV oUu oV
F=—=-—; F =—"=——; =—=—-—.
toox ox T 9y dy ooz oz

Diferencialinés judéjimo lygtys
Materialiojo tasko diferencialinés judéjimo lygtys:

d*x & v? -

m = Ex’ m—= Fin;
dr’ zl p zl
dzy a d’s &

m =Y F.; m => F.;
dt? ; N dt? Z:l:
d2Z n n

m =>» F; 0=)>F,.
= ; ’

Pirmojo dinamikos uzdavinio matematiné formuluoté materialiajam taskui

2
Fx:md—;c,
a
d Y. 2 2 2.
F=me F=\|F}+F!+FZ;
2
F, =md ZZ;
dt
F F F
cosoL=—-; cosfp=—"; COSA =—=.
F F F

Antrojo dinamikos uZdavinio matematiné formuluoté materialiajam taskui

F:F(t,x,y,z,vx,vy,vz);
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d2
mdt-zx:Fx(t’x’y’z’vx’vy’vz);
dZ
dtzy:Fy(t,x,y,z,vx,vy,vz);
2
mi’tf:Fz(t,x,y,z,vx,vy,vz);
vx:(pl(t’cl’CZ’C3); x:fl(tacl’cz’c3ac4ac5,cé);
v, =9,(t.C,,C,,C,); y=f,(C,,C,,Cs,C,,Cs,C,);
Vz:(P3(t,C1’C2’C3)§ Z:f3(t’C1,C2,C3,C4,C5,C6);
x=fl(t,xo,yo,zo,vopvoy,vw);
y:fZ(t’xO’yO’ZO’VOX’VOy’VOZ )
Z:f3(t’x0’yO’ZO’VOx’VOy’VOZ .

Reliatyvusis materialiojo tasko judéjimas

mi, =F +®, +®;

X
m ~=F +®, +P_;
Cgtz X kx c
d’y, .
m e =F +®, +P ;
d2
m Z2 =F +®, +P ;
dt
Keliamoji inercijos jéga: d L =—ma,;
Koriolio inercijos jéga: 436_ =-mad,.

Bendrosios dinamikos teoremos
Materialiojo tasko judesio kiekio teorema

d(mv,)=F. dt;
d(mv) = Far, d(mv,)=F,dr;
d(mv_)=F_dt

my_—mv, =S _;

x?

my —my, =8, my, —mvy =S,

myv_—my, =§._.
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Materialiyjy taSky mechaninés sistemos judesio kiekio teorema

dK . d 4
L =R'; m,v F';
B dt x dtkl kx Z kx
d - dK ,
—=R'"; “=R!; —>Ymyv, = F.;
dt dt ' dtz S Z
dK : d
~=R; m,v Fl.
dt dtkl k" kz ; kz*

Materialiyjy taSky mechaninés sistemos impulsy teorema

K, -K, =S
dK = R'dr; dK=dS'; K-K,=S% K,-K, =S
K -K, =S§!

Materialiojo tasko kinetinio momento teorema

d

—M (mv) M F;
dt
d - ( .\ = d -
— M, (mv)=M ,(F) M (m (mv)=M ,F;
t
iMZ( V)=M_F,
dt
Mz(a):O; [, :Mz(mﬁ)zconst.
1\710(#):0; I, =M ,(mv)=const.

d n n -
=“SM _(m, v, )=> M_\F);
B dt — k" k — ( k)
dL - d < - < =
dtO =Mo: Ek_1M}(mka):k_1My( k)’
d < =
—Y'M_ (m7,)=> M_(F);
dt P k" k — ( k)
M. =0; L,= y Mo(mkvk) const.
k=1
3 MZ(F;):O, L. = y M .(m,V,)=const
k=1 k=1

172



Kinetinés energijos teorema

2 2

Mechaninés energijos tvermé

Materialiajam taskui:

Mechaninei sistemai:

Masés centro judéjimo teorema:

Standziojo kiino dinamika

Slenkamasis judéjimas:

Sukamasis judéjimas:

d(mvzjsz; my’ _mvé

Lx - LOx
[ M, L -L,
Lz _LOz

A; T-T,=A"+A";

2 2
Ly =" +V,.
2 2
T+V=T,+V,.
d*x LI
M C: Fl;
dr? ; "
d? oo
1 i=1
d*z LI
M C: Fl;
e le

> F,'=0;

i=1

d’xe &
M dt’ :;Fix;
dzyc O i
M dtz :;Fiy;
d*z LI
M ¢ = F..
dt? ; '
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1,=0 k=1
r n
[ > m () ar:
1,=0 k=1
- '
[ > m (Far
1,=0 k=1
T-T,=A".
ve, =0;



d’x. &

M a’ le fi
d? y = ,

Plok$tuminis judéjimas: M—=5=> F;
dt i1 ’

A’ & :

= ML(F)
c dt2 ;

SuvarZzytos mechaninés sistemos dinamika

Holonominiai rysiai

kintamieji, arba nestacionarus:
f(x,,y,,z,,t)=0 — dvipusiai,
f(x,,y,,2,,1)=0 — vienpusiai;

pastoviis, arba stacionardis:
f(xl. Vi 2 )=0 — dvipusiai,
f(xi, VisZ; )=0 — vienpusiais.
Neholonominiai rySiai
(p(xi’yi’Zi’Xi’yi’Zi’t)ZO'

Apibendrintosios koordinatés: q,; ¢la k=1,2,...,n.

xl. =xi(q1,q2,...,qn,t);
Vi =,(@1 qrss @5 1)
2, =209, 950 4,0 1);

P =7 (qs qrre q,-1); Cla i=1,2,..,1

Virtualieji poslinkiai

Elementarus poslinkis or.
Tikrasis elementarus poslinkis dr.
or, or, or,
§F =2l 8g, + ot 8q, ot —t - 8q
an an a n
5 =375
=2~ 04,
=T 0q;
Virtualusis jégos darbas: SA=F.&F = ‘f‘ : |87| cos o

SA=F- 8 +F, -8 +F- 3.
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Idealieji rySiai:

Apibendrintoji jéga:

Virtualiyjy poslinkiy principas

ZSAW =ZH:E6F:O;
i=1

ZSAL.F—Z(FS +F8, +F.5,)=0

ix ™ xi iy~ yi iz~ zi

i=1

d’Alambero principas
Materialiajam taskui:

Ié a, =0;

“m

Mechaninei sistemai:

SE+YR+Yd, =0
i=1 i=1 i=1

N
(ZMJ v o
i— r
Q = i= k ’ Q F .
‘ 8% i=1 a‘h

ZSA szSQk =0,0q, + 0,8q, +..+0,8q,;

i=1

N
0, =Z(Fix o, g +F, % j

F.+R +®. =0
Ex+Rix+(b1x:O
F,+R, +®, =
EZ +Riz +q>tz :0
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Suminis inercijos jégy vektorius:

Suminis inercijos jégy vektorinis momentas:

Esant kiino sukamajam judéjimui:

Atraminiy reakcijy dinaminés dedamosios:

Reakcijy dinaminiy dedamuyjy pusiausvyros salygos:

My, +®°Mx. =0;
—&-Mx,. +®’ My, =0;
el -0l =0;

21 _0-
el . +o [ =0;

=0.

¥z

CGia x. =0; y.=0; 1, =0; 1

Bendroji dinamikos lygtis
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O=d,: I=-M-ad,
i=1

]\713’2 Mo(q);)
i=1

M?=-¢-1,




=

{(sz _mijéi)'sxi + (E) _miyi)'syi +(Fiz _mizi)'szi}zo'

i=1

Lagranzo antrojo tipo lygtis

d oT dT .

————-—-——|=0,; dia k=12,..,n

di 9, 9q,
Smiigis
Judéjimo kiekio teorema smiigiui: mii —my=F - 1.
Smigio impulsas arba tiesiog smugis: S= j Fdt.

0

Smiigio judesio kiekio teorema taskui: mii —my =S

mu, —mv_ =S _;
mu, —myv, =S ;

mu, —my_=S§_.

Mechaninés sistemos judesio kiekio teorema smiigiui:

n

n n . n -

- - ; v,
E mkuk—g m,v, = E Sk+2 Sis
k=1 k=1 k=1

k=1

K-K,=Y'S;

k=1

Mechaninés sistemos mases centro greicio kitimas dé¢l smiigio:
n - .
— i — 1
Mii. —Mv.=)_S,.
k=1

Mechaningés sistemos smiigio kinetinio momento teorema:
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Lx_L0x: n Mx(ﬂl
k=1
Z_Loziﬁ;jo( li)’ L}'_LO): nM)(
k=1 k;l
LZ_LOZ: Mz(
k=1

Tasko greitis po smiigio:

—

u=v+—=..

1
m

Atsistatymo koeficientas: k=—; k=—
y y

Tasko greitis po ekscentrinio smiigio:

w=v-vsin? o + k> cos’ o, th:%tga,

Tiesioginis centrinis dviejy kiiny smugis:

{ml(ul—v1)=—S;

m,(u, —v,)=S5.
Tasko greitis po ekscentrinio smugio:

_ my, +m,v,

m, + m,
Pagrindiné smugio lygtis pirmajai fazei:

{ml(u_vl):_sl/;
"

m,(u—v,)=S
Pirmosios fazés smiigio impulsas:

S :m1m2(V1 _Vz)
! m +m,

Pagrindin¢ lygtis antrajai smiigio fazei:
{mlul —mu=-S};

My, —mu==3S,.
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’
{mlu1 -mu=—k-S;

myu, —m,u=k-S,.

Kiiny greiciai po smiigio:

ul:vl_(l+k) ™ (Vl_vz);
m, +m,
m,
u2:v2+(l+k) (vl—vz).
m, +m,

Atsistatymo koeficiento reikSmé:

U, -,

Vi =V,

Smiigio impulsas:

S=(1+k)M(V1 —vz).
m, +m,

Absoliuciai netamprus smuigis:

u, =u;
v v - - 1 ’
greiciy reikSmeés po smigio: {

_ . e m,m
smilgio impulso reik§mé: S=—"2 (v, -v,)
m, +m,
Absoliuciai tamprus smugis:
2m
_ 2
u =v, - (V1 - Vz)’
NN _ . m, +m,
greiciy reikSmés po smiigio: o
_ I )
U, =v, + (Vl Vz)a
m, +m,
_ .. . ) 2m,m
smilgio impulso reik§mé: §S="12 (v, —v,)
m, +m,

Karno teorema

ATzéml(v1 —u)’ +%mz(v2 —u)’.

Kampinio greiCio pokytis: ®—®, =



Svyravimai

laisvyjy svyravimuy diferencialiné lygtis:

laisvyju svyravimy lygtis:

svyravimy amplitudeé:

svyravimy juosta:
svyravimy faze:

svyravimy pradiné fazé:

svyravimy periodas:

svyravimy savieji dazniai:

svyravimy ciklinis dazZnis:

daznis hercais (Hz):

gestanciyjy svyravimy diferencialiné lygtis:

gestanciyju svyravimy lygtis, kai n <k :

ciklinis gestanciyjy svyravimuy daznis:

gestanciyju svyravimy amplitudeé:

gestanciyjy svyravimy pradiné fazeé:
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d*x
dt?

+k*x=0;

x=asin(kt + o0);

a;

V2
a= x§+k02;
2a;

(kt+oc);
QL
tgo = —2;
Vo
T—E;
k
k-\ﬁ-
m’
k=E;
T
1
f_T’
2
md 2x+2n@+k2x20;
dt dt

x=ae " sin(k,r +a,);

k, = k*—n*:

v, + nx
T
0 kz

1
x.k
teol, = U
v, +nx,



svyravimy periodas: T, = k—;
1
ve . . ai+1 —nT,
gestanciyju svyravimy dekrementas: D=—"==¢"%,;
a;

gestanciyjy svyravimy logaritminis dekrementas: A= ln|D| =nTy;

gestandiyjy svyravimy lygtis, kai n >k : x=e™" (Cle R o )t;

gestanciyjy svyravimy lygtis, kai n =k : x=e™" (Cl + Czt);
priverstiniy svyravimy nejvertinant slopinimo diferencialiné lygtis:

d*x
dt®

+k*x=hsin(wr +§);

priverstiniy svyravimy nesant slopinimui bendrasis sprendinys:

. . h .
x=x,+x,; x =asin(kt +a); x, = Asin(of +8),  x, =kz—2s1n(0)t+8).
-
.. . h
statin¢ deformacija: A, = -
k
. . . .. A
svyravimy dinamiSkumo koeficientas: n= A—;
0
. . ) . . .. 1
maZzy dazniy svyravimy dinamiSkumo koeficientas: n= =
O
_ P
s .. . . . .. 1
dideliy daZniy svyravimy dinamiskumo koeficientas: n=—; ;
(O]
[

priverstiniy svyravimy judéjimo lygtis:

X=X, cos kt + 2 sin kr — 5 (sinﬁ-coskt+90058-sinktj+Lsin(0)t+8);
k k k* —

k? -

(V)

Vo .
x, = x, cos kt + —>sin kt;
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X, =—

5 2(sinéi-coskt+900s8-sinktj;
k" —m k

X, = sin(or + 3).

k? —
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