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PRATARME

Mechanika — nuolat tobul¢jantis fundamentinis mokslas, apimantis klasiking ir
naujausias, daznai dar iki galo nesuformuluotas, teorijas, kuriame placiai taikomi Siuolaikiniai
skai¢iavimo ir matematinio modeliavimo metodai, pritaikomos naujausios technikos
galimybés eksperimentams, tyrimams bei virtualiajam — kompiuteriniam jvairiy konstrukcijy
ir procesy modeliavimui atlikti. Aukstosiose technikos mokyklose susipazinimas su $iuo
mokslu prasideda nuo teorinés mechanikos kurso. Teoriné mechanika — dalykas, kurio
studijavimas leidzia biisimiems inzinieriams isisavinti klasikinés mechanikos teorijos
pagrindus, padeda suformuoti inZinerini mastyma, igyti uzdaviniy sprendimo igidziy, butiny
studijuojant tokius inzinerinius dalykus, kaip medZziagy atsparumas, medziagy mechanika,
masiny ir mechanizmy teorija ir t. t.

Technikos universitety Siuolaikiniy studijy programose numatomos paskaitos ir
savarankiSkas papildomos literatiiros nagrin¢jimas. Todé¢l autoriai nutaré parengti teorinés
mechanikos statikos dalies paskaity konspekta ir visus kurse nagrinéjamus teorijos klausimus
aptarti daug iSsamiau negu tai imanoma padaryti per paskaitoms skirta laika.

Autoriai bus dékingi skaitytojams uz pastabas ir dalykinius sitilymus.

Autoriai dékingi recenzentams VGTU Medziagu atsparumo katedros prof. habil. dr.
M. Leonaviciui ir Statybinés mechanikos katedros prof. habil. dr. J. Atko¢itinui uz pastabas ir
rekomendacijas rengiant Sia knyga.



[VADAS

Mechanika — fiziniy moksly Saka, nagrinéjanti materialiuosius objektus — kiinus, kiiny
sistemas, ty sistemy pusiausvyra, jud¢jimo désnius bei mechaning tarpusavio saveika.

Statika — mokslas apie pavienius materialiuosius kiinus bei mechanines sistemas
veikian€iy jégu pusiausvyra.

Statikos uZdaviniai
Statikoje vyrauja dviejy riiSiy uzdaviniai:
1. veikianCios jégu sistemos pakeitimas kita, jai ekvivalentine, tafiau paprastesne
sistema;
2. bendruyju salygu nustatymas, kai jégy sistema yra pusiausvira.

Pagrindinés sqvokos

Mechanikoje nagrinéjami Sie objektai: materialusis taskas, kietasis kiinas ir mechaniné
sistema.

Materialusis taSkas. Be galo mazas fizinis kiinas mechanikoje vadinamas materialiuoju
tasku.

Kietasis kiinas. Statikoje tiriamas absoliuciai kietas kiinas — kiinas, kuriame, veikiant
1Sorinéms jégoms, atstumai tarp jo taSku nesikeicia, ir kiinas iSlaiko savo pirming geometring
forma. Realius deformuojamus kiinus galima laikyti absoliuciai kietais, kai ju deformacijos,
lyginant su kiino matmenimis, yra tokios mazos, kad jy galima nepaisyti.

Mechaniné sistema. Materialiyju tasky, arba kietyjy kiiny, visuma, kurioje kiekvieno
tasko arba kiino jud¢jimas priklauso nuo kity taSky arba kiiny judéjimo ir rySiy tarp juy, yra
vadinama mechanine sistema.

Jéga. Dviejy materialiyjy kiiny mechaninés saveikos matas mechanikoje vadinamas jéga.
Fiziné jégos prigimtis teorinéje mechanikoje neturi reik§Smés, Siuo atveju mus domina tik
veikiancios jégos sukeltas efektas. Kadangi kiiny tarpusavio mechaninis poveikis yra galimas
per taska arba plokstuma, jégos yra skirstomos | koncentruotasias ir i$skirstytasias. Gamtoje
néra koncentruotyju jégu, tai tik prielaida, leidZianti supaprastinti sprendziamus uzdavinius.

Koncentruotoji jéga yra vektorinis dydis, apibréziamas trimis faktoriais: pridéties tasku,
kryptimi ir didumu. Vektoriniams dydZiams Zyméti naudosime rodykle “—”, pavyzdZiui: F .

o Jégos pridéties taskas — tai kiino taskas, i kuri sutelktas jégos veiksmas.

e Jégos kryptimi vadinama kryptis, kuria pradéty judéti jégos veikiamas kiinas, iki tol

buves pusiausviras. Ties¢€, iSvesta per jégos pridéties taska jégos veikimo kryptimi, yra
vadinama jégos veikimo tiese. Jéga galima perkelti iSilgai jos veikimo tiesés (1 pav.).

YT

1 pav. Jégos veikimo ties¢



e Jégos didumas pagal tarptauting matavimo sistema SI matuojamas niutonais. Vienas
niutonas (N) yra jéga, kuri vieno kilogramo (kg) masei suteikia vieno metro (m) per
sekunde kvadratu (s°) pagreiti:

_lkg-1m

IN . (1)

1s

ISskirstytosios apkrovos yra nusakomos pridéties linija arba pridéties plotu, veikimo
intensyvumu bei kryptimi. Akademinio pobudzio uzdaviniuose tokios apkrovos yra

pakeifiamos jas atstojanciomis koncentruotomis jégomis (2 pav.).
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2 pav. Paprasciausi iSskirstytyju apkrovy pakeitimo atvejai

Jégy sistema. Kiing veikianciy jégu visuma vadinama jégy sistema. Jégy sistemas patogu
klasifikuoti pagal tai, kaip jos yra iSsidésCiusios erdveje. Todel mechanikoje nagrinéjamos:
plokscioji jégy sistema — kai visos jégos yra iSsidésCiusios vienoje plokStumoje, ir erdviné
Jjéguy sistema — kai visy jégu veikimo tiesés erdvéje yra iSsidésciusios bet kaip.

Teorinés mechanikos pagrinda sudaro désniai, kuriuos suformulavo Galil¢jus ir Niutonas.
Tai désniai, kuriais apibendrinami ilgaamziai stebéjimai, bandymai ir praktiniai zmoniy
darbai. Sie pagrindiniai désniai teorinéje mechanikoje yra aksiomos, t. y. teiginiai, kurie
nereikalauja jrodymo.
Statikos aksiomos

1 aksioma. Norint, kad dvi kiina veikianc¢ios jégos biity pusiausviros, butina ir pakanka,
kad tos jégos biity lygios ir veikty viena tiese prieSingomis kryptimis (3 pav.). Tai yra
paprasciausias atsisverianciy jégu sistemos atvejis.

3 pav. Jégos, sudarancios paprasciausia atsisverianciy jégy sistema



2 aksioma. Jei prie veikianc¢ios kiing jégu sistemos pridésime ar atimsime atsisverianciy
jégu sistema, pavyzdziui (}71,132) (Zr. 4a pav.), tai nuo to kiino biivis nepasikeis. Matome (4b

pav.), kad jégos F ir ﬁl sudaro atsisverianciy jégu sistema, kuria galima atmesti.

F=F =F, .

a) b)
4 pav. Jégos perkélimas iSilgai jos veikimo tiesés

Isvada: kietaji kiing veikiancia jéga galima perkelti iSilgai jos veikimo tiesés (4b pav.).
3 aksioma. Dviejy viename kiino taske pridéty jégu atstojamoji yra lygi jégu vektoriy
geometrinei sumai, t. y. didumu ir kryptimi lygi sudaryto i§ ty jégy lygiagretainio istrizainei

(5-6 pav.).
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R=F, +F,

5 pav. Vektoriy sudétis 6 pav. Vektoriy skirtumas

Dvieju viename taSke pridéty jégu ]51 ir ﬁz atstojamosios jégos R dydi ir krypti galima

rasti analiziniu biidu taikant kosinusy ir sinusy teoremas.
e Atstojamosios jégos R didumas (modulis) randamas i§ trikampio OAB (7 pav.):

R=\F?+F}-2FF,cos(t —a),

arba

R=\F?+F} +2FF,coso. . )

e Atstojamosios jégos R kryptis nusakoma
kampais @, ir ¢, (5 pav.):
7 pav. Atstojamosios jégos kryptis

F _F, _ R _ R 3)

sing, sing, sin(mr —a) sino



4 aksioma. Jégos, kuriomis du kiinai veikia vienas kita (akcija ir reakcija), yra lygios ir
veikia viena tiese prieSingomis kryptimis. Sios jégos yra pridétos prie skirtingy kiny ir
nesudaro atsisverian¢iy jégu sistemos.

Ketvirtoji aksioma yra vienas i§ pagrindiniy mechanikos désniy, nes gamtoje vienpusio
jégos veikimo néra.

5 aksioma. Jei materialiyjy taSky sistema ar deformuojamas kiinas, veikiamas tam tikry
jégu, yra pusiausviras, tai $i pusiausvyra nebus suardyta, jei kiinas taps absoliuciai kietu.
Taciau atvirk$¢ia tvarka Sio désnio taikyti negalima, nes nors jéguy veikiamas absoliuciai
kietas kiinas yra pusiausviras, jam tapus deformuojamuoju pusiausvyra gali biiti suardyta.

6 aksioma. Bet kuri suvarzyta kiina galima bty laikyti laisvuoju, nutraukus rySius ir
vietoj ju prid¢jus atitinkamas rySiy reakcijy jégas (dazniausiai pasitaikanciy rySiy analizé
atlikta 1.8 skyrelyje).



1. JEGOS IR JEGU SISTEMOS

Teorinés mechanikos kursas pradedamas nuo jégos savokos ivedimo. Naudojant jéga yra
ivertinamas vieno materialiojo kiino mechaninis poveikis kitam materialiajam kunui.
Skaic¢iavimo schemose jéga vaizduojama kaip vektorius, kurio ilgis atitinka poveikio diduma,
o kryptis sutampa su poveikio kryptimi. SprendZiant mechanikos uZdavinius, daZnai tenka
nagrinéti ne vienos jégos, bet tam tikros jégu sistemos, sudarytos i§ skirtingo didumo ir
krypties jégu, poveiki. Atsizvelgiant | jégu iSsidéstyma erdvéje, bet kuri jégu sistema gali biiti
priskirta ploksc¢iajai arba erdvinei jégu sistemoms, kurios savo ruoztu yra skirstomos {
susikertanciy, lygiagreCiyjy arba bet kaip iSdéstyty jégu sistemas. Todél toliau aptarsime
bendrus atskiry jégu bei jégu sistemy poveikiuy kiinams arba kiiny sistemoms ivertinimo
principus.

1.1. JEGA

Pagal geometrinius poZymius statikos uzdaviniai gali buati skirstomi i tris grupes:
vienmaciai, dvimaciai (plokstieji) ir trimaciai (erdviniai). Atitinkamai tenka parinkti vienos,
dvieju arba triju koordinaciuy asiy kryptis. Nors daugelis statikos uzdaviniy yra formuluojami
ir sprendziami naudojant Dekarto koordinaciy sistema, pasitaiko atvejy, kai koordinaciy asys
néra statmenos viena kitai. Tod¢él nagrinésime bendraji atveji — jégos projekcijq 1 laisvai

pasirinkta asj.
= C
F
(0

A6 B
| r, | |
— — X : ‘
a —> b b € a

Jégos projekcijos kryptis Jégos projekcijos kryptis

a) b)

8 pav. Jégos projekcija i asi

Tarkim, kad yra asis x ir jéga F , pridéta kino taske 4 (8a pav.). Jéga ir asis yra vienoje
plokStumoje. I8 jégos pradinio ir galinio taSky leidZiami statmenys { a$j x. Gautoji atkarpa ab
asSyje x vadinama jégos F projekcija | asj x ir yra Zymima F :

F —ab. @)

Jégos projekcijos F krypti nusako atkarpos ab atskaitos kryptis — nuo tasko a link tasko
b (8a,b pav.). Jégos projekcijos F. didumas randamas 1§ A4BC:

F

X

B
cosoL =——=——,
AC F

F_=Fcosa, (5)

10



¢ia F — jégos modulis (didumas); kampas o matuojamas prie§ laikrodzio rodykle nuo
teigiamos x asies krypties jégos link. (5) iSraisSka tinka bet kokiai kampo o reikSmei.

Kai jégos projekcijos kryptis nesutampa su teigiama asies kryptimi (8b pav.), jégos
projekcija turi minuso zenkla, nes:

F. = Fcoso = Fcos(180—B)=—Fcosp . (6)

Jégos projekcija 1 asi yra skaliarinis dydis, lygus jégos modulio ir kosinuso smailaus
kampo tarp aSies ir jégos sandaugai. Jégos projekcijos zZenkla nusako jégos su teigiama asies
kryptimi kampo kosinusas, pavyzdziui:

a=0 F =FcosO=F
a =90° F. =Fcos90° =0
a =180° F. =Fcosl80° =-F

Skirtingos jégos gali turéti vienodo didumo ir Zenklo projekcijas (9 pav.), todél jegai
nustatyti nepakanka zinoti jégos projekcija | viena asi.

r—

s
ol

Nt
et

iest]
o

F, ; 5
X X |

— —— X S —— X
a —> ) b -« g

Jégu projekeijy kryptys Jégu projekciju kryptys

9 pav. Jégu projekcijos { asi

Norint nustatyti jéga plokstumoje, reikia turéti jos projekcijas i dvi viena kitai statmenas
koordinaciy asis bei jégos pridéties taska (10-11 pav.).

| A jégos dedamoji > B
|
|
| Fx
a1 : — - X
a  jégosprojekcija

10 pav. Jégos projekcijos plokStumoje

11



F=F +F,. (7)

Jégos didumas (modulis) randamas taip:
_ 2 2
F=F}+FZ,

kur F, = Fcosa ; F, = Fcosf = Fsina . Todel:

(8)

)

B

Fx y
COSp =——.
b F

F. =Fsin(t - B)
F, =—Fcos(t —B)

F =—Fcosf
F,=-Fsinf

F_=Fsinf
F,=Fcosp

11 pav. Jégy projekcijos i asis

Norint nustatyti jéga erdvéje, reikia zinoti jégos pridéties taska ir jégos dedamasias pagal

tris viena kitai statmenas koordinaciy asis (12 pav.).

ka = Y
IJ B
- . __)y
; F;c o

x ¥

12 pav. Jégos dedamosios erdvéje
(10)

F=F +F +F,,

Cia F ,F, ir F, —jégos F dedamosios.
12



F=Fi+Fj+Fk, (11)

kur 7,7, k — koordinaciy asiy vienetiniai vektoriai; F ,F,, F, —jégos vektoriaus projekcijos |

X, v, z koordinaciy asis.
Jégos didumas randamas taip:

F=\F}+F!+F2, (12)

kur F, = Fcosa ; F, =Fcosf; F, = Fcosy .

Jégos kryptis nusakoma kampais:

F F, F
coso. =——; cosPp =—; cosy =—. 13
7 p 7 Y= (13)

1.2. JEGOS MOMENTAS

Atvejuy, kai jéga stengiamasi vienaip arba N
kitaip pasukti kiina, daznai pasitaiko praktikoje
(13 pav.). Jégos sukimo veikimui nusakyti
ivesime jégos momento apie taSka savoka. =

Nagrinésime jégos F sukima apie taska O, T
kuriame vamzdzio (toliau — kiino) aSis kerta

plokstuma, kuria sudaro raktas ir jégos F ( :;

veikimo ties¢ (13—14 pav.).

13 pav. Jégos momentas

IS tasko O leidziamas

statmuo (d) i jégos F
veikimo tiese.

Atkarpa d vadinama

jégos F petimi tasko O
atzvilgiu.

14 pav. Jégos momentas apie taska

Jégos F sukimo efektas pasireiSkia plokStumoje, einancioje per jéga F ir tagka O (13
pav.), ir priklauso nuo jégos F didumo (modulio), peties d dydZio ir sukimo krypties.
e Jégos momentas taSko atzvilgiu Zymimas M, F), kur indeksas O rodo taska, apie

kuri skai¢iuojamas momentas.

13



e Jégos momentu tasko atzvilgiu vadinama jégos modulio ir peties sandauga:

M, (F)=F-d. (14)

Jeégos krypciai tasko atZzvilgiu nurodyti prie§ sandauga raSomas (+) arba (—) Zenklas.
Pagal susitarima momentas yra teigiamas, kai jéga pasuka kiing apie taska pries laikrodzio
rodykle (15a pav.), ir neigiamas, — kai kiinas yra pasukamas pagal laikrodzio rodykle (15b
pav.).

0r)

o
M, (F)=+F-d Fd

\\ O 3 \\
M, (F)--
a) b)

15 pav. Jégos momento apie taska teigiama ir neigiama kryptys

Jégos momento tasko atzvilgiu skaitiné reikSme lygi trikampio, kurio pagrindas yra jéga,
o virsiiné — taskas, apie kurj skai¢iuojamas momentas, dvigubam plotui. Pavyzdziui, jégos F
(14 pav.) momentas tasko O atzvilgiu lygus trikampio O4B dvigubam plotui:

MO(ﬁ):z'AAOABa (15)

¢ia A,,,,; — trikampio OAB plotas; F - trikampio pagrindas; taskas O — trikampio virSiiné.
Jégos momentas tasko atzvilgiu pasizymi Siomis savybémis:
e jégos momentas tasko atzvilgiu lygus nuliui, jei jégos veikimo ties¢ eina per taska;

e jégos momentas tasko atzvilgiu nepasikeicia, kai jéga perkeliama i kita taska jos

veikimo ties€je, nes nepasikeicia jégos ir peties didumai bei sukimo kryptis.
Jégos momento dimensija — [N . m]

14



PLOKSCIOJI JEGU SISTEMA

Ploksciaja jégu sistema sudaro jégos, veikiancios vienoje plokStumoje.

1.3. PLOKSCIOJI SUSIKERTANCIU JEGU SISTEMA

Ploksciaja susikertanciu jégu sistema sudaro jégos, veikiancios vienoje plokStumoje ir
susikertancios viename taske (16 pav.).

16 pav. Ploksciosios susikertanciy jégy sistemos

1.3.1. SUSIKERTANCIU JEGU SUDETIS

Zinome, kad jégos vektoriaus kryptis sutampa su jégos veikimo kryptimi, o vektoriaus
ilgis atitinka jégos diduma. Todé¢l jégas galima sudéti dviem budais: geometriskai — grafiSkai
sudedant jéguy vektorius ir analiziS$kai — sudedant jégu vektoriy projekcijas i atitinkamas
koordinaciy asis.

Susikertanciy jégy geometriné sudétis

Sakykime, kad absoliuciai kieta kiing veikia jégos 131, 17“2, 1’7“3 ir F . » pridétos atitinkamai

taSkuose 4,, A,, A, ir A, (17 pav.).

17 pav. Susikertanciy jéguy geometriné sudétis

I jégu veikimo tiesiy susikirtimo taska 0 perkeliamos visos jégos. Pritaikius treciaja
aksioma ir lygiagretainio taisykle, sudéjus jégas F, ir F,, gaunama §iy jégu atstojamoji jéga

R

R =F +F,. (16)

|
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Toliau jégu }71 ir }72 atstojamoji El sudedama su jéga 17“3. Taip paeiliui galima sudéti

visas jégas ir gauti visos sistemos atstojamaja jéga R :

1

R= 1+17“2+17“3+17“4. (17)

Matome, kad, sudedant dvi jégas, nebitina sudaryti jégy lygiagretaini. Tq pati rezultata
galima gauti prie pirmosios j€gos 131 galo pridéjus vektoriy, kurio didumas ir kryptis atitinka
antrosios jégos F, diduma ir krypti. Sujungus pirmosios jégos pradzia ir pridétosios jégos F,

gala, taip pat gaunama jy atstojamoji R,. Taigi galima nuosekliai sudéti visas jégas (18 pav.).

18 pav. Susikertan¢iy jégu geometriné sudétis

Gautasis daugiakampis O4BCD vadinamas jégu daugiakampiu, o apraSytas jégy sudéties
biidas vadinamas jéguy daugiakampio taisykle. Sio daugiakampio uzdaromoji OD pagal
diduma ir krypti yra lygi jégu sistemos atstojamajai jégai R .

I§ brézinio (18 pav.) matyti, kad:

R =F +F,, (18)
R,=R, +F,=F, +F, +F,, (19)
R=R,+F,=F +F, +F, +F,. (20)

Bendruoju atveju, kai sistema sudaranciy jégy skaicius yra lygus n, galima uzrasyti:

R=F +F, +..+F,=>F, (21)
i=1

kur i=1,2,..., n
Taigi susikertanéiy jégy sistema pakeiiama viena jai ekvivalentine jéga R, pridéta jégu
veikimo tiesiy susikirtimo taske, ir lygia sistema sudaranciy jégu geometrinei sumai.
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Susikertanciy jégy analiziné sudétis

Atstojamosios projekcijos teorema: plokSciosios, viename taSke susikertanciu jégu
sistemos atstojamosios projekcija i asj yra lygi sistema sudaranciy jégu projekciju i ta pacia
asi algebrinei sumai.

Kino taske 4 (19 pav.) pridéta plokscioji susikertanciy jégu sistema (151 , ﬁz , 133 ).

19 pav. Susikertanciy jégy sistema

Sios jégu sistemos atstojamoji R randama taikant jégu daugiakampio taisykle:

1

=
Il
e

3
+F, +F, =) F,. (22)
i=1

Analiziskai rasti jégy atstojamosios R dydi galima visas jégas suprojektavus i x ir y
koordinaciy asis (20 pav.).

20 pav. Jégu ir jégu sistemos atstojamosios projekcijos

3
R =F_+F, +F, = ZE.x ,
i=1
(23)

3
R =F, +F,+F,)=F,.
i1

Si teorema analogiskai jrodoma esant bet kuriam jégy skaiéiui n, todé¢l galima uZrasyti:
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R =F +F, +.+F, =) F

(24)
R, =F, +F, +..+F, =>F

Atstojamosios jégos R didumas (modulis) randamas taip:

R=\R}+R;. (25)

Atstojamosios jégos R kryptis nusakoma kampu o, :

R R R

tano, = —- arba  cosa =—~, sino =——. (26)
R R R

X

1.3.2. TRIJU JEGU TEOREMA

Teorema: trijy nelygiagreciy, esan¢iy vienoje plokStumoje, jéguy veikimo linijos susikerta
viename taske, jégy sistemai esant pusiausvirai.

Sakykime, kietaji kiing veikia trys nelygiagrecios tarpusavyje atsisveriancios jégos F,

ﬁ'z, F, , pridétos atitinkamai taskuose 4,, 4,, 4, (21 pav.).

21 pav. Trijuy jégu teorema

Jegos }71 ir ﬁz veikia vienoje ploks$tumoje, todél galima jas perkelti 1 Siy dvieju jégu
veikimo linijy susikirtimo taska O ir rasti ju atstojamaja jéga R, kuri bus pridéta tame
paciame taske.

Pagal salyga jégos 151, F, ir I:“3 yra pusiausviros, todél jégos I:“3 ir R turi buti lygiy
didumy ir veikti viena tiese prieSingomis kryptimis. Tai reiskia, kad jégos E veikimo tiesé

taip pat kerta taska O.
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1.3.3. SUSIKERTANCIU JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS SALYGOS

Susikertanciy jégy sistemos grafiné pusiausvyros sqlyga

22 pav. Grafiné pusiausvyros salyga

Sakykime, kad kiinas yra veikiamas susikertanéiy jégu sistemos, sudarytos i$ n jégu.
Visas jégas sudedame pagal jégu daugiakampio taisykle (22 pav.). Jeigu gautojo jégu
daugiakampio OABC...N paskutiniosios jégos ﬁn galas remiasi | taska O, t. y. pirmosios
jégos pridéties taska, tai toks jégu daugiakampis yra uzdaras, o jo uzdaromoji yra lygi nuliui.

Kadangi jégu daugiakampio uzdaromoji pagal dydi ir krypti yra lygi susikertanciu jégu
sistemos atstojamajai jégai R, tai reiskia, kad:

R= Z F. =0. (27)
i=1

Taigi susikertanciy jégu sistemos atstojamoji yra lygi nuliui arba, kitaip tariant, jégu
sistema yra ekvivalentiné nuliui ir tokios sistemos veikiamas kiinas niekada nepakeis savo
kinematinés biiklés. I§ ¢ia gaunama grafiné pusiausvyros salyga: veikiamas susikertanciy jégu
sistemos kietasis kiinas yra pusiausviras, jei $iy jéguy daugiakampis yra uzdaras.

Susikertanciy jégy sistemos analizinés pusiausvyros sqlygos

Jégy sistemai esant pusiausvirai, jégu daugiakampis yra uzdaras, vadinasi, jégu sistemos

atstojamoji jéga R yra lygi nuliui. Analiziskai jégy sistemos atstojamosios modulis

R=R’ +R;, (28)

kur R, ir R —jégu atstojamosios R projekcijos i x ir y koordinaciy asis.

iSreiskiamas taip:

Jégu atstojamoji R bus lygi nuliui, kai /R? + R’ bus lygus nuliui, todél abi projekcijos

R, ir R turi buti lygios nuliui:

X

R, =0ir R, =0. (29)
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Zinant, kad R, = ZFl.x ir R, = ZEy , plokSciosios, viename taske susikertanciy jégu
i=1

i=1

sistemos pusiausvyros salygas galima uZzraSyti taip:

(30)

Isvada: ploksC€ioji viename taSke susikertanciy jégu sistema yra pusiausvira, jei jégu
projekcijy algebrinés sumos i dvi viena kitai statmenas asis yra lygios nuliui.

1.3.4. VARINJONO TEOREMA

Teorema: ploksciosios susikertanciy jégy sistemos atstojamosios jégos momentas bet
kurio plokStumos tasko atzvilgiu lygus sudedamyjy jégu momenty to paties tasko atzvilgiu
algebrinei sumai.

Irodymas. Plokscioji jégy sistema ( F,, 132, e 17“,1) yra pridéta kiino taske 4 (23 pav.).

s T

Sios jégy sistemos atstojamoji jéga R = F. taip pat pridéta taSke 4. Reikia rasti visy jégu

i
i=1

momentus laisvai pasirinkto tasko O atzvilgiu.

23 pav. Jégu 13'1 ir F

1x

momentai tasko O atzvilgiu

Priminsime, kad jégos momentas apie taska yra lygus trikampio, kurio pagrindas yra pati
jéga, o virsiiné — taskas, apie kuri skai¢iuojamas momentas, dvigubam plotui (zr. 1.2 skyriy).

Per taska O (23 pav.) jégu veikimo plokStumoje nubrésime asi x, statmeng atkarpai O4, ir
rasime jégos F“l dedamaja jéga pagal Sia aSi Ex. IS 23 pav. matyti, kad trikampiu OAB ir
OAC plotai yra lygus, nes jie turi bendra pagrinda OA ir vienodas aukstines — AC. Todél jégos

F, momenta tasko O atzvilgiu galima iSreiksti taip:
MO(ﬁl):Mo(ﬁlx)ZOA'EX’ (31
Cia F, —jégos 131 projekcija i asi x.
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Analogiskai galima uzraSyti, kad:

M,(F,)=04-F,,, (32)

ir
M,(R)=04-R,.
Pagal atstojamosios projekcijos teorema:
R, =D F,. (33)
i=l1
Padauging abi lygybés (33) puses i§ atkarpos OA4 gauname:
OA-RX:OA-;F[X, (34)
ir
Mo(R): : (Fix 'OA)~ (35)

i=1

Taciau, bet kurios jégos projekcija, padauginta i§ atkartos OA yra lygi tos jégos momentui
tasko O atzvilgiu, todél:

ol ,»: o7 (36)

UzraSytoji formulé yra Varinjono teoremos matematiné israiska.
Sprendziant uzdavinius, reikia, kad jégos momentas tasko atzvilgiu bty iSreikStas jégos
projekcijomis arba dedamosiomis (24 pav.).

yl\

A(x, )

)

24 pav. Jégos F dedamyjy jégu ﬁ'x ir F , momentai taSko O atzvilgiu
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Jégos F dedamosios F‘x ir F ., pridetos kuno taske 4, kurio koordinates yra x ir y (24

pav.). Taikant Varinjono teorema, galima uzrasyti:

kur

todél

kur x ir y — tasko A4 koordinatés.

M, (F)=M,(F, )+ M, (F)), 37)
Mo(F.)=-y-F.. (38)
Mo(ay)zx F,, (39)
M, (F)=x-F, - y-F, (40)

1.4. PLOKSCIOJI LYGIAGRECIUJU JEGU SISTEMA

Lygiagreciasias jégas galima vertinti kaip atskira susikertanciy jégu atveji, kai ty jégu

susikirtimo taskas yra begalybéje.

1.4.1. LYGIAGRECIAI VEIKIANCIU JEGU SUDETIS

Sakykime, kad dvi lygiagreCios jégos 131 ir }72 veikia kiina taskuose A ir B ir yra

nukreiptos viena linkme (25 pav.).

25 pav. Lygiagreciai veikiancCiy jégu sudéties schema

Siy dviejy jégy atstojamoji jéga R nustatoma taip:

a) Taskuose 4 ir B pridedamos dvi lygios, bet priesingai nukreiptos jégos F ir F', todél

gautoji keturiy jégy sistema (1’3l , 17“2 , F; F')yra ekvivalentiska jégu sistemai (17"1 , 17“2 ).

b) Sudégjus jégas }71 su F ir 132 su F’' gaunamos dvi nelygiagrecios jégos Rl ir RZ. Sios

jégos perkeliamos i ju veikimo tiesiuy susikirtimo taska O ir sudedamos. Jégu 131 ir 132

atstojamoji jéga R bus nukreipta ta pacia linkme kaip ir sudedamosios jégos 1:“1 ir 1:“2 ir

lygi:
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(4D

AC_F . BC_F (42)
CO F, CO F,

Pertvarke gauname:

AC _BC _AC+BC _AB 43)
BB R R
todel F,-AC=F,-BC. (44)

ISvada: Dviejy lygiagre€iy, nukreipty viena linkme, jégu atstojamoji yra lygiagreti su Siomis
jégomis ir yra nukreipta ta pacia linkme. Atstojamosios modulis lygus Siy jégu
moduliy sumai, o jos veikimo tiesé dalija atstuma tarp jégu i dvi dalis atvirksciai
proporcingai Siy jéguy dydziams (moduliams). Be to, atstojamosios jégos R veikimo
tiesés bet kurio tasko atzvilgiu dedamuyjy jégu }71 ir }72 momentai yra lygas.

Dviejy lygiagreciy prieSingai nukreipty jégy sudétis
Kino tasSkuose A4 ir B pridétos dvi lygiagreciosios priesSingy krypciu jégos 131 ir Fz, be to,
}71 >132 (26 pav.).

26 pav. LygiagrecCiy, prieSingai nukreipty jégy, sudétis

Kad rastume Siy jégu atstojamaja, jéga 1’3'1 yra iSskaidoma 1 dvi jai lygiagrecias ir
nukreiptas ta padia linkme sudaromasias: F, (F, =F,) ir R. Jéga F, pridedama taske B, o

sudaromosios R didumas nustatomas taikant lygiagreciy jégy sudéties taisykle:

F, =F,+R,
todél
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kur F) = F,, todél

R=F —F,. (45)

Dedamosios R pridéties taskas C nustatomas i3 santykio:

AC _AC 4B _AC+A4B _BC 46)
F, F, R F,+R F

1.4.2. JEGU POROS

Kai lygiagre¢ios priesingai nukreiptos jégosﬁl ir 132 (2627 pav.) yra lygios, t. y.
F, = F,, turime dviejy jégy sistema (1:“1 ,}7“2 ), kuri yra vadinama jégy pora.

27 pav. Jégy pora

Kadangi F|=F,, tai jy atstojamoji lygi nuliui:
R=F -F,=0. (47)

Atstumas iki atstojamosios pridéties taSko C apskai¢iuojamas i anksciau pateikto (46)
santykio:

AC:Fzﬁzeﬁzoo; BC:FlﬁzFlﬁzoo. (48)
R 0 R 0

ISvados:

a) jégy poros atstojamoji R lygi nuliui, o jos pridéties taskas yra begalybéje;

b) jégos, sudarancios jégu pora, néra pusiausviros, nes jos veikia ne viena tiese;
¢) jégu pora yra tokia jégy sistema, kuri néra pusiausvira ir neturi atstojamosios.
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28 pav. Jégy pora

Jégu pora (28 pav.) Zymime (171 ;131’), Cia Fi=F].

Pagrindinés savokos:

e plokStuma, einanti per jégu poros veikimo tieses, vadinama jéguy poros veikimo
plokStuma;

e atstumas / tarp jégy poros jégu veikimo tiesiy vadinamas jégy poros petimi;

e negalima sutapatinti jégu poros peties su atstumu tarp jégy poros jégy pridéties tasky
AB.

Jégu poros sukamasis poveikis kitam kiinui priklauso nuo:

e jégy pora sudaranciy jégu modulio ir peties ilgio 4;

e jégy poros veikimo plokStumos padéties erdveje;

e poros sukimo krypties §itoje plokstumoje.

Jeégy poros momentu vadinama vienos i§ sudaranciy jégu pora jégos modulio ir poros
peties sandauga. Pagal susitarima jégy poros momentas laikomas teigiamu, kai jégu pora
pasuka kiing prie§ laikrodZio rodyklés krypti, ir neigiamu, kai kiinas pasukamas pagal
laikrodzio rodykleg.

Jégu poros momentas (29 pav.) yra Zymimas M (ﬁl ,F’i') arba tiesiog M, kur i — jégy pora

sudaranciy jégy indeksas.

M, :M(E’E')ZE h=F'-h M, :M(ﬁzaﬁz’):_Fz h=—F,-h
a) teigiama jégu poros kryptis b) neigiama jégy poros kryptis

29 pav. Jégu poros momento kryptys

25



Jégu poros momentas yra lygus vienos i§ sudaranciy jégy pora jégos momentui apie
taska, kuriame pridéta antroji tos jégu poros jéga:

M, = M(F, F)=m,(F)=m ,(F).] (or.29 pav.); (49)

M, =M(Fy,F})=M(F,)=M,(F}).] (2. 290 pav.). (50)

Skaitiné jégu poros reikSmeé yra lygi lygiagretainio plotui (29b pav.), kuri sudaro poros
jégos, arba dvigubam trikampio plotui (29a pav.), kurio pagrindas yra viena i$ jégy, o aukstine
— jégu poros petys.

Jégu poros momento M dimensija: [N . m]

Jégy poros savybés
1. Jégu poros jégu momenty suma bet kurio taSko, esancio poros veikimo plokStumoje,
atzvilgiu nepriklauso nuo jo parinkimo vietos ir yra lygi jégy poros momentui.

Sakykime, kad absoliuciai kietaji kiina veikia jégu pora (E,E’) (30 pav.).
ApskaiCiuosime jégu poros jégu momenty suma jéguy poros veikimo plokStumoje laisvai
parinkto tasko O atZvilgiu:

30 pav. Jégu poros momentas tasko O atzvilgiu
Mo(F )+ M (E))=F, - H—F-(H-h)=F, -(H-H+h)=F,-h, (5D)

nes jéguy poros jégos yra lygios F,=F] .

Kita vertus, jégu poros momentas M lygus:

M =MI(F,.F)=F, h, (52)
todél

M(F, Fr)= Mo (R )+ Mo F), (53)

t. y. jégu poros momentas bet kurio taSko, esan¢io poros veikimo plokStumoje, atzvilgiu yra

lygus jégu poros jégu momenty apie ta patj taska algebrinei sumai.

Isvada: kadangi taskas O buvo pasirinktas laisvai, tai jégy pora galima perkelti i bet kuria kita
vieta jos veikimo plok§tumoje ir nuo to kiino biivis nepasikeis.
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2. Jégy poros jégu projekcijy 1 bet kuria asj suma yra lygi nuliui.

180° +0. AN

5 B
AL
£, - F
s S S— e -—>X

31 pav. Jégu poros jégu projekcijos i asi

Jégy poros jégu projekcijy (31 pav.) didumai:

F,. =F cosa,
(54)
F/ = Fl’cos(180° +0c).
Jégu poros jégy projekcijy suma:
F,_+F/ =F,cosa +Fl’cos(1800 +a). (55)
Kadangi F,=F/, tai
F,_+F/ =F coso+ E'cos(l 80° +oc): F, cosa. — F/cosa = 0. (56)

Isvada: kadangi jégu poros jégu projekcijy 1 bet kurig asi suma yra lygi nuliui, tai jégy poros
poveikis kiinui yra jvertinamas tik pagal momenty pusiausvyros lygtis.
3. Jégy pory ekvivalentiskumo teorema. Jégu poros poveikis kiinui nepasikeis, jeigu §i jégu
pora bus pakeista kita jégu pora, veikiancia toje pat plokStumoje ir turincia tokio pat didumo
ir zenklo momenta.
[rodymas: Kietaji kiina veikia jégu pora (1:“1;}7“1'), kurios momentas yra lygus M, (32

pav.).

32 pav. Ekvivalentiskos jégu poros
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Per laisvai parinktus ktino taSkus O, ir O,, esancius toje pacioje plokStumoje kaip ir jégu
pora (}7“1;131'), iSvedamos dvi lygiagreCios tiesés. Atstumas /4, tarp Siy tiesiy taip pat
parenkamas laisvai. Jégos }71 ir ]31' perkeliamos juy veikimo linkme { $iy tiesiy susikirtimo
taskus A4 ir B. Kiekviena jéga yra iSskaidoma { dvi jégas: jéga 17“1 tiesémis BO, ir AB
igskaidoma | F, ir F,, 0 jéga F' — atitinkamai { F, ir F}.

Kadangi F,=F/, tai ir gauti komponentai yra lygis:

F,=F), F,=F].

Jegos }73 ir 133' sudaro atsisverianCiy jéguy sistema, tod¢l jas paSalinus, kiino bikle
nepasikeis. Jégas }72 ir 132' perkelus i taskus O, ir O,, gaunama nauja jégy pora (152;152’), kuri
yra ekvivalentiSka jégu porai (1:“1 ; FI’)

Jégu poros (17“1 ; }7“1’) momento didumas lygus trikampio 4B F; dvigubam plotui:

M(FLF)=2+ Ay (57.1)
M(Fz, 2')=2'AMBF2, (57.2)

kur A, —trikampio AB F, plotas.
Trikampiai ABF, ir ABF, yra lygis, nes turi bendra pagrinda AB ir lygias aukStines
( AB// FF, ). Todél ir jégy pory momentai yra lygis:

—

M(F, F))=M(F,.F}), (58)

M, =M,.

ISvados:

1. Vienu metu pakeitus jégu poros jégu didumus ir petj taip, kad jégu poros momentas ir jos
sukimo kryptis nepakisty, jégu poros poveikis kietajam kiinui nepakis;

2. Jei h,=h,, matyti, jog poros poveikis kiinui nekinta, kai jégu pora perkeliama { kita vieta
toje pacioje plokstumoje;

3. Dvi jégu poros, veikian¢ios vienoje plokStumoje ir turincios vienodo didumo ir Zenklo
momentus, yra ekvivalentisSkos;

4. EkvivalentiSkos jégu poros gali skirtis viena nuo kitos pagal padéti plokStumoje,
sudaranciy jégu modulius ir Siy jégu kryptis bei peties ilgius, taciau jégy pory momenty
didumai ir Zenklai turi biiti vienodi.
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1.4.3. JEGU PORU SUDETIS IR PUSIAUSVYROS SALYGA

Kai vienoje plokstumoje veikia kelios jégu poros, jos sudaro jégu poru sistema. Bet kuri
jégu pory sistema gali biiti pakeista viena atstojamaja jégu pora, kurios momentas lygus
sistema sudaranciy jégy pory momenty algebrinei sumai.

Pavyzdziui, vienoje plok§tumoje veikia trys jégu poros (33 pav.): (131;131'), (132;132’ ) ir
(Fs;F 3’)'

33 pav. Jégy pory sistema

Jégu pory momentai:

M(E F)=F, - =M;;  M(F.F)=-F, hy=M,; M(E, F))=F h =M, (59

Taikome jégu poru ekvivalentiSkumo teorema ir visas jégu poras pakei¢iame naujomis
jégu poromis, turin¢iomis vienoda peti 4, taip, kad jégu poru momentai likty nepakite:

M(F,Fr) = M(F,F)=F,-h=M,;

M(F,.F}) = M(F,.Fl)=-F, -h=M,; (60)

M(F, F}) = M(E,.E!)=F, -h=M,.

Perkeliame jégu pory jégas i taskus A4 ir B (34a pav.).

h
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M M,
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}
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N

a) b)

34 pav. Jégy pory sudétis
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Sudéjus jégu pory jégas gaunama atstojamoji jégy pora (R;R ') (34 a,b pav.):

6 6
R:F4—|— 5—‘,— 622 i; R':F4'+F5'+F6':ZE!;
i=4 i=4
(61)
6 6
R=F,-F,+F, =Y F; R=F -F/+F =) F.
i=4 i=4
Atstojamosios jégu poros momentas M (R,R') skai¢iuojamas taip:
M(R,R')=R-h=
:(F4_F5+F6)'h:
=F,-h—F,-h+F,-h= (62)
—_ —_ —_ —_ —_ —_ 6 —_ —_
= M(E, F})+M(F,, )+ M(E,.F})= Y M(F.. F)),
i=4
3
todel galima uzraSyti: M=M+M,+M, = ZM,. .
i=1
Kai jégy pory skaicius yra n, atitinkamai turime:
M=>M,. (63)
i=1

Remiantis jégy pory sudéties principu galima suformuluoti jéguy pory sistemos
pusiausvyros salyga.

Vienoje plokStumoje veikianéiy jégu poru sistema bus pusiausvira, kai visy jégu poru
momenty algebriné suma bus lygi nuliui.

M=>M,=0. (64)

1.4.4. LYGIAGRETUSIS JEGOS PERKELIMAS

Puanso teorema: norint perkelti jéga lygiagreciai | bet kurj kita taska, reikia papildomai
pridéti jégy pora, kurios momentas lygus perkeliamosios jégos momentui tasko, i kuri §i jéga
yra perkeliama, atzvilgiu.

[rodymas: Jéga F yra pridéta kiino taske 4 (35a pav.). Jeigu laisvai pasirinktame taske O
pridésime atsisverianciy jégy sistema (ﬁl ,F, ), tai kiino biivis nuo to nepasikeis.
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35 pav. Lygiagretusis jégos perkélimas

Jeigu taSke O bus pridéta atsisverianciy jégy sistema (ﬁl , 132 ), kurios jégos bus nukreiptos
lygiagreciai su jéga F (35b pav.), ir juy didumas bus toks pat kaip jégos F, tai jégos F ir E
sudarys jégu pora (F ;Fz ), kurios momentas bus lygus M:

M=F, -h=F-h=M,(F). (65)
Taigi gauname, kad taske O bus pridéta jéga 1:“1, kurios didumas ir kryptis sutampa su

jégos F didumu ir kryptimi, ir jégu pora, kurios momentas M yra lygus jégos F momentui
tasko O atzvilgiu (36 pav.).

36 pav. Jégos F redukavimas 1 centra O

Jegos F lygiagretus perkélimas 1§ taSko 4 1 laisvai pasirinkta taSka O, pridedant

papildoma jégu pora (ﬁ ;ﬁz), kurios momentas M =M O(F ) yra vadinamas jégos F

redukavimu ] centra O.
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1.5. PLOKSCIOJI BET KAIP ISDESTYTU JEGU SISTEMA

Jeigu jégu sistemos jégos veikia vienoje plokStumoje, bet néra viena su kita lygiagrec¢ios
ir nesusikerta viename taske, tai tokia jégy sistema yra vadinama ploksciaja bet kaip iSdéstyty
jégu sistema.

Ploksciosioms bet kaip iSdéstyty jégu sistemoms, sudarytoms i§ didelio jégy skaiciaus,
supaprastinti taikomi toliau pateikti redukavimo (pertvarkymo) budai.

1.5.1. PLOKSCIOSIOS JEGU SISTEMOS REDUKAVIMO BUDAI

PlokSciosios jégy sistemos redukavimas i tam tikrq centrq
Sakykime, jog kietaji kiing veikia plokscioji bet kaip i8déstyty jégu sistema (131 ,132 ,...,ﬁn )
(37 pav.):

- ﬁn

37 pav. Plokscioji bet kaip iSdéstyty jéguy sistema

Jégu veikimo plokstumoje (38 pav.) laisvai parenkamas taskas O — redukavimo centras ir
visos jégos perkeliamos lygiagreciai i Si taSka. Perkeliant jégas, kiekvienai i§ jy reikia pridéti
papildoma jégu pora, kurios momentas bus lygus perkeliamos jégos momentui tasko O
atzvilgiu.

38 pav. Ploksciosios bet kaip iSdéstyty jégu sistemos redukavimas i centra O
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Papildomy jégu pory momentai lygiis sudedamy jégu momentams redukavimo centro
atzvilgiu:

M1:M0(Fl):_F1'h1§ Mz:Mo(Fz):Fz'th Mn:Mo(Fn):Fn'hn~ (66)
Perkeltas { taska O jégas F,,F,,..,F, galima sudéti kaip jégas, susikertandias viename

taske. Ju atstojamoji R bus lygi sudedamy jégu geometrinei sumai:
R=)F, (67)
i=1

&ia R — ploksciosios jégy sistemos svarbiausias vektorius.

Visas papildomas jégu poras galima sudéti pagal vienoje plokstumoje veikianciy jegu
pory sudéties taisyklg, t. y. pakeisti jas viena jégu pora. Atstojamosios jégu poros momentas
M , bus lygus sudedamuyjy jégu pory momenty algebrinei sumai:

Mozzn:Mo(F;):Zn:Mia (68)

¢ia M, — ploksSciosios jégy sistemos svarbiausias momentas redukavimo centro O atzvilgiu.
Teorema: veikianCia kiina ploks$ciaja bet kaip iSdéstyty jéguy sistema galima pakeisti

viena, pridéta laisvai pasirinktame redukavimo centre O, jéga, lygia sistemos svarbiausiam

vektoriui R, ir viena Jjégu pora, kurios momentas lygus sistemos svarbiausiam momentui M ,

redukavimo centro O atzvilgiu.

Pastabos:

e svarbiausio vektoriaus R didumas ir kryptis nepriklauso nuo redukavimo centro

parinkimo;
e pakeitus redukavimo centro padéti, svarbiausiojo momento didumas ir zenklas keisis, nes

keisis sudaran¢iy jégu momentai ir jy Zenklai.

Ploksciosios jégy sistemos redukavimas § jégy porq
Jeigu redukavus ploksciaja jégu sistema (38 pav.) i tam tikra centra O paaiskés, kad
svarbiausias vektorius R yra lygus nuliui (R=0), o svarbiausias momentas M o helygus

nuliui (M, # 0), tai §i jégy sistema yra redukuojama tik | vieng jégy pora, kurios momentas

lygus sudedamyjy jégy poryu momenty algebrinei sumai:

My =Y M,(F)=3M,. (69)

i=1

Siuo atveju svarbiausiojo momento M , didumas ir Zenklas nepriklauso nuo redukavimo

centro padéties.
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Ploksciosios jégy sistemos redukavimas | atstojamqjq

Sakykime, kad ploksCioji bet kaip iSdéstyty jégu sistema yra redukuota (39a pav.) 1
sistemos svarbiausiaji vektoriy R #0, pridéta taske O, ir jégy pora, kurios momentas
M, #0. Tokia jégu sistema savo ruoZtu gali buti redukuota | atstojamaja jéga, kurios

veikimo tiesé eis per taska A.

R,
e

Rl

39 pav. Jégy sistemos redukavimas | atstojamaja jéga

Jégy pora, kurios momentas yra M ,, pakeiciama taip, kad jégos ﬁl ir ﬁz, sudarancios

Sig pora (39b pav.), buty lygios vektoriaus R moduliui ir nukreiptos lygiagreciai su juo:

Poros petys /4 parenkamas taip, kad momentas islikty nepakitgs:

M,=R -h=R-h, (70)

todél jégos ﬁz veikimo tiesés padétis randama taip:
M
h=—2. 71
2 (71)

Matyti, kad jégos R ir f?l sudaro atsisverianciy jégu sistema, todél jas galima atmesti.
Tokiu biidu nagrinéjama jégu sistema yra pakei¢iama viena jéga Iéz — Vvisos jégu sistemos
atstojamaja jéga. Taskas 4 yra ypatingas tuo, kad atstojamoji Rz, pridéta Siame taSke, turés

momenta apie taska O, lyguy sistemos svarbiausiam momentui.

1.5.2. PLOKSCIOSIOS BET KAIP ISDESTYTU JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS
SALYGOS

Pirmoji pusiausvyros sqlygy forma
Jeigu redukavus ploksciaja bet kaip iSdéstytu jégu sistema i laisvai pasirinkta redukavimo
centra O (38 pav.) sistemos svarbiausias vektorius R ir svarbiausias momentas M o yralygis

nuliui, tai ir visa jégu sistema yra ekvivalentiSka nuliui:
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arba (72)

¢ia O — bet kuris plokStumos taskas.

Plokscioji bet kaip iSdéstyty jégu sistema bus pusiausvira, kai sistemos svarbiausias
vektorius R ir svarbiausias momentas M o, bus lygis nuliui. Kadangi

R R

ir

M, =Y M,(F), (74)

gauname, kad plokScioji bet kaip iSdéstyty jégu sistema bus pusiausvira, kai visy jégu
projekciju 1 bet kurias dvi laisvai pasirinktas asis algebriné suma bus lygi nuliui ir kai visy
jégu momenty laisvai pasirinkto taSko atzvilgiu algebriné suma bus lygi nuliui:

(75)

Antroji pusiausvyros sqlygy forma

Plokscioji bet kaip iSdéstytu jégu sistema bus pusiausvira, kai visy jégu momenty suma

dviejuy kuriy nors tasky 4 ir B atzvilgiu (40 pav.) ir visy jégu projekciju i nestatmena tiesei AB
aSi x suma bus lygi nuliui.

(76)

40 pav. Antroji pusiausvyros salyguy forma
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Paaiskinimas. Kai Zn:MA (]31)= 0 ir Zn:MB (171)= 0, tai jégy sistemos atstojamosios j€gos R
i=1 i=1

veikimo ties¢ eina per taskus 4 ir B, tod¢l apie R diduma galima spresti tik pagal projekcija 1
nestatmena atkarpai 4B asj.
Trecioji pusiausvyros sqlygy forma

Plokscioji bet kaip iSdéstyty jégu sistema bus pusiausvira (41 pav.), kai visy sistemos
jégu momenty trijy laisvai pasirinkty ir nesanciy vienoje ties¢je taskuy 4, B ir C atzvilgiu
algebrinés sumos bus lygios nuliui.

(77)

41 pav. Trecioji pusiausvyros salygy forma

1.5.3. PLOKSCIOSIOS LYGIAGRECIUJU JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS
SALYGOS

Jeigu vienoje plokstumoje veikianCiy jégu veikimo tiesés yra lygiagrecios, tai jégu
sistema vadinama ploksc€iaja lygiagreciyju jégu sistema (42 pav.).

>'<

|

|

|

|
ot
42 pav. LygiagreCiyju jégy sistema

Taikome pirmaja ploksciosios bet kaip iSdéstytu jégu sistemos pusiausvyros salygu

forma:
Y
Ex = 0’
= F, coso+ F, cosa. +...— F, cosa. =0,

ZEy =0, F,sino + F, sino. +...— F, sina. =0, (78)
i=1

Z”:Mo(ﬁ,—)=0. i,MO(E)=O.
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Pertvarkge gauname pirmaja pusiausvyros salygu forma, taikoma lygiagreciyju jégu
sistemai:

F+F +.-F =0, F+F,+.-F =0,

F +F,+..—F, =0, 2M0(13,-)=0-

iMO(E):O.

Matome, kad pakanka turéti jéguy projekciju suma i kuria nors viena aSi. Atliekant
skaiiavimus patogu nubrézti $ig asj, pavyzdziui y', (42 pav.) taip, kad ji butu lygiagreti su

jégomis. Tod¢l gauname:

= (79)

(80)

kur taskai 4, ir A, parenkami taip, kad ties¢, nubrézta per Siuos du taSkus, nebiity lygiagreti

su jégomis.
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ERDVINE JEGU SISTEMA

Erdving jégu sistema sudaro erdvéje iSsidésciusios jégos. Tokia jégy sistema nagrinéjama
laisvai pasirinktos erdvinés koordinaciy sistemos atzvilgiu.

1.6. JEGOS IR JEGU POROS ERDVEJE

Paprasciausia erdving jégu sistema sudaro jégos, kuriy veikimo linijos susikerta viename
taske. Tokia jégy sistema yra vadinama erdvine susikertanc¢iy jégy sistema.

Erdvinés susikertanciy jéguy sistemos visas jégas galima geometriSkai sudéti, taikant
ploksciosios susikertanciy jégu sistemos metodus (43 pav.).

43 pav. Erdvinés susikertanciy jégy sistemos jégu sudétis

Jegu ﬁz ir F, atstojamoji R,, randama taip:

!
!

Ry =1, + F;.

Visos jéguy sistemos (E,Fz,ﬁ3) atstojamaja jéga R galima rasti sudéjus jégas ﬁl ir §23 :

R=F +R,=F +F, +

!
!

g

Analogiskai randame susikertanéiy jégu sistemos, sudarytos i§ n jégu (ﬁl,ﬁz,...,ﬁ ),

atstojamaja:

=

1
1
1
1

+
_I_
+
Il
[l
i

=
T

Kai per jégu susikirtimo taska O yra iSvestos koordinaciy sistemos asys, tai taikant jégu
atstojamosios projekcijos i a8i teoremg galima rasti atstojamosios projekcijas R, R ir R,

(44 pav.).
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\%1

44 pav. Jégy sistemos atstojamosios projekcijos

Atstojamosios jégos R projekcijos skaiGiuojamos taip:

nx

F,+F, +.+F, =Y F =R,
i=1

F,+F, +.+F,=>F, =R, (81)
i=1

F,+F, +.+F, =) F, =R,.
i=l

Atstojamosios jégos R dydis randamas taip:

2 2 2
R=\R, +R, +R_ . (82)

Matome, kad erdviné susikertanciy jégu sistema bus pusiausvira, kai jos atstojamoji jéga
R bus lygi nuliui, arba kai visy sistemos jégu projekcijy 1 koordinaciy asis sumos bus lygios
nuliui. Todél pusiausvyros salygos erdvinei susikertanciy jégu sistemai uzrasomos taip:

Zn:F;’x = 0’
i=1
SF, =0, (83)
i=1

iF'iz = 0
i=1

1.6.1. JEGOS MOMENTAS ERDVEJE

Nagrinéjant erdving jégu sistema, jégos momento tasko atzvilgiu apibrézimas,
suformuluotas ploksSciajai jéguy sistemai, pasidaro nebepakankamas. PloksCiojoje jégu
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sistemoje visos jégos veiké vienoje plokStumoje, todél pakakdavo Zinoti jégos momento
diduma ir krypti. Erdvinéje jégu sistemoje tenka atsizvelgti { tai, kad jégos ir ju momentai gali
veikti skirtingose plokStumose.

Kai kiing veikia bet kaip pridéta jéega F (45 pav.), jos momentas laisvai pasirinkto erdvés
arba kiino tasko O atzvilgiu bus visiSkai nusakomas trimis charakteristikomis:
1. jégos veikimo plokituma OA4B, einancia per jégos vektoriy F ir taska O;
2. jégos momento dydziu, kuris lygus jégos F modulio ir peties 4 sandaugai;
3. kryptimi, kuria jéga F suks kiing plokStumoje OAB.

45 pav. Jégos momento apie taska vektorius

Jéegos F pridéties tasko C (45 pav.) padéti erdvéje galima apibrézti spinduliu-vektoriumi
7. Vektoriy 7 ir F sandauga yra vektorius N , kuris yra lygus:

N =[px F|=r-Fsina = F-h=M,|(F), (84)

t. y. vektoriaus N modulis lygus jégos F momentui tasko O atzvilgiu. Todél jegos F
momentas taSko O atzvilgiu erdvinéje jégu sistemoje yra vaizduojamas vektoriumi M F ),

lygiu vektoriui N, bet pridétu taske O:

(85)

ir
02, (F) = M, (F)=F-h. (86)

Schemose vaizduojamas momentas-vektorius M, (ﬁ ) turi buti statmenas plokStumai
OAB (45 pav.) ir nukreiptas i ta puse, i§ kurios matyti, kad jéega F suka $ia plok§tuma pries
laikrodzio rodyklés krypti.
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46 pav. Jégos momentas apie taska

Jeigu per laisvai pasirinkta taika O (46 pav.) ivesime koordinagiy asis x, y ir z, jéga F
bus galima iSskaidyti | dedamasias ﬁx, F“y ir ﬁz . Taip pat bus galima uzrasyti, kad:

F“:Fx+}7“y+}7“z,

(87)
F=F i+F, -j+F. -k
ir (88)
F=r, f+ry T+ k,
kur i, j ir k — koordinaciy asiy vienetiniai vektoriai.
Atsizvelgiant i anksc¢iau pateikta jégos momento apie taska israiska:
M, (F)=#xF,
gaunama jégos F apie taska O momento iSraiska xyz koordinagiy sistemai (46 pav.):
Mo(F)=lr T +r, - F+r -kx(F, T+F - j+F k), (89)
kur bendruoju atveju r, = x, r, =y, r, =z. Todé¢l
MO(F =(x~;+y-j+z-/€)x(Fx ‘i+F, - j+F, -l€)=
by Erl E) TG For e E) Foleor s o E)VE OO

nes F, //x,F,/ly,F.//z,o tokiy nariy sandauga lygi nuliui.

Matome, kad jégos F apie taska O momento israiska (90) yra sudaryta i trijy daliy —
jégos F momenty apie x, y ir z asis (46 pav.):

y.FZ_Z-Fy:Mx, Z'FX_X'FZ:Myy x.Fy_y.Fx:MZ’
todel
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1)

kar M -i = A;[OX(F) M, j= MOY(I:“), M. k= Moz(ﬁ) — Jjégos momento-vektoriaus
M o (17“ ) dedamosios pagal x, y ir z aSis (47 pav.).

ZA

47 pav. Jégos momento apie taska vektorius

Jégos F momento apie taska O vektoriaus diduma galima rasti geometriskai sudéjus
jégos F momentus-vektorius apie x, y ir z agis:

Mo (F)= Mo (F)+ Mo, (F )+ 1, (F). ©2)
kur momenty-vektoriy didumai atitinkamai lygiis:
W2, (F)=m..  |p,,(F)=m,. |, (F)=m.. 93)
I$nagrinéjus gautasias jégos F momenty apie x, y ir z agis iSraiskas

y-F.-zF =M_, z-F.-x-F.=M,, x-F -y F =M, (94)

matome, kad momenta apie asj turés tik tos jégos F dedamosios, kurios veikia statmenoje
nagrin¢jamai asiai ploksStumoje:

y-F —z-F =M _=M(F_),
z-F,-x-F.=M =M (F,_), (95)

x-F, -y F.=M_=M([F,).
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a) b)
48 pav. Jégos momentas apie asj z

Kaip pavyzdj panagrinésime jégos F momenta apie asi z (48a pav.). Jégos F dedamoji
F“Z yra lygiagreti su aSimi z ir jégos momento apie ja neturés. Momentus apie asi z turés tik
statmenoje tai aSiai plokStumoje veikian¢ios dedamosios ﬁx ir F , - TaCiau jas galima pakeisti
viena atstojamaja ﬁxy. Vadinasi, norint rasti jégos F momenta apie asj, reikia suprojektuoti
jéga 1 plokstuma, statmeng tai aSiai, ir apskaicCiuoti jégos projekcijos momenta apie taska,
kuriame asis susikerta su plokStuma.
e Pagal susitarima momentas laikomas teigiamu, kai, zitrint i§ aSies galo, matoma, kad jéga
suka kiing pries§ laikrodzio rodyklés krypti (48a,b pav.).

1.6.2. JEGU PORA ERDVEJE

49 pav. Jégy pora erdvéje

Jégu poros savoka, pateikta 1.4.2 skyrelyje, lengvai gali biiti pritaikyta ir erdvinei jegu
sistemai. Erdvéje kiina veikianti jégu pora (17“ ; F') pavaizduota 49 pav.
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50 pav. Jégy poros momentas

Jégy poros jégu F ir F' (50 pav.) momentus laisvai parinkto erdvés arba kiino tasko O
atzvilgiu galima iSreiksti vektoriais:

Mo(F)=FxF, M, (F)=#xF". (96)

Tod¢l jégy poros momentas-vektorius M yra lygus jégu poros jégy momenty-vektoriy
geometrinei sumai:

o

M =M o(F)+ My (F')=# x F +7 x F', (97)

):ﬁxﬁ’—?z xF=(F —7)xF=FxF;

B!

kur F'=—F , todél: M:ﬁxﬁ'+}72x(—

M=FxF,

I
I

kur‘?xﬁ‘=r~F-sinoc=F~d=M( , ').
01| = M(F.F')=F-d. (98)

ISvados:

1. Jégu poros momentas apibréziamas vektoriumi, statmenu jégy poros veikimo plokstumai,
ir nukreiptu i ta puse, 1§ kurios Zitrint matyti, kad jéguy pora suka kiing prie§ laikrodzio
rodyklés krypti;

2. Kadangi taskas O buvo parinktas laisvai, tai jégu poros momentas-vektorius gali buti
pridétas bet kuriame kiino arba erdves taske;

3. Sandaugos 7 x F rezultatas bus toks pat visoms plok§tumoms, lygiagre¢ioms su jégy poros
veikimo plokStuma. Tod¢l jégu pora galima perkelti i bet kuria su jos veikimo plokStuma
lygiagrecia plokStuma.
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1.6.3. LYGIAGRETUSIS JEGOS PERKELIMAS ERDVEJE

Perkeliant jéga lygiagreciai erdveje, yra taikoma lygiagretaus jégos perkélimo teorema
(zr. 1.4.4 sk.), kuri skamba taip: norint lygiagreciai perkelti jégq i bet kurj kitq plokstumos
taskq, reikia papildomai pridéti jégy porq, kurios momentas lygus perkeliamos jégos
momentui tasko atzvilgiu, j kurj si jéga yra perkeliama.

Cia reikia atkreipti démesi i tai, kad ir jéga, ir taskas yra erdvéje, todél plokstuma, i§vesta
per jégos veikimo tiesg ir taska taip pat bus erdvéje.

Pavyzdys. Jéga F =400N yra pridéta mechanizmo taske 4 (51a pav.). Ja reikia perkelti
lygiagreciai i taska O ir nustatyti papildomos jégy poros momento dydi bei padéti erdvéje.

\i ;
| -
r‘,_)| F R
) A,”7
£\ 4
T 25
SO0 T~ mm
- 200 mm™ - |__
X "H.._‘y
a) b)

51 pav. Lygiagretusis jégos perkélimas erdvéje

Papildomos jégu poros momentas gali biti rastas vektorine forma:
M=FxF ,
¢ia spindulys-vektorius 7 = 04 = 0.2/ + 0,125k (m), 0 jégos didumas F = —4007 (N )
Tada:
M =(0.27 + 0,125k )x (— 4007 )= =507 + 80k (N - m).
Sio vektoriaus dydis skai¢iuojamas taip:
M =+-50>+80% =94,3 (N-m).

Momentas-vektorius M (51b pav.) bus statmenas atkarpai A0, veiks plokitumoje zy:

0= arctanE = arctan 0,625 = 32,0°
200

ir bus nukreiptas taip, kad zitrint nuo jo galo jéga F sukty mechanizma pries laikrodzio
rodyklés krypti.
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Taciau per taska O ir jégos F veikimo tiesg i§vedus ploksStuma (51b pav.) matyti, kad
trumpiausias atstumas tarp j€gos F veikimo tiesés ir tasko O yra lygus:

d =4/0,125% +0,2> = 0,236 (m).

Todel jegos F apie taSka O ir taip pat papildomos jégu poros momentas randamas taip:

M=F-d=400-0,236=943 (N -m),

jégy pora veiks plokstumoje, einan&ioje per taska O ir jégos F veikimo tiese, ir bus nukreipta
jégos F apie taska O sukimo kryptimi.

1.6.4. JEGU PORU SUDETIS ERDVEJE. ERDVINES JEGU PORU SISTEMOS
PUSIAUSVYROS SALYGOS

Erdviné jégu pory sistema gali buti pakeista viena jéguy pora, kurios momentas lygus
dedamuyjy jégu pory momenty geometrinei sumai.

Nagrin¢jamos dvi jégy poros (E,F‘l’) ir (132;}7'2'), veikiancios skirtingose plokStumose (52
pav.).

52 pav. Jégy poru sistema

Atsizvelgiant | jégy pory savybes (zr. 1.4.2-1.4.3 sk.) abi poros pakei¢iamos kitomis
poromis, turin¢iomis vienoda peti d (53a pav.).

a) b)
53 pav. Jégu pory sudétis erdveje
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GeometriSkai sudé€jus jégu pory (17“1,151') ir (FZ;FZ’) jégas randame atstojamosios jégu
poros (ﬁ;ﬁ’) jégas bei jy veikimo plokStuma Q:

)

R=F +F,, R =F'+F]. (99)

Atstojamosios jégu poros ( ;R') momentas lygus:

M=dxR=dx(F,+F,)=dxF,+dxF,=M,+M,. (100)

Vadinasi, atstojamosios jégu poros momentas-vektorius lygus dedamyju jégu poru
momenty-vektoriy geometrinei sumai ir yra statmenas atstojamosios jégu poros veikimo
plokstumai (53b pav.).

Kai jégu poru sistema sudaro » jégy pory, galima uZzrasyti:

M=M+M,+.+M, =Y M,. (101)

i=1

Atstojamosios jégy poros momenta-vektoriy M galima isreiksti projekcijomis:

M= M*+M?>+M?, 102
X ¥y z

kur M :iMx,., M, :Zn:Mﬂ., M. :Zn:MZ,. .
i=l1

i=1 i=1
Kadangi jéguy poru sistema pakeiiama viena atstojamaja jéguy pora, tai sistemos
pusiausvyrai pakanka, kad atstojamosios jégy poros momentas bty lygus nuliui:

M=0, > M, =0. (103)
i=1

ISreiskus atstojamosios jégu poros momenta projekcijomis, gaunamos analizinés
pusiausvyros salygos:

iMxi =0, iMy,. =0, > M, =0. (104)
i=1 i=1

Kai jégy poros veikia vienoje plokStumoje arba lygiagreciose plokStumose, pusiausvyrai
nusakyti pakanka vienos lygties:

iﬂi =0. (105)
i=1
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1.7. ERDVINE BET KAIP ISDESTYTU JEGU SISTEMA

Erdviné sistema jégu, kuriy veikimo tiesés nesusikerta viename taske ir néra lygiagrecios,
yra vadinama erdvine bet kaip iSdéstyty jégu sistema. Sprendziant uzdavinius tokios jégu
sistemos, kaip ir ploksciosios bet kaip iSdéstyty jégu sistemos, gali biiti pertvarkomos, taikant
toliau apraSytus redukavimo budus.

1.7.1. ERDVINES JEGU SISTEMOS REDUKAVIMO BUDAI

Erdvinés jégy sistemos redukavimas j tam tikra centra

Erdving jégu sistema galima pakeisti viena jéga, lygia sistemos svarbiausiam vektoriui,
pridéta pasirinktame redukavimo centre, ir viena jégu pora, kurios momentas lygus sistemos
svarbiausiam momentui to paties redukavimo centro atzvilgiu.

Tarkim, kad kietojo kiino taskuose 4,,4,,...,4, yra pridétos jégos FI,FZ,...,F,,. Laisvai

pasirenkamas redukcijos centras — kiino taskas O (54a pav.).

\VE

b) c)

54 pav. Erdvinés jégy sistemos redukavimas { centra O

Nustatyta, kad jégos poveikis kiinui nepasikeis, jei perkeliant jéga lygiagreciai { bet kurj
kita kiino taska bus pridéta jégy pora, kurios momentas lygus perkeliamos jégos momentui to
tasko atzvilgiu. Todél per jégu veikimo tieses ir taska O yra iSvedamos ploksStumos, ir
kiekviena jéga atitinkamoje plokStumoje lygiagreciai perkeliama | taSka O (54b pav.).
Papildomi kiekvienos jégos momentai apie taska O yra vaizduojami momentais-vektoriais,
statmenais atitinkamoms jégu veikimo plokStumoms, ir nukreiptais taip, kad Zidirint nuo
vektoriaus galo jéga sukty king prie§ laikrodzio rodyklés krypti. Tokiu budu taske O
gaunamos Visos j€gos F F F ir pridétiniu jégy pory momentai-vektoriai

M, (F,).7,(F,).... 0, (F,).
Geometriskai sudéjus jégas F,,F,,...,F, randamas sistemos svarbiausias vektorius R

(54c pav.):

|
|
|
!
|

=
Il
+
+
+
Il



Geometriskai sudéjus visus momentus-vektorius M, (E ), M, (Fz ),. LM, (]3" ) randamas

sistemos svarbiausias momentas-vektorius M, (54c pav.):

[

My =8 (B )+ 8 (B, )+ ..+ 1, ()=, (F). (106)

i
i=1

Matome, kad svarbiausio vektoriaus R kryptis ir didumas nepriklauso nuo redukavimo
centro padéties, o svarbiausias momentas-vektorius M o » kintant redukavimo centro padéciai,
kinta, nes kinta atskiry jégy momentai to centro atzvilgiu. Erdvinés jégu sistemos
charakteristikos, kurios nekinta kei¢iant redukavimo centra, yra vadinamos erdvinés jégu
sistemos redukavimo invariantais. Bet kaip i8déstyty jégy erdviné sistema turi du invariantus:

1. Pirmasis invariantas yra vektorinis, tai sistemos svarbiausias vektorius R :

—

R = const .

2. Antrasis invariantas yra skaliarinis, tai svarbiausio vektoriaus ir svarbiausio
momento-vektoriaus skaliariné sandauga, lygi svarbiausio momento-vektoriaus
projekcijai { svarbiausiojo vektoriaus krypti:

E-MO = const .

Erdvinés jégy sistemos redukavimo i tam tikra centra galimi atvejai pateikti 1 lentel¢je.

1 lentelé. Erdvinés jégu sistemos redukavimo galimi atvejai

Galimas redukavimo j centrg rezultatas Redukavimo biido pavadinimas
.| R#0irR-M, =0 Redukavimas | dinama
R#0,R-M,=0.

2. . e S Redukavimas i atstojamaja jé
Taip gali bati, kai M, =0 atba R L M, e ¢ Jamaajega

3.| R=0irR-M, =0, bet M, #0 Redukavimas { jégy pora

4. R=0irM 0=0 Jégy sistema yra pusiausvira

Erdvinés jégy sistemos redukavimas j atstojamaja jéga
Jeigu redukuojant jégu sistema svarbiausias vektorius (54c pav.) R nelygus nuliui
R # 0, o svarbiausias momentas-vektorius M o pasirinkto redukavimo centro atzvilgiu lygus

nulivi M o =0 arba statmenas svarbiausiam vektoriui M oL R, tai jégu sistema yra
redukuojama | atstojamaja jéga.
Kai M o =0, tai svarbiausias vektorius R bus visos jégu sistemos atstojamoji jéga, nes

Jis vienas atstos visa jégu sistema.
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55 pav. Erdvinés jéguy sistemos redukavimas i atstojamaja jéga

Kai M ol R (55 pav.), svarbiausiaji momenta-vektoriy M o galima pakeisti jéguy pora
(E’;E”), kurios jégos lygios svarbiausio vektorius R moduliui, yra su juo lygiagrecios ir

veikia toje pat plokStumoje. Poros petys /4 parenkamas taip, kad momentas islikty nepakites:

M, =M(R.R")=h-R, (107)
M
h="0
= (108)

Jégos R ir R" sudaro atsisveriandiy jégy sistema, todél jas atmete gauname, kad jégu
sistema yra pakeista viena jéga R', kuri yra visos jégy sistemos atstojamoji jéga. Taskas 4 yra
ypatingas tuo, kad atstojamoji R', pridéta Siame taske, turés momenta apie taska O, lygu
sistemos svarbiausiam momentui M ,.

Erdvinés jégy sistemos redukavimas j jégy pora
Kai jégu sistemos (54¢ pav.) svarbiausias vektorius R lygus nuliui R =0, o svarbiausias
momentas M o bet kurio laisvai pasirinkto redukavimo centro atzvilgiu nelygus nuliui

M o #0 (56 pav.), tai jégy sistema redukuojama | jégy pora, kurios momentas lygus jégu

sistemos svarbiausiam momentui. Tokia jégy sistema gali tik sukti kiina.

M, =M(F"F").

56 pav. Erdvinés jégy sistemos redukavimas i jégu pora
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Erdvinés jégy sistemos redukavimas j dinama

Dinama arba dinaminiu sraigtu vadinama jégy sistema, susidedanti i§ jégos ir jégu poros,

kurios veikimo plokS§tuma yra statmena jégai (57 pav.). Dinama, veikdama kiina, vercia ji
slinkti ir suktis apie dinamos asj.

57 pav. Dinama

Jeigu redukave jéguy sistema i tam tikra centra (54c pav.) gavome, kad vektoriai RirM o
yra lygiagretiis, tai redukuotoji jéguy sistema sudaro dinama (58 pav.).

58 pav. Erdviné jégy sistema, redukuota | dinama

Jei redukuojant jégu sistema kampas o tarp svarbiausiy vektoriy RirM o (59 pav.) yra

a =0 ir a %90, tai pagal jégu pory sudéties ir skaidymo teorema momenta-vektoriy M o
galima i¥skaidyti i dedamasias M|, ir M.

59 pav. Erdvinés jégy sistemos redukavimas i dinama
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Svarbiausiojo momento-vektoriaus dedamoji M , yra statmena svarbiausiam vektoriui
R, todél sistema M o ir R galima pakeisti viena atstojamaja jéga R, pridéta taske A4 (Zr.
redukavimas | atstojamaja). Dedamoji M , yra svarbiausio momento-vektoriaus projekcija {

svarbiausiojo vektoriaus R’ krypti ir nepriklauso nuo redukavimo centro, todél ja galima
perkelti 1 taska 4. Dél Siu pakeitimy taSke 4 gavome sistema, sudaryta i§ jégos R ir jégu
poros, kurios momentas-vektorius M , sutampa su vektoriaus R’ veikimo tiese. Vektoriy R’

ir M, veikimo ties¢ yra vadinama dinamos a$imi.

1.7.2. ERDVINES BET KAIP ISDESTYTU JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS
SALYGOS

Erdvinés jégy sistemos (54c pav.) svarbiausiaji vektoriy R ir svarbiausiaji momenta-
vektoriy M, galima iSreiksti projekcijomis:

R=,/Rj+Rj+Rj,

kur Rx:Zn:Ex’ Ry :Zn:Ey’ Rz ZZEZ :
i=1 i=l

My=\M>+M}+M? .

Atsizvelgiant { tai, kad jégos momento-vektoriaus projekcija i bet kuria asi yra lygi jégos
momentui tos asies atzvilgiu, gauname:

M, =M, (F)=S(z F, -xF.), (109)

Vadinasi, kad erdviné bet kaip iSdéstyty jéguy sistema biity pusiausvira, biitina, kad
sistemos svarbiausias vektorius ir svarbiausias momentas-vektorius abu kartu biity lygis
nuliui:

R=0ir M, =0.

Todél pusiausvyros lygciu sistema erdvinei bet kaip iSdéstyty jégu sistemai uzraSoma
taip:
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(110)

1.7.3. ERDVINES LYGIAGRECIUJU JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS SALYGOS

Kai erdvinés jégu sistemos visos jégos yra lygiagrecios, jos sudaro erdving lygiagreciyju
jégu sistema (60 pav.).

Koordinaciy sistemos asis nukreipiame taip, kad viena asis, pavyzdziui z, biity lygiagreti
su jégu veikimo tiesémis.

60 pav. Erdviné lygiagreCiyju jégu sistema

Matyti, kad jégu projekcijos i x ir y asis bei jégu momentai apie z asj yra lygts nuliui,
nepriklausomai nuo to, ar sistema yra pusiausvira, ar ne, tod¢l salygos:

Rx:ilﬂxzo’ RyziF'iy:O’ Mz:iMZ(ﬁ'l):O (111)

i=1
bus tenkinamos visada.

Vadinasi, erdvinei lygiagreciyju jégu sistemai galima parasyti tik tris nepriklausomas
pusiausvyros lygtis:
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MX=Z"“MX(1)=0, (112)

1.7.4. VARINJONO TEOREMA, TAIKOMA ERDVINEI JEGU SISTEMAI

Varinjono teorema, {rodyta ploksciajai jégu sistemai (Zr. 1.3.4 sk.), galima taikyti ir
erdvinei jégu sistemai (61 pav.). Ji skamba taip: erdvinés bet kaip isdéstyty jégy sistemos
atstojamosios momentas bet kurio tasko atzvilgiu lygus visy sistemos jégy momenty to tasko

atzvilgiu vektorinei sumai.

61 pav. Erdviné jégy sistema

Todé¢l erdvinei jégy sistemai Varinjono teoremos matematingé iSraiSka uzraSoma taip:

n

FXR=F xF, +7,xF, +.4+7 xF =Y FxF (113)
i=1
ir
Mo (R)= Mo (B )+ 6, (F))+ .+ 3B ) =Y 01, (F).  (114)

i=1
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1.8. RYSIU MODELIAVIMAS

Kiny judéjimo laisvumo suvarzymai mechanikoje vadinami ryS$iais. Rysiai gali buti
sudaryti i§ kiety arba lanks¢iy kiiny, gali buti sujungti su Siuo kiinu arba gali ji tik liesti. Jei
kiinas gali judéti erdvéje laisvai, niekieno nevarzomas, tai jis vadinamas laisvuoju arba
nesuvarzytu kiinu.

2 lentelé. Pagrindiniai rySiy tipai ir ju reakcijos

PLOKSCIOJI MECHANINE SISTEMA

Kontakto tipas Atramos reakcija

Lietimasis
Reakcija yra statmena

N f <_ atramos pavirsiui

Reakcijos R kryptis ir
dydis randami sudéjus
tangenting  komponentg

Lygts pavirsiai

Nelygiis pavirsiai X/

F (trinties jéga) ir

normaling komponentg N

Lankstus rySys (virve, trosas, lynas)

svoris
nejvertinamas

Reakcija nukreipta nuo
T kiino i8ilgai rySio

svoris jvertinamas T -

Paslankiis Sarnyrai

Sarnyrai su ratuku

'y .. .
\T/ Reakcija visada yra statmena
° / v e v
atramos pavirsiui, net kai §is

pavir$ius yra pasvirgs

Nepaslankiis Sarnyrai Atramos reakcija gali
= g buti nukreipta bet kaip
R. | R. | M plokstumoje, todél daznai

R R yra naudojamos dvi §ios
reakcijos  komponentés

R
o :
]
Slankikliai ]:1}[ %J
=)

R, ir R, . Kai sukimasis apie asi yra nors

X

kiek suvarzomas, atsiranda dar viena reakcija
— momentas M.
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2 lentelés tesinys

Standus itvirtinimas Toks itvirtinimas neleidzia strypui nei
Gembe vadinamas strypas, vienu galu pasislinkti, nei pasisukti
standziai jtvirtintas | atramg — sieng arba Kkitg bet kuria kryptimi.
. . . M . .
masyvia konstrukcijos dali A Todél yra pridedamos
4 y R [ dvi dedamosios R_ ir
X
arba = . ..

l::: —_ - R, 1ir jégu pora su

suvirintasis R .
sujungimas y nezinomu momentu

M,.

I
R y
X M A
G .
b) vienas krastas strypo yra standZziai itvirtintas laisvojo kiino diagrama

P v
_,_E/?/“ e

M

]

¢) lietimasis A ir nepaslankus Sarnyras B laisvojo kiino diagrama

62 pav. Rysiai ir reakcijos
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3 lentelé. Pagrindiniai rySiu tipai ir ju reakcijos

ERDVINE MECHANINE SISTEMA

Kontakto tipas Atramos reakcija
Lietimasis z
z z ..
Reakcija yra statmena
Lygus % atramos pavirSiui
pavir§ius o . 7y
X Yy x Y
z Reakcija R randama
z

sudéjus tangenting

komponente F (trinties
jéga) ir normaling

Nelygts pavirSius %

<

komponentg N

Paslankus Sarnyras Atramos reakcija N

nukreipta statmenai

atramos pavirsiui, net
m . kai ratuka veikia Soniné
F

jega F

Nepaslankus Sarnyras

X y
Standus jtvirtinimas 2
ROE,
SHNAR M
N7 +Rz A
X7 + y
x Y T PM
Atraminis guolis z
z
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1.9. STATISKAI ISSPRENDZIAMI IR STATISKAI NEISSPRENDZIAMI
UZDAVINIAI

Kinas yra pusiausviras, kai visy kiing veikianciy jégu atstojamoji jéga yra lygi nuliui.
Taigi, kai atstojamoji jéga R ir atstojamosios jéguy poros momentas M Kartu yra lygts nuliui,
bendroji pusiausvyros salyga uzrasoma taip:

R=SF =0 ir i1 =34, =0,
i=1 i=1

kuri=1, 2, ..., n; n—veikianCiy jégy skaicius; k — veikianciy jégy pory skaicius.
Pusiausvyros lygtys galimoms ploksciosioms ir erdvinéms jégu sistemoms pateiktos 4 ir
5 lentelése.

4 lentelé. Ploksciosios jégy sistemos

PLOKSCIOSIOS JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS SALYGOS

Jégy iSdéstymas Laisvojo kiino diagrama Pusiausvyros lygtys

1. Veikia vienoje
ties¢je

2. Susikerta viename
taske

i=1

i=1

F_ =0
\‘y Z ix 5

3. Lygiagrecios

i=1

B "

2 F =0,
. y .

4. Bet kaip i§déstytos | > F, =0,
X pan

,,,,,,,,,,,,

et
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Matome (4 lent.), kad ploksciajai bet kaip iSdéstyty jégu sistemai galima paraSyti ne
daugiau kaip tris viena nuo kitos nepriklausomas pusiausvyros lygtis. IS $iu triju lyg¢iu galima
rasti tik tris nezinomus dydzius, o ploksciajai lygiagreciu jégu sistemai — tik du neZinomus
dydzius. Vadinasi, bet kuris ploks¢iasis uzdavinys yra statiskai iSsprendziamas, kai yra ne
daugiau kaip trys nezinomi dydziai.

Erdvinei bet kaip iSdéstyty jégu sistemai (5 lent.) galima parasyti ne daugiau kaip SeSias
nepriklausomas pusiausvyros lygtis. IS SeSiy lyg¢iy galima rasti tik SeSis nezinomus dydzius,
tod¢l erdvinis uzdavinys bus statiSkai iSsprendziamas, kai yra ne daugiau kaip $eSi neZinomi
dydziai.

5 lentelé. Erdvinés jégu sistemos

ERDVINES JEGU SISTEMOS PUSIAUSVYROS SALYGOS

Jégy i8déstymas Laisvojo kiino diagrama Pusiausvyros lygtys

iF'ix :0’
i=1

1. Susikerta viename
taske

2. Lygiagrecios

3. Bet kaip iSdéstytos

Isvada: bet kuris statikos uzdavinys yra statiskai i§sprendziamas, kai nezinomy jégu skai¢ius
nevir$ija nepriklausomy pusiausvyros lygciy skaiiaus.
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2. KUNU SISTEMOS

Iki Siol buvo nagrinéjami atskiri jégy veikiami kietieji kiinai ir ju pusiausvyra. Siame
skyrelyje démesi skirsime tarpusavyje sujungtuy kietyjuy kiiny, kuriy kiekviena atskirai arba
visus kartu gali veikti tam tikros jégos, pusiausvyrai nagrinéti.

Nejudanti mechaniné sistema, sudaryta i§ keliy tarpusavyje sujungty kietyju kiiny, yra
vadinama kiiny sistema. Nagrin¢jant vieno sistemos kiino poveikj kitam sistemos kiinui yra
taikomos 4-0ji — akcijos ir reakcijos bei 6-0ji — rysio atlaisvinimo statikos aksiomos, kurios
skamba taip:

o jégos, kuriomis du kiinai veikia vienas kitq (akcija ir reakcija), yra lygios ir veikia viena
tiese priesingomis kryptimis;

o bet kurj suvariytq kinq galima bity laikyti laisvuoju, nutraukus rysSius ir vietoj jy
pridéjus atitinkamas rysSiy reakcijy jégas.

Jégos, kuriomis sistema sudarantys kiinai veikia vienas kita sujungimo arba kontakto
vietose, yra vadinamos vidinémis jégomis arba vidiniy rySiy reakcijomis. Pagal akcijos ir
reakcijos aksioma Sios jégos yra lygiy moduliy ir prieSingu krypc¢iu. Visos kitos kiiny sistema
veikiancios jégos vadinamos iSorinémis jégomis. Atraminiy rySiy reakcijos vadinamos
1Soriniy rysiy reakcijomis.

2.1. KUNU SISTEMOS PUSIAUSVYRA

r’jﬁe—)«fﬁ A

- A 3 = Ry y

d ) A<—1 :
L

t—=rp=ly| —

kiiny sistema laisvojo kiino diagrama

63 pav. Kiiny sistema

Nagrin¢jant kiiny sistema (63 pav.) svarbu Zinoti, kiek kiiny sudaro ta sistema, kiek yra
sujungimo (arba kontakto) viety (64a pav.) ir kokius rysio tipus (zr. 1.8 sk., 2-3 lent.) atitinka
tos sujungimo vietos. Sistemos kiinai veikia vienas kita tik per sujungimo arba kontakto
vietas, todel nustacius, kokj rySio tipa atitinka konkretus sujungimas, jame galima pridéti
atitinkamas rySio reakcijas. Reikia atkreipti démesj { tai, kad vienodo didumo ir prieSingy
krypciy reakcijy jégos turi buti pridétos prie visy foje vietoje (64a, b pav.) sujungty kiiny, nes
ktinai veikia vienas Kkita.
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64 pav. Kiiny reakcijos sujungimo vietoje
Jeigu kiiny sistema yra pusiausvira, tai pusiausviri yra ir atskirai paimti sistemos kiinai.

Pritaike rysio atlaisvinimo aksioma galime iSskirti kiinus (65 pav.) ir kiekvienam i$ jy uzrasyti
pusiausvyros lygtis taip, kaip tai yra daroma esant vienam kiinui.

T-e-—/j‘

<
¢| N \
"} A

65 pav. ISskaidytos kiiny sistemos jégu diagrama

;;f

Uzdaviniy sprendimo eiga yra tokia:

a) kuny sistema skirstoma { atskirus kiinus, iSorinius ir vidinius rySius pakeiCiant rySiy
reakcijomis;

b) kiekvienam sistemos kiinui sudaroma atskira pusiausvyros lyg€iy sistema;

c) 1iSsprendus lygc€iy sistemas randamos nezinomos rysiy reakcijos.
Kai ploksciaja kiiny sistema sudaro n kiiny, galima sudaryti tik (3n) nepriklausomy

pusiausvyros lygéiy. Todél plokscioji kiiny sistema bus statiSkai iSsprendziama tada, kai
bendras nezinomuy iSoriniy ir vidiniy reakcijy skaic¢ius nebus didesnis kaip (3 n) Erdvinés

kiiny sistemos nezinomuyjy skaicius negali virSyti atitinkamai (6 . n)

Pavyzdys. Dvieju taSke C susiliec¢ianciy kietyjuy kiiny pusiausvirai sistemai (66a pav.)
reikia rasti iSoriniy rysiy reakcijy jégas (atramy reakcijas). Kad jvertintume kiiny tarpusavio
poveiki, prie kiekvieno i§ ju taSke C yra pridedamos vienodo didumo bet priesingy krypciu
reakcijos E'C ir E('; (66b pav.) (pastaba: lietimosi atveju reakcija yra statmena pavirsiui, 7.

1.8 sk., 2 lent.).
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66 pav. Dviejy kiiny sistema

Dabar galima atsisakyti rysio, atskirti kiinus ir kiekvienam i§ jy uzraSyti pusiausvyros

lyg€iy sistema:

pirmam ktinui antram ktnui

> F, =0 S F =0

i=1 i=1

iFiy =0 iFl) =0

i=1 i=1

YoM, (E)=0 > M, (F)=0
i1 i1

Sujunge uZzraSytasias pusiausvyros lygtis { viena lyg€iy sistema, nagriné¢jamai kiny
sistemai gauname SeSiu nepriklausomy pusiausvyros lygciy sistema. Kiinus (66b pav.) veikia
SeSios neZinomos jégos A,,A4,,M,,R.=R[,B B, todél taikant Zinomus matematikos
metodus jos yra nesunkiai randamos. Matyti, kad momenty lygtys kiinams yra uZraSytos
tasky, kuriuose pridéta daugiausia nezinomy jégu, atzvilgiu. Tai leidzia sumazinti nezinomy
jégu skaiciy momenty lygtyse ir taip pat gauti paprastesnes israiskas.

2.2. SANTVAROS

Standi konstrukcija, sudaryta 1§ tiesiu elementy, sujungtu galuose yra vadinama santvara.
Tiltai, kranai, stogai, elektros stulpai ir kitos panasaus pobiudzio struktiros yra santvaros.
Struktiiriniams santvary elementams — strypams, kampuociams, juostoms bei specialiems
profiliams sujungti galuose naudojami vairts varztai, kniedés, smeigtukai arba suvirinimas.
Santvaros elementy sujungimo vietos yra vadinamos santvaros mazgais. Kadangi lenkimo
deformacijos santvaros mazguose yra palyginti mazos, sprendziant akademinio pobiidzio
uzdavinius, mazgai yra modeliuojami kaip Sarnyrai (Zr. 1.8 sk.).

Santvara vadinama ploksciaja, kai visi jos elementai yra vienoje plokStumoje. Keletas
dazniausiai naudojamy ploksciosios struktiiros santvary yra pavaizduotos 67 pav.
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Tilty santvaros
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Stogu santvaros

67 pav. Ploksciosios santvaros

Matyti, kad bazinis plokS¢iosios santvaros elementas yra trikampis, nes trys tiesiis
elementai, sujungti galuose Sarnyrais, sudaro standzigja strukttra (68a pav.). Kita vertus,
sujungus i daugiakampi keturis arba daugiau strypy (68b pav.), yra gaunama nestandzioji
(nestabili) struktiira. Tokia struktira taps standi tik taskus A ir D arba C ir B sujungus
papildomu strypu (68c pav.). Toliau gautoji standzioji struktiira gali biti iSpleCiama, pridedant
papildomus blokus i§ dvieju tarpusavyje sujungty strypu AF-FD arba DE-EC (68c pav.) ir liks
standi.

68 pav. Strypuy sistemos

Standziosios struktiiros, sudarytos trikampio pagrindu taip, kaip buvo aprasyta anksciau,
yra paprastos santvaros. Taciau, kai elementy struktiiroje bus daugiau, negu reikia formai
iSlaikyti, santvara bus statiSkai neiSsprendziama. Papildomi elementai arba atramos, skirti
pusiausvyrai palaikyti, vadinami pertekliniais (redundanciniais). StatiSkai neiSsprendziamos
santvaros negali biiti iSanalizuotos taikant vien tik statikos metodus.
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StatiSkai  iSsprendZiamoms santvaroms santvaros mazgy ir strypuy skaiciaus
priklausomybé uzrasoma taip:

§=2-m-3,

kur S — strypu skaicius santvaroje; m — mazgy skaicius santvaroje.

S=2-m-3 santvara statiskai i§sprendziama (68a,c pav.)
S>2-m-3 santvara statiSkai neiS§sprendziama
S<2-m-3 sistema neislaiko savo formos (68b pav.)

Santvary projektavimo pagrinda sudaro veikian¢iy jégy pasiskirstymo {vairiose santvaros
dalyse ivertinimas ir atitinkamai tokio santvaros matmeny, geometrinés struktiiros bei
struktiiriniy elementy formos derinio parinkimas, kad santvara galéty efektyviai prieSintis
veikianCioms apkrovoms. Prielaidos, taikomos analizuojant santvaros elementus veikiancias
jégas, visy pirma remiasi tuo, kad bet kuris (69 pav.) dvieju jégu veikiamas kietasis kiinas bus
pusiausviras, kai pridétosios jégos bus vienodo dydzio ir veiks viena tiese prieSingomis

kryptimis.

69 pav. Pusiausvyros salygos

Atsizvelgiant | tai, kad santvary elementai (strypai, kampuociai ir kt.) yra tiests ir
tarpusavyje sujungti galuose, o jégu, pridéty viename santvaros mazge, poveikis kitiems
santvaros mazgams gali biiti perduodamas tik per santvaros elementus, laikoma, kad esant
pusiausvyrai kiekviena santvaros elementa veiks tik dvi vienodo dydzio ir prieSingy krypciu
jégos, pridétos elemento galuose (70 pav.).

tempimas gniuzdymas
70 pav. Santvaros elementa veikiancios jégos

64



70 pav. matome, kad santvaros elementas gali biiti tempiamas arba gniuzdomas. Bet kuria
pusiausviro santvaros elemento dalj veikia tos patios tempimo T arba gniuzdymo G jégos
(70 pav.). Laikoma, kad kai elementas yra tempiamas, jo iraza — vidiné jéga, atsirandanti deél
iSorinés apkrovos poveikio, yra teigiama, kai gniuzdomas — neigiama.

Skaiciuojant santvaras atramy reakcijy jégos ir visos iSorinés apkrovos yra pridedamos tik
santvaros mazguose. Santvaros elemento nuosavo svorio galima nepaisyti, kai jis yra daug
mazesnis palyginti su elementa veikiancios jégos dydziu. Kai svorio efekto atsisakyti
negalima, elemento svoris yra pakei¢iamas dviem jégomis, pridétomis elemento galuose.
Pavyzdziui, kai elementas yra vientisas, kiekviename jo gale yra pridedama sunkio jégos
pusé. Toks elemento svorio ivertinimo budas leidzia gauti teisingus rezultatus, kai yra
vidutinis tempimas ir gniuzdymas, tac¢iau elemento lenkimo efektas liks nepaaiskintas.

Santvaros elementy irazoms skaiciuoti dazniausiai taikomi mazgy ir pjivio metodai.

Mazgy metodas

Sis santvaros jrazoms skai¢iuoti taikomas metodas yra paremtas kiekviena santvaros
mazga veikianciy iSoriniy ir vidiniy jégy pusiausvyros salygu analize. Metodo esminius
bruozus ir uzdaviniy sprendimo principa iliustruosime nagrinédami ploksc¢iaja santvara (71a
pav.).

71 pav. Ploks¢ioji santvara

Pusiausviros santvaros atskiri strypai ir mazgai bei visos veikiancios jégos bus
pusiausviros. Visy pirma reikia rasti Sarnyriniy atramy A4 ir D reakcijas (71b pav.), todél
santvara yra nagrin¢jama kaip standusis pusiausviras kiinas, kuri veikia iSoriné jéga F ir
nezinomos rysiy reakcijos R 4 R 4, ir RD. Sios jégos kartu paimtos sudaro ploki¢iaja bet

kaip isdéstyty jégy sistema, kuriai galima uzrasyti tris nepriklausomas pusiausvyros lygtis (Zr.
1.9 sk.):

2 F. =0,
2.F, =0,
ZMA(E)ZO'

Issprendus §ia lygéiy sistema rasime reakciju R 4 R 4 dr R p reikSmes. IS pirmos lygties

matyti, kad §iame uzdavinyje reakcija R . bus lygi nuliui, todeél schemose jos nevaizduosime.
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Toliau yra sudaroma santvara veikian¢iy iSoriniy ir vidiniy jégy diagrama (72 pav.).
Daznai 1§ karto teisingai pasirinkti vidiniy jéguy kryptis yra neimanoma. Todé¢l sutarta, kad
visos vidinés jégos i§ pradziy yra nukreipiamos nuo mazgo. Jeigu skai¢iavimo metu bus gauta
neigiama kurios nors vidinés jégos reikSme, tai reiks, kad tikroji Sios jégos kryptis yra
prieSinga pasirinktajai.

72 pav. ISoriniy ir vidiniy jégu diagrama

Kiekviena santvaros mazga veikiancios jégos sudaro susikertan¢iy jégy sistema. Tokiai
jégu sistemai galima uZzraSyti tik dvi nepriklausomas pusiausvyros lygtis (zr. 1.9 sk.):

> F, =0,
> F, =0

UzraSius dviejy pusiausvyros lygéiy sistema kiekvienam ploksciosios santvaros mazgui
galima rasti visy santvaros elementy irazas. Taciau svarbu atkreipti démesi 1 tai, kad
sprendima reikia pradéti nuo mazgo, kuriame yra pridéta bent viena Zinoma jéga ir yra
sujungti ne daugiau kaip du elementai su nezinomomis vidinémis jégomis. IS 72 pav.
matome, kad Sias salygas tenkina du nagrinéjamos santvaros mazgai 4 ir D, todél pradéti
sprendima galima nuo bet kurio 18 ju.

UzraSysime pusiausvyros salygas ir pusiausvyros lygtis mazgui 4 (72 pav.):

R,+R,+R, =0,

R, +R, -cos(oc)=0,
R,+R, -sin(a)=0,

kur R, — atramos 4 reakcija; R, ir R, — santvaros elementy 4B ir AF jrazos.

ISsprendus mazgo A4 pusiausvyros lygéiy sistema, randame santvaros elementy 4B ir AF
irazy R, ir R . reikimes. Kadangi R, =—R,,, tai galima pereiti pric mazgo F, uzrasyti
dvieju pusiausvyros lyg€iy sistema Siam mazgui ir rasti santvaros elementy FB ir FE irazas.

Taip nuosekliai analizuojant mazgus galima rasti visy santvaros elementy irazas. Jeigu
visy irazy reikSmés bus apskaiCiuotos teisingai, tai CD ir ED elementy irazos bus
ekvivalentikos atramos reakcijai R, .
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Pjuvio metodas (Ritterio metodas)

Palyginti su mazgy metodu, pjiivio metodas leidzia rasti beveik bet kuri santvaros
elementa veikiancia viding jéga (jrqzq), neatliekant nuoseklaus skai¢iavimo nuo mazgo prie
mazgo. Metodas paremtas tuo, kad i§ pusiausviros santvaros iSpjauti fragmentai (dalys) (73b
pav.) liks pusiausviri, jeigu pjiivio vietoje bus pridétos atitinkamos jégos.

é’jﬁ
) ——

=l
N

a) b)

73 pav. Pjiivio metodo taikymas ploksciajai santvarai apskaiciuoti

Reikia atkreipti démesi i tai, kad pridétosios fragmenty pusiausvyrai palaikyti jégos néra
Zinomos. Yra zinoma tik juy kryptis — butinai iSilgai perpjauty elementy, nes visos vidinés
jégos santvaroje gali veikti tik iSilgai jos elementy. Veikianc¢ios iSilgai santvaros elementy
jégos yra ty elementy irazos.

Pjuvio metodui iliustruoti pasirinksime pusiausvirg plokSciaja santvara (73a pav.),
anksciau iSanalizuota pagal mazgy metoda. [Soriniy atramy A4 ir D reakcijy skaiciavimas Siai
santvarai pateiktas anksciau, todél laikysime, kad iSorinés reakcijos mums yra zinomos.

Tarkime, reikia rasti santvaros elementy BC, BE ir FE irazas (73a pav.). Atsizvelgdami |
tai, kad pjivio linijja gali buti vedama tik per santvaros elementus (ne per mazgus),
perpjauname santvara | dvi dalis per mus dominancius BC, BE ir FE elementus (73b pav.).
Skaiciavimams galima imti bet kuria i§ dviejy daliy, taciau paprastesnis sprendimas bus
gautas tai daliai, kurig veikia maziau jégy. Taikant pjiivio metoda atskirai paimta santvaros
dalis yra nagrin¢jama kaip vientisas pusiausviras kiinas. Todé¢l i pusiausvyros lygtis reikia
itraukti tik neZzinomas jégas, veikiancias perpjautus elementus ir nagrinéjama santvaros dalj
veikiancias iSorines jégas. Vidinés jégos, veikiancios fragmento (dalies) elementuose, néra
nagrin¢jamos ir | skai¢iavimus nejtraukiamos.

Ploksciajai jégy sistemai galima uZrasSyti daugiausia tris nepriklausomas pusiausvyros
lygtis (zr. 1.5.2 sk.), i§ kuriy galima rasti tik tris nezinomus dydzius. Todél darant
ploksciosios santvaros pjiivi galima perpjauti daugiausia tris santvaros elementus, kuriems
vidinés jégos néra Zinomos. Sprendziant galima taikyti bet kurig plokSc¢iosios jégu sistemos
pusiausvyros salygu forma (zr. 1.5.2 sk.).

Sprendimas: sprendimui pasirenkame deSiniaja (73b pav.) santvaros dali. Laisvai
pasirenkame perpjautus elementus veikian¢iy nezinomy jégy kryptis ir pradedame nagrinéti
kiekvieno perpjauto elemento pusiausvyra:

a) jega F - galima rasti 1§ momenty pusiausvyros lygties. Rasant momenty lygti reikia

stengtis pasirinkti toki taska, per kuri eina daugiausia nezinomy jégy. Matyti, kad jéguy
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F pp 1T F »c veikimo tiesés eina per taSka B, todél uZrasius momenty lygti apie B, Siy jégu

galésime atsikratyti:

!

ZZIMB( =0, M, (Fyp )+ M, (R, )=0.

i=1

b) jéga F »- galima rasti suprojektavus visas jégas 1 y a$i, nes §iuo atveju jégy F e 1T F e

projekcijos bus lygios nuliui:

2 -
> F, =0; F,. +R,=0.

ZZ:ME(:):O; ME(FBC)—I—ME(ED):O'

Taskai B ir E, per kuriuos eina nezinomu jégy veikimo tiesé€s, yra vadinami Ritterio
taskais.

Ne visada galima i§ karto parinkti teisinga nezinomos jégos krypti, taciau neigiamas
atsakymas reiks, kad tikroji jégos kryptis yra priesinga negu pasirinktoji. Siuo atveju reikia
grizti prie schemos, pakeisti jégos krypti, perrasyti lygti ir gauti teigiama atsakyma. Laikantis
Sios tvarkos bus iSvengta atsakymy dviprasmiskumo, o apie jégos poveiki santvaros elementui
— tempima ar gniuzdyma — bus galima spresti i§ sudarytos schemos.

Pjuviy metodas negali biiti taikomas plok$¢ioms santvaroms skaiiuoti, kai darant pjivi
tenka perpjauti daugiau negu tris elementus, kuriy vidinés jégos (iraZzos) néra zinomos. Todél
kai kuriais atvejais, siekiant gauti efektyvesni sprendima, mazgy ir pjivio metodai yra taikomi
kartu. Pavyzdziui, reikia rasti sudétingos santvaros centre esancio elemento i{raza, taiau,
darant santvaros pjiivi tenka perpjauti maziausiai keturis elementus (gaunami keturi
nezinomieji). Siuo atveju viena arba kelias neZinomas jégas galima rasti pagal mazgy metoda,
paskui padaryti pjivi ir rasti kitas jégas. Tokia metody kombinacija gali biiti racionalesné
negu atskiry metody taikymas.
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3. SVORIO CENTRAS

Panagrinékime masés m trimati kiing (74a pav.), kabanti ant sitlo, pririSto taske A.
Matome, kad kiinas bus pusiausviras, kai sitilo itempimo jéga bus lygi visas kiino daleles
veikian€iy sunkio jégy atstojamajai jégai G. Taip pat matome, kad atstojamosios jégos G ir
sitilo tempimo jégos veikimo linijos sutampa. Pakartosime eksperimenta, pririSdami ta pati
kiina kituose taSkuose, pavyzdziui, B arba C (74b,c pav.), kaskart punktyru pazymedami
atstojamosios jégos G veikimo linija. Visais stebimais atvejais (74a,b,c pav.) Sios linijos bus
tarpusavyje lygiagredios (nes yra vertikalios) ir kirsis tame paciame taske (74c pav.). Sis
taskas yra vadinamas kiino svorio centru.

AI 'B

.B A. 3 :B ;(‘
Pel as C A 2
l Y Y
G G G
a) b) 9)

74 pav. Kiino svorio centras

Norint tikslesnés analizés visgi tekty ivertinti tai, kad skirtingy kiino daleliy gravitacijos
jégu kryptys Siek tiek skiriasi ir néra lygiagrecios, nes gravitacijos jégos eina i Zemes centra.
Be to, tekty ivertinti tai, kad kiino dalelés nuo zemés yra nutolusios ivairiais atstumais, todél
gravitacijos jégy poveikis joms taip pat bus skirtingas. Tai leidZia daryti i§vada, kad unikalaus
kiino svorio centro néra. Si i§vada neturi praktinés naudos tol, kol nagrinéjamy kiny
matmenys yra daug mazesni, palyginti su zemés matmenimis. Tod¢l toliau kiinus nagrinésime
atsizvelgdami { unikalaus svorio centro egzistavimo koncepcija, paremta prielaida, kad zemés
gravitacijos jégy laukas yra lygiagretus ir vientisas.

3.1. LYGIAGRECIUJU JEGU CENTRAS

B A N e Y
V Vi x Ye F

75 pav. LygiagreCiuju jégy sistemos
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Nagrineti pasirinksime lygiagre¢iyju jégu sistemas, pavaizduotas (75 pav.). Laisvai
pasirinkta taSka O (75a pav.) spinduliu-vektoriumi 7 sujungus su kurios nors jégos F,

1

pridéties tasku, galima uZraSyti tokia jégos 131 momento apie taSka O iSraiska:

|
|

)=7xF,. (115)

M O( i i

Taciau erdvinés jéguy sistemos atstojamosios momentas laisvai pasirinkto tasko O
atzvilgiu yra lygus sistema sudaranciy jégu momenty apie ta patj taSka vektorinei sumai —
Varinjono teorema (zr. 1.7.4 sk.). Todé¢l galima uzrasyti, kad:

M, (R)=3 11, (F). (116)

i=1

arba (Zr. 75b pav.)

FxR=YFxF, (117)

i=1
kur R = ZE (algebriné suma), nes visos jégos yra lygiagrecios; i = 1, 2, ..., n; n — sistema
i=1
sudaranc¢iy jégu skaicius.

Isvede papildoma vienetinj krypties vektoriy 7 (76 pav.), lygiagrety su jégu sistemos
jégomis, Sia iSraiska biity galima uzrasyti taip:

PxYF =Y FxE§ (118)
arba " "

a.igxhzﬂ:a-ﬂx?, (119)
todél a "

Y F =Y. (120)
Gauname: - a

(121)

76 pav. LygiagreCiuju jégu centras
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Jeégu sistemos atstojamosiosﬁ pridéties tasko C padét] galima apibrézti pagal jprastas
Dekarto sistemos koordinates, pavyzdziui, x., y., z.. Todél abi gautosios lygybés pusés yra

projektuojamos i koordinaciy asis x, y ir z. Atsizvelgdami i tai, kad jégu 17“, pridéties tasky

padétis gali biiti apraSyta koordinatémis x,, y,, z,, gauname:

ixi'Fi Zn:yi'Fi zzi'Fi
_ =l _ Al

x, =5 —0, y, z, = (122)
2F
i=1

c > @ n

>F >F,
i=1 i

3.2. KUNO SVORIO CENTRAS

77 pav. Kiino svorio centras

Norint matematiSkai nustatyti masés m materialiojo kiino (77 pav.) svorio centro padéti
reikia suskaidyti ji 1 » masés dm,, dm,,..., dm, daleliy. Kadangi kiino sunkio jéga G yra

lygi G= g -m, tai atskiry daleliy sunkio jégoms galima uzraSyti tokias iSraiskas:
(123)

Todél
G=g-dn =G, (124)

¢iai=1,2,...,n —kiino dalelés; n — daleliy skaicius; g — kiino laisvojo kritimo pagreitis.
IS 77 pav. matyti, jog kiino daleliy sunkio jégos él , éz yenvs Gn sudaro lygiagreciyjy jégu
sistema, kurios atstojamoji jéga, lygi kiino sunkio jégai G, yra pridéta taSke C. Taikome

ankstesng lygiagreciyjy jégu sistemos vektoring iSraiska (121) ir gauname:

n n
zri ’ Gi Z - Gi
i=1 i=1

_ i (125)

>a, ©
i=1

c
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Suprojektavus abi (125) lygybés puses 1 Dekarto koordinaciy sistemos asis x, y ir z
gaunamos tokios iSraiskos:

Zn:xi'Gi Zyi'Gi Zzi'Gi
xc = = G > Y(,’ :i=l—’ Z, :i=1—' (126)

Jeigu didinsime materialiyjy daleliy skaiciy iki begalybés, tai kiekvienos dalelés mase
artés prie nulio. Nykstamai mazy dydziy suma yra integralas, todél kiino svorio centro
koordinac¢iy bendrosios iSraiSkos yra uzraSomos taip:

[7dG [xdG [yaG [2dG
v v v , z =L = (127)

rc: b xc: b yc:

G G G

¢ia V — kuno turis.

. C . T k;
Atsizvelgdami 1 tai, kad tankis yra masé kiino turio vienete p = [1_g3
m

} , gauname, kad

elementariosios dalelés masé dm, yra lygi dalelés tankio p, ir dalelés turio V, sandaugai:

dm, =p. V. (128)

1 1

Atitinkamai gauname, kad:
G =g-dm,=g-p,-V. (129)

Bendruoju atveju, kai kiino daleliy tankis néra vienodas, (125) iSraiska uzraSoma taip:

SE-G YEgp v, YE-p,,
_ =l _ =l _ =l

7, - =-— == , (130)
26 XEeV. XeY
arba - - -
_ prdV _ J.ypdV _ IzpdV 131)
‘ J.pdV ’ ‘ J.pdV ’ ‘ J.pdV .

Kai yra kietasis homogeninis kiinas, kurio visy elementariyjy daleliy tankiai p, yra

vienodi, gauname:

SiopV YEv Yiey,
— i=1 — i=1 — i=1 .
Zn:p-Vi ZV g

i=1 i=1

(132)

c

Suprojektave Sia i8raiSka 1 Dekarto koordinaciy sistemos aSis gauname iSraiSkas, pagal

kurias randamas tario svorio centras:
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¢ |14 14 ¢ 14
arba
xc=IXdV, yc=jde, Zc:jde
|14 V V

¢ia V — kuno turis.

3.3. PLOKSCIOS FIGUROS SVORIO CENTRAS

(133)

(134)

Nagrinésime plona homogening plokstelg, kurios plotas yra A4, o storis — /4 (78 pav.).
ISskyrus elementary plokstelés tiiri V,, pagal anksciau pateiktas iSraiSkas galima rasti visos

plokstelés tiirio centro koordinates. Jeigu elementarusis tiiris:

Vi=h-4,
tai plokstelés tiiris bus:
V=h-A
Ai
Z A _

A

s

7 Z h
X / A

.\
A
oy Il/

78 pav. Plokscios figiiros svorio centras

(135)

(136)

Irasius { anksciau tiirio svorio centrui rasti taikytas (133) iSraiSkas V ir V, reikSmes

gaunamos plokscios figtiros svorio centro koordinatés:

ixi'h'Ai ixi'Ai iyi'Ai
i=1 i=1 _ =1

o i _ ’ , ’
‘ h-A A Ve A

Integraliné forma:

ch)jA, yC=M, , =IZdA=o,

¢ia 4 — plokstelés plotas.
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3.4. LINIJOS PAVIDALO KUNO SVORIO CENTRAS

Nagrin¢jamas homogeninis pailgas, ilgio L ir pastovaus skerspjiivio S kiinas, pavyzdziui,
vielos gabalas (79 pav.).

79 pav. Plono strypo svorio centras

Tokio kiino elementarusis tris V, :

V=L, S, (139)

1 1

kur L, —elemento ilgis; S — kiino skerspjiivio plotas.

Viso kiino turi 7 galima apskaiciuoti taip:
V=3V =L-S=S8-)L,. (140)

[raSius | anksCiau tlrio svorio centrui rasti taikytas (133) iSraiSkas V ir V, reikSmes

gaunamos iSraiskos, taikomos plono strypo svorio centro koordinatéms rasti:

ixi'S'Li Zn:xi'l‘i Zn:yi'Li Zzi'Li
xc — i=1 SL — i=1 L , yc — i=1 L , Zc — i=1 L . (141)

Integraliné forma:

X, = , Y, ="—, zZ = ) (142)

Pastabos:

e Paprasty simetrisky kiiny, figliry ir linijy svorio centrai. Jei homogeninis kiinas turi
simetrijos centra, simetrijos plokStuma arba simetrijos a$i, tai jo svorio centras yra jo
simetrijos centre, plokStumoje arba asyje.

e Sudétingy kiiny svorio centras. leskant sudétingo kiino svorio centro, kiinas suskaidomas {
dalis, kuriy svorio centry padétys zinomos arba lengvai apskai¢iuojamos. Paskui
pasirenkama patogi koordinaciy asiy sistema, apskaic¢iuojami visy daliy svoriai, nustatomi
Siy daliy svorio centrai ir tik tada apskaiciuojamas viso sudétingo kiino svorio centras.
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4. TRINTIS

Iki Siol aktyvios ir reakciju jégos pavirSiy kontakto vietose dazniausiai buvo
nukreipiamos statmenai lietimosi pavir§iams. Si prielaida palyginti tiksliai nusako lygiy
pavirSiy tarpusavio saveika ir skai¢iuojant leidzia gauti santykinai maza paklaida. Taciau
praktikoje pasitaiko nemazai uzdaviniy, kai nagrin¢jant pavirSiy kontakto vieta tenka
atsizvelgti ne tik i normaliniy, bet ir i atsirandanciy tangentiniy jéguy poveiki. PavirSiy
kontakto vietose atsirandancios tangentinés jégos yra trinties jégos.

Trinties jégos egzistuoja veikiant visiems realiems pavirSiams, ypa¢ masiny
mechanizmuose, nepriklausomai nuo to, kaip tiksliai jie yra surinkti bei sutepti. Kaskart esant
tendencijai vienam pavirSiui judéti kitu pavirSiumi matome, kad trinties jéguy kryptis bus
prieSinga galimai judéjimo krypciai. Kai kuriais atvejais mes stengiamés sumazinti trinties
jégu poveiki, kitais, atvirksc¢iai, efektyviau panaudoti trintj, pavyzdziui, stabdziuose arba
dirzinése pavarose. Mechanizmai arba procesai, kuriuose trintis yra tokia maza, kad jos
galima nepaisyti, yra vadinami idealiaisiais. Kai trinties nepaisyti negalima, procesas arba
mechanizmas yra vadinamas realiuoju. Visais realiaisiais atvejais trinties jégu poveikio
rezultatas yra energijos praradimas Silumai iSsiskiriant bei kontakto pavirSiy nusidévéjimas.

4.1. SAUSOJO SLYDIMO TRINTIS

Sausojo slydimo trintis bus tada, kai du vienas kito atzvilgiu slystantys arba turintys
tendencija slysti pavirSiai kontakto vietoje néra sutepti. Trinties jéga sutampa su kontakto
vietos liestine ir visada yra nukreipta prieSinga judéjimo arba galimo judéjimo krypciai.
Sausojo slydimo trintis dar yra vadinama Kulono trintimi (esminius principus remdamasis
eksperimentais 1781 m. suformulavo Kulonas, véliau 1831-1834 m. — Morin’as). Nors
sausosios trinties teorija iki Siol néra galutinai suformuluota, toliau aprasytas sausojo slydimo
analizinis modelis yra taikomas daugeliui praktikos uzdaviniy spresti.

Slydimo trinties mechanizmas

Nagrinésime masés m kietaji kiina, esantj horizontaliame pavirSiuje (80a pav.). Prie kiino
pridedame horizontalia jéga F, kurios dydis tolygiai kinta nuo nulio iki reik§mes,
pakankamos kad kiinas pradéty judéti. Jegos F kitimo diagrama pateikta 81 pav.

[ m ——}—ﬁ ’ _—ZI-— ﬁ

80 pav. Slydimo trinties mechanizmas
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Kritinis taskas

Dinaming trintis
(kiinas juda)

Statiné trintis
(judéjimo néra)

= Fax = MsN

rMAX

Fy =N

F,=F

81 pav. Jégos F kitimo diagrama

Jeigu pridéjus prading jéga F # 0 kiinas nepajudéjo, vadinasi, susilietimo pavirSiuje
veikia tokio pat didumo, bet prieSingos krypties atsverianti jéga (80b pav.), kuri yra vadinama
trinties jéga:

Tolygiai didinant pridéta jéga F, didés ir trinties jéga Ftr (80b pav. ir 81 pav.). Taip
gaunama tokia jégos F reik§mé, kai dar truputj ja padidinus, kiinas pradés judéti, t. y. trinties

jéga F, pasieks savo maksimalia reikSm¢ F,

g

w1 daugiau nebegalés atsverti jégos F
poveikio. Tol, kol veikiamas jégos F kiinas yra ramybés biisenos, slydimo trinties jéga ﬁtr

yra vadinama statine slydimo trinties jéga.
Veikiant sunkio jégai G (80b pav.), kiino paviriaus susilietimo su plokstuma vietoje
veiks normaliné reakcija N . Kai trinties jéga turés maksimalia reik§me F x> J€gu N ir

—

F,,.x atstojamoji bus lygi:

R=N+F,_ .. 143
trMAX

Eksperimentais nustatyta, kad statin¢ slydimo trinties jéga veikia kiny lietimosi
plokStumoje ir yra nukreipta prieSingai kiino slydimo krypciai. Jos reik§mé nepriklauso nuo
kiiny lietimosi pavirSiaus ploto ir yra proporcinga normalinei reakcijai. Todél galima raSyti,
kad:

Fopuy = UgN, (144)

kur pg — statinés trinties koeficientas, kurio dydis priklauso nuo besitrinanciy kiny

medziagos ir ju fizinés biiklés. Reikia atkreipti démesi { tai, kad $i lygtis nusako tik kriting
arba maksimalig statinés slydimo trinties jégos reikSme¢ £, (81 pav.) ir netinka nors kiek

mazesnéms statineés slydimo trinties jégos reikSméms, nes Siais atvejais:

F;r <,"LSN'

IS (80b pav.) matyti, kad
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F N
tea = % _ M;\/ =y, (145)

kur o — statinés trinties kampas, nusakantis atstojamosios R krypti.

Judgjimo kryptis normalé
—_—> |
I
N +]i§tiné
f [ [ !
LA =
3 RZ Rl

82 pav. Reakecijos realiyju pavirsiy kontakto vietose

Nagrinédami realiyjy pavirSiy (82 pav.) saveika matome, kad reakciju ﬁi kryptys ir
atitinkamai kampo o (80 pav.) dydis priklauso nuo kontakto pavirSiy SiurkStumo bei
geometriniy savybiy. Atsizvelgiant i tai, kad

tga = g, (146)

galima daryti iSvada, jog trinties koeficientas ivertina kontaktuojanciy pavirSiy poros
SiurkStuma bei geometrines abiejy kontiiry savybes.

Kai kiinas pradeda judéti yra kalbama apie dinaming trintj, o slydimo trinties jéga yra
vadinama dinamine slydimo trinties jéga (81 pav.). Dinaminé slydimo trinties jéga F, Ty YIa
mazesné uz maksimalia statinés trinties jéga. Yra nustatyta, kad F,, veikia besitrinan¢iy
kiiny lietimosi plokStumoje prieSinga slydimui kryptimi ir yra proporcinga normalinei
reakcijai:

Fy, =upN, (147)

kur p, — dinaminés trinties koeficientas. Sis koeficientas priklauso nuo judéjimo greicio,

kontakto pavirSiy apdirbimo tikslumo ir yra mazesnis uz statinj trinties koeficienta.

Galimi sausojo slydimo trinties atvejai (Zr. 81 pav.):

1. F<(F,,, =usN) — veikian&ios jégos F reik§mé yra maZesné¢ negu trinties jégos
maksimali reiksmé F,,,,, . Siuo atveju laikoma, kad kiinas yra ramybés biisenos, dél
trinties jégos itakos;

2. F= (FtrMAX =u N ) — veikiancios jégos F reik§me yra lygi trinties jégos maksimaliai
reikSmei £, . Kiinas yra ribinés pusiausvyros biisenos, nezymiai padidéjus jégai F,

kiinas pradés judéti,
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3. F >(FZ,MAX = uSN) — veikianCios jégos F reikSmeé yra didesné negu trinties jégos
maksimali reikSme F, . (81 pav.). Kontakto pavirSiai negali prieSintis didesnei kaip
F

e jégai, todél kiinas juda. Siuo atveju trinties jéga turi biiti apskai¢iuojama taip:

Fp, =ppN.

[Snagrinétasis analizinis slydimo trinties modelis gali buti taikomas visais sausojo
slydimo atvejais. Tipinés trinties koeficienty reikSmés, pateiktos priede B, gali biti
naudojamos akademiniams trinties uzdaviniams spresti. Realiems uzdaviniams, norint kuo
tiksliau jvertinti trinties jtaka ir rasti atitinkamga trinties koeficiento reikSme, tenka atlikti
natiirinius bandymus.

Tam, kad bty sumazinta slydimo trinties jtaka, kontaktuojantys pavir$iai (zr. 82 pav.)
yra mechaniskai apdorojami — Slifuojami bei, kad bty padidintas tarpelis tarp besitrinanciy
pavirsiy ir uzpildyti nelygumai — jvairiais biidais sutepami.

4.2. RIEDEJIMO TRINTIS

PasiprieSinimas, kuris atsiranda vienam kiinui riedant kito kino pavirSiumi, yra
vadinamas ried¢jimo trintimi. Nagrinésime dvieju realiy pavirsiy kontakto vieta (83—84 pav.).

84 pav. Pagrindo reakcijos kiinui riedant

IS 83 ir 84 pav. matyti, kad pusiausviro ir riedancio kiiny reakcijos kontakto vietoje yra
skirtingos. Kai kiinas yra pusiausviras (83 pav.), pagrindo reakcijy atstojamosios N veikimo
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ties€ sutaps su sunkio jégos G veikimo tiese, 0 jégos N ir G bus vienodo dydzio. Kai kiinas
rieda (84 pav.), pagrindo reakcijy atstojamosios jégos R kryptis bei pridéties taskas bus
kitokie.

84 pav. pavaizduota, kad veikiant traukos jégai 7, riedantio kiino ir pagrindo
deformuoty pavirsiy susilietimo plotelyje atsiranda reakcijos El , Rz,..., Rn , kuriy atstojamoji
R= El + ﬁz +..,+ ﬁn bus pridéta taske B. I§skaidome atstojamaja jéga R { dvi dedamasias —
vertikaliaja N ir horizontaliaja F . Matome, kad normalinés reakcijos N veikimo tiesé
nesutampa su sunkio jégos G veikimo tiese.

Norédami dedamaja N perkelti i taska 4, pagal Puanso teorema turime pridéti papildoma
jégu pora (2\7 N ’) su petimi k. Si papildoma jégy pora yra vadinama riedéjimo trinties jégu

pora, jos momento reikSme lygi:
M(N,N')=k-N . (148)

Perkeliant jéga F { taska 4 matyti, kad papildomos jégy poros (F F ') petys bus daug
mazesnis uz jégu poros (]\7,2\7 ') peti k. Vadinasi, daug mazesnis bus ir §ios jégu poros

momentas, todé¢l jo galima nepaisyti. Jéga F yra statiné slydimo trinties jéga 17“,,, (zr. 80b

pav.):

-

F=F

e

Riedancio kiino pusiausvyros salygy analizé
Didinant traukos jéga T didés ir slydimo trinties jéga F (84 pav.). Kinas liks
pusiausviras tol, kol jéga F atsvers traukos jégos T poveiki:

T<F, &aF=F,,, =uN. (149)

Kartu kiing veikia du momentai (84 pav.): traukos jégos 7 momentas apie taska 4
M, (f): r-T ir riedéjimo trinties jégu poros (ZV,]V') momentas M(]V,N'): k- N . Kunas
bus pusiausviras tol, kol traukos jégos 7 momentas apie taika 4 nevirSys riedéjimo trinties
jégu poros (N N ') momento maksimalios reikSmés:

M ()< M(N,N"). (150)

Remiantis eksperimentais nustatyti tokie ried¢jimo trinties désniai:
1. Maksimalus ried¢jimo trinties jéguy poros (]V N ') momentas nepriklauso nuo riedancio

cilindro spindulio ilgio ir yra proporcingas normalinei reakcijai:
M(N,N')=k-N, (151)

¢ia k—ried¢jimo trinties koeficientas ir kartu riedéjimo trinties jégy poros petys.
2. Ried¢jimo trinties koeficientas & priklauso nuo riedancio cilindro ir ried¢jimo pavirSiaus
medziagu fizikiniy charakteristiky.
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PRIEDAI

1 PRIEDAS. SISISTEMOS MATAVIMO VIENETAI, NAUDOJAMI MECHANIKOJE

Dydis vienetas SI simboliai Zyméjimas
Ilgis metras m L LR vrhd
Plotas metras’ m? A,S
Tiris metras’ m’ \Y
Kampas laipsniai 0 o, B,y
Kampas radianai — o,B,y
Mase kilogramas kg m
. , k;

Tankis kilogramas | metras’ ;i p

m
Jega niutonas N F
Jegos momentas niutonas-metras N-m M, (17“
Laikas sekunde s t
Linijinis greitis metras | sekundé — V

s

.. . . . ra 4
Kampinis greitis radianas | sekundé —=s ®
s

Linijinis pagreitis metras / sekundé’ — a

s

.. .. . . ra _

Kampinis pagreitis radianas | sekundeé’ — =5 g

s
Linijinis impulsas niutonas-sekunde N-s S
Kampinis impulsas niutonas-metras-sekundé¢ ~ N-m-s s
Masés inercijos momentas  kilogramas-metras’ kg-m® I
Darbas, energija dzaulis J(=N-m) A

. 1

Daznis hercas Hz(=-) %
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2 PRIEDAS. TRINTIES KOEFICIENTU TIPINES REIKSMES

Lentel¢je pateiktos trinties koeficienty biidingos reikSmés esant jprastoms pavirsiy darbo
salygoms. Tikslios trinties koeficienty reikSmés yra nustatomos nattriniy bandymy budu.
Todél, priklausomai nuo kontaktuojanciy pavir§iy mechaninio apdirbimo kokybés, Svarumo,
tepimo, prispaudimo bei judéjimo greicio, galimas 25—-100 % ir didesnis iSmatuoty ir lentel¢je
pateikty trinties koeficienty reikSmiy skirtumas.

Kontakto pavir$iai statinis, Mg dinaminis, u,
Plienas ir plienas (sausi) 0,6 0,4
Plienas ir plienas (sutepti) 0,1 0,05
Teflonas ir plienas 0,04 0,04
Plienas ir babitas (sausi) 0,4 0,3
Plienas ir babitas (sutepti) 0,1 0,07
Varis ir plienas (sausi) 0,5 0,4
Stabdziy kaladéles ir gelezis 0,4 0,3
Guma ir glotnus metalo pavirSius 0,9 0,8
Varinis lynas ir gelezinis skriemulys (sausi) 0,2 0,15
Kanapiy lynas ir metalas 0,3 0,2
Metalas ir ledas - 0,02
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