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IVADAS

Kinematika yra mechanikos dalis, kurioje nagrin¢jama materialiyjy objekty — standziyju
kiiny jud¢jimo geometrija nepriklausomai nuo ju inertiSkumo ir veikianc¢iy jégu. Nagrin¢jant
kiny jud¢jima, kinematika gali atsakyti i klausima, kaip kiinas juda, kur yra konkreciu laiko
momentu.

Mechanikoje judéjimu laikomas kiiny padéties kitimas per laika kity kiiny atzvilgiu.
Kiny judéjimas nagrinéjamas trimatéje erdvéje, kurioje nustatoma vieta, i§ kur stebimas
judéjimas, t. y. imama atskaitos sistema. Jeigu visy kiino tasky koordinatés atskaitos sistemos
atzvilgiu laikui bégant nesikeicia, kiinas Sios sistemos atzvilgiu nejuda. Jei kiino tasky
koordinatés laikui bégant kinta, vadinasi, kiinas juda Sios sistemos atzvilgiu.

Laiko funkcijy visuma, apibrézianti kiino padéti erdvéje bet kuriuo laiko momentu,
vadinama judéjimo désniu.

Judanc¢io kiino pédsakas erdveje vadinamas judéjimo trajektorija. Trajektorija yra
nenutriikstama linija.

Laikas mechanikoje visada teigiamas, tolygiai kintantis dydis. Visose atskaitos sistemose
laikas slenka vienodai. Kinematikos uzdaviniuose laikas ¢ yra nepriklausomas kintamasis
(argumentas), todél visos judéjimo charakteristikos (kiino padétis, greitis ir pagreitis) gali buti
nagrin¢jamos kaip matematings laiko funkcijos.

Kinematikoje vyrauja dviejy raiSiy uzdaviniai:

pirmajame kinematikos uzdavinyje nustatomi kiino judéjimo désniai, t. y. kiino padéti
aprasanciy laiko funkcijy visuma;

antrajame kinematikos uzdavinyje, remiantis $iais judéjimo désniais, apskai¢iuojamos
viso kiino arba atskiry kiino tasky judéjimo kinematinés charakteristikos (trajektorijos,
grei€iai, pagreiciai ir t. t.).

Tais atvejais, kai kiino matmeny galima nepaisyti, kiinas pakei¢iamas materialiuoju tasku.
Taigi mechanini jud¢jima pradedame nagrinéti nuo tasko kinematikos, véliau pereinama prie
standZiojo kiino ir kiiny sistemos kinematikos.

Kinematikoje taikoma SI vienety sistema: ilgiai matuojami metrais, laikas — sekundémis.
Laikas skai¢iuojamas nuo pradinio momento, kai ¢ = 0 sekundziy.



1. TASKO KINEMATIKA

Tasko judé¢jimo funkcijos matematiniu pozitriu gali buti sudarytos taikant vektorini,
koordinatinj arba natiiralyji judéjimo apraSymo biida.

1.1. VEKTORINIS JUDEJIMO APRASYMO BUDAS

Judancio erdvéje tasko padétis nejudamosios atskaitos sistemos Oxyz atzvilgiu gali biti

nustatyta pagal vektoriaus 7 padéti (1 pav.).

ZA

M Tasko judéjimo trajektorija

=N

M,

1

3

0] 4

1 pav. Tasko padéties vektoriai

Laikui bégant taskas kei¢ia savo padéti erdvéje, keiciasi padéties vektorius 7 . Vektoriaus
7 kitima iSreiske laiko funkcija, turésime tokio pavidalo tasko judéjimo désni:

P =7t). (1)

I funkcija (1) iras¢ keleta konkreCiy laiko ¢, reikSmiy, gausime laiko momentus,
atitinkanc¢ius tasko padéties vektorius 7. Sujungg Siy vektoriy galus sklandzigja kreive,
turésime tasko judéjimo trajektorija. Funkcija (1) turi biiti be triikkiy, vienareik§meé ir du kartus
diferencijuojama laiko atzvilgiu.

Vektorinis tasko judéjimo aprasymo budas taikomas teoriSkai nagrin¢jant tasko
kinematika.

Apskaiciuosime tasko kinematines charakteristikas — greitj ir pagreiti. Tarkime, kad tasko
padéties vektoriaus 7 funkcija 7 = F(t). Laiko momentu ¢ taSkas yra padétyje M, kuria

nusako vektorius 7 (2 pav.).
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2 pav. Judancio tasko greiciai



Praéjus laiko tarpui Az = (t1 —t), taSkas pereina { padéti M,, jo padéties vektorius 7.

Matome, kad vektorius 7 gavo prieaugi Ar,t.y.:

P =7+ AT,

Santykis vektoriaus pricaugio A7 su laiko tarpu Az, per kuri ivyko Sis prieaugis, rodo
padéties vektoriaus kitimo vidutinj greit] I7w.d , kuris nukreiptas 1§ taSko M | taSka M, t.y.
judéjimo kryptimi (2 pav.):

= AF
vid E

Kuo mazesnis laiko tarpas Af, tuo tikslesné vidutinio greicio reikSmé ir tuo tiksliau $i

charakteristika apibiidins tasko judéjima.
TaSko greiciu laiko momentu ¢ vadiname vektorini dydi v, prie kurio artéja vidutinis

greitis Vw‘d , kai laiko tarpas A¢ artéja prie nulio:

7 =timV,, = lim 2L
At—0 At—0 At
arba
- dr
V=—, 2
% (2)

t. y. tasko greicio vektorius tam tikru laiko momentu yra pirmoji padéties vektoriaus iSvestiné
laiko atZzvilgiu, pridétas taske M ir nukreiptas judéjimo kryptimi trajektorijos liestine.
TasSko greitis nusako taSko padéties vektoriaus kitimo tempa. Grei¢io dimensija —

{ 11gls } arba [E}
laikas S

Pagreiciui nustatyti nagrinésime dvi tasko padétis M ir M, (3 pav.)

=
i

3 pav. Judancio tasko pagreiciai

Padétyje M taskas turéjo greiti ¥, kuris nukreiptas judéjimo kryptimi trajektorijos

liestine. Pra¢jus laiko tarpui At, taSkas pereina | padéty M, jo greitis tampa 171 .



Perkéle greiti 171 i ta¥ka M, matome, kad greitis ¥/ gavo prieaugi AV, t.y.

V.=V+AV.

Grei¢io prieaugio AV santykis su laiko tarpu Ar, per kurj jvyko §is prieaugis, rodo
greicio kitima per §i laiko tarpa ir vadinamas vidutiniu pagreiciu a ,, . Jis nukreiptas i§ tasko

M vektoriumi AV { trajektorijos vidy (3 pav.):

. AV
Gvia =757

Kuo mazesnis laiko tarpas Az, tuo tikslesné vidutinio pagreicio reik§mé ir tuo tiksliau i
charakteristika apibudina tasko judéjima.

Tasko pagrei¢iu laiko momentu ¢ vadiname vektorini dydi a, prie kurio artéja vidutinis
pagreitis a,,, , kai laiko tarpas At artéja prie nulio:

L AV
a=lima,, =lim—,
At—0 At—0 At
arba
L v
a=—.
dt

) . ) .. .. . " .. dr . .. =
[verting tai, kad pirmoji padéties vektoriaus iSvestiné ? yra taSko greitis V, gauname
t

a7 _dF
dt  dt*’

a=

€)

t. y. tasko pagreic¢io vektorius tam tikru laiko momentu yra grei¢io vektoriaus pirmoji
iSvestin¢ arba padéties vektoriaus antroji iSvestiné laiko atzvilgiu. TaSko pagreitis yra pridétas
prie judancio tasko ir nukreiptas i trajektorijos vidu.
Pagreitis apibiidina grei¢io vektoriaus kitima. Jo matas yra grei¢io pokytis per sekundg, o
matavimo vienetas atitinka pagreiti tokio tasko, kurio greitis kinta greiio vienetu per
m

sekunde, t. y. —- (3] uZrasa reikia skaityti taip: vienas metras per sekundg kas sekundg, o ne
s

vienas metras per sekundg kvadrate). Pagreicio dimensija — [ lfls 5 } , arba {22} )
aikas s

1.2. KOORDINATINIS JUDEJIMO APRASYMO BUDAS

TaSko padétis erdvéje bus apibrézta, jei bus zinomos funkcijos:



X
y =), (4)

¢ia x, y, z — laiko atzvilgiu kintamosios tasko koordinatés.
Norédami rasti tasko padétj laiko momentu ¢,, jraSysime $ig laiko 7, reikSmg¢ { formules

(4) ir gausime tasko koordinates x,, y,, z,, pagal kurias pasirinktoje atskaitos sistemoje rasime
taSko padéti M, (4 pav.).

ZA

4 pav. Judancio tasko koordinatés

Ieskant trajektorijos, reikia i tasko jud¢jimo lygtis (4) iraSyti keleta laiko ¢ reikSmiy ir
rasti taSko M atitinkamas padétis. Sujunge taskus M sklandzigja kreive, gausime tasko
judéjimo trajektorija. Matematinés priklausomybés (4) turi buti be trukiy, vienareikSmes ir
diferencijuojamos laiko atzvilgiu.

Kai taskas juda plokstumoje, judé¢jimui aprasSyti pakanka dvieju judéjimo lygciu:

{x =l0) (4a)

y =)

Jud¢jimo lygtys (4) ir (4 a) kartu yra parametrinés (parametras yra laikas ) trajektorijos
lygtys. Siose lygtyse eliminavus parametra 7, galima gauti kanonines trajektorijos lygtis.
Tasko judesio analizei patogesnés yra parametrinés lygtys. Jos rodo tasko padéti ir judéjimo
krypti, ko nematyti i§ kanoniniy lyg¢iy.

Pavyzdziui, tasko judéjimas ploksStumoje aprasytas lygtimis:

x=2t" -4,
y =2t

Kanoniné trajektorijos lygtis gaunama taip: i$ antrosios lygties laiko reikSme ¢ = g rase i

pirmaja, gausime:
x=05y°-4.



Gautoji kanoniné trajektorijos lygtis atitinka parabolg (5 pav.).

4 0 4 8

5 pav. Parabolé

[ R
® N AN SO N A &
1

12 16 20 24 28 32 36

Taciau $i trajektorija (5 pav.) neatspindi tasko tikrojo judéjimo. Skai¢iuojant nuo pradinés
reikSmeés ¢, =0, gaunamos tokios x ir y koordinatés:

ly = x, =—4 Yy =0
t, =1s x, ==2 Y =
t, =2s x, =4 v, =4

6 pav. Tasko judéjimo trajektorija

Matome, kad apatiné parabolés atSaka (5 pav.) néra taSko judéjimo trajektorija.
Nustatysime taSko kinematines charakteristikas, kai jud¢jimas pateiktas koordinatiniu biidu.
Tegul tasko judéjimas pateiktas erdvéje koordinatiniu biidu:

x(t),
¥(e),

Z(t )

N %
i

Tarp tasko M padéties aprasSymo koordinatiniu ir vektoriniu biidu, remdamiesi vektorine
algebra, gauname priklausomybe:

10



F:xf+yj+z/€. (5)

UZraSysime pirmaja iSvesting:

ar _dxz & s dp
dt dt dt dt

Pirmoji padéties vektoriaus i§vestiné laiko atzvilgiu yra tasko greitis V . Taigi gavome
V=""0+= +—k. (6)

Greitis, kaip vektorius, gali biti iSreikStas komponentémis koordinaciy asiy atzvilgiu:
V=Vi+V,j+V.k. (7)

Turime vektorini dydi v, pateikta dviem budais — (6) ir (7). Jeigu palyginsime

koeficientus esant vienodiems ortams, gausime:

y

dt

dy
| —ay 8
V= (8)
s

dt

Galima padaryti iSvada: jeigu taSko judéjimas pateiktas koordinatiniu biidu (4), tai, paéme
Siy lygc€iu pirmasias iSvestines laiko atzvilgiu, gausime tasko grei¢io vektoriaus projekcijas {
koordinatines asis. Grei¢io vektoriaus modulis randamas i$ formulés:

V=V2+viav?.

Greicio vektoriaus krypties kosinusai randami i§ formuliy:

VX
cosoL =——,
V
vV
y
cosfP =—,
P V
%
COSA =—2=.
14

¢ia o, B,y — greicio vektoriaus kampai su atitinkamomis koordinaciy asimis.

11



Sprendimas yra teisingas, jeigu gautas pagal apskaiCiuotas grei¢io projekcijas greicio
vektorius bus nukreiptas pagal liesting trajektorijai judéjimo kryptimi (7 pav.).

z
i o ,»"‘i'Vy
\ﬂ?\
P S \\ h Vi
0 J Vo

; >
X

7 pav. Judancio tasko greitis

Jeigu taskas juda plokstumoje, tai, parink¢ koordinacCiy asis Sioje plokStumoje, turésime
dvi judéjimo lygtis, i$ kuriy rasime dvi grei¢io vektoriaus projekcijas.
Tasko pagreiti gausime greicio vektoriy (7) diferencijave laiko atzvilgiu:

av _dv, thy LA,
dt  dt dt dt

a=

[rase¢ greicio iSraiska, (6), gausime:

. d’x- d’y- d’z:
a= i+ j + k. 9
a7 ar ©)

Pagreitis, kaip vektorinis dydis, gali biiti iSreikStas savo komponentémis koordinaciy asiy
atzvilgiu:
a=ai+a,j+ak. (10)

Matome, kad tas pats vektorius a yra iSskleistas dviem biidais — (9) ir (10). Palyging
koeficientus esant vienodiems ortams, turésime

av, d’x
a = = ,
Toodt di?

_dV}’ _dzy (11)

Yoodr drr

av, d’z
a. = =—.
S oodt di?

ISvada. Kai taSko judéjimas pateiktas koordinatiniu budu, paémg judéjimo désnio
antrasias iSvestines laiko atzvilgiu, gauname tasko pagreicio vektoriaus projekcijas. Pagreicio

vektoriaus modulis apskai¢iuojamas 1§ formulés:

12



_ 2 2 2
a=,la; +a, +a;.

PagreiCio vektoriaus krypties kosinusai randami i$ formuliy:

3
a
a

2

cosa =

y

3

cosP =
a

aZ

a

COSA =

¢ia a, B,y — pagrei¢io vektoriaus kampai su atitinkamomis koordinaciy aSimis.
Sprendimas yra teisingas, jeigu gautas pagal apskaiCiuotas pagreicio projekcijas pagreicio

vektorius bus nukreiptas i trajektorijos vidy (8 pav.).

[

Y ~.i
QJ
V.\<

=
~.|
\Q el

8 pav. Judancio tasko pagreitis
Jeigu taskas juda plokStumoje, tai turésime tik dvi pagrei¢io projekcijas, ir pagreicio

vektorius bus Sioje plokStumoje.

1.3. NATURALUSIS JUDEJIMO APRASYMO BUDAS
Kai 1§ anksto Zinoma taSko judéjimo trajektorija erdvé¢je, tasko judéjima patogu apibrézti

nattraliuoju biidu. Tegul taskas M juda trajektorija AB (9 pav.).

9 pav. Judancio tasko nattiraliosios koordinatés

13



Trajektorijoje parenkame atskaitos pradzia O ir judesio kryptis (teigiama ,,+* ir neigiama
~— ). TaSko M padét; trajektorijoje nurodysime naudodamiesi lanko koordinate S. TaSkui
judant, jo lanko koordinat¢ S keiciasi. Tasko padétis trajektorijoje bus apibrézta, jeigu

turésime laiko funkcija:
S =5(r) (12)

Iras¢ konkrecia fiksuota laiko reikSme¢ ¢ 1 (12) iSraiSka, gausime konkrecia lanko
koordinatg S;, kuri trajektorijoje nurodys taSko M, padéti. Matematiné priklausomybé (12)
turi biiti be triikkiy, vienareikSmé ir diferencijuojama funkcija.

Nustatysime taSko kinematines charakteristikas, kai judéjimas pateiktas natiiraliuoju
bidu.

Tasko greitis. Kai judéjimas apibréztas nattraliuoju buidu, greiciui skaiciuoti reikalinga tasko
trajektorija AB ir judéjimo lygtis S = S(t) (10 pav.).

10 pav. Judancio tasko greitis

Laiko momentu ¢ taSkas yra padétyje M, o per laiko tarpa Af=¢ —¢ taSkas pasislenka
lanku AS { padéti M,. IS laisvai pasirinkto centro O iSvedame padéties vektoriy 7 ir

apskaiciuojame taSko M greitj laiko momentu ¢:

V=

&

. T . dS
Padauging greicio israiska i$ vienetinio santykio 5 gauname:

j_drds _dsdi
dt dS dt dS’

Kai laikotarpis A¢ artéja prie nulio, tai AS ir A7 sutampa su liestine, o santykio ribos
modulis lygus 1, nes ar =(lim Ar = ar =1]. Taigi vektorinis dydis ar yra
ds |p-0AS  dS ds

interpretuojamas kaip liestinés vienetinis vektorius t , kuris nurodo greic¢io V krypti. Todel

galima uzraSyti:

14



V:d—Sf, arba V =V7.
dt

Gavome, kad grei¢io vektorius yra nukreiptas trajektorijos liestine tasko judéjimo
kryptimi:
V=T, (13)

o grei¢io modulis skai¢iuojamas kaip koordinatés pirmoji i§vestiné laiko atzvilgiu:

y=%

dt
Tasko pagreitis priklauso nuo tasko judéjimo greicio pokycio, todél trajektorijoje AB (11 pav.)
rodysime judancio taSko M greitj.

liestiné

A

normalé

11 pav. Judancio tasko pagreitis

Naturaliosios asys » ir T juda kartu su taSku M. Todél aSiy ortai 7 ir T yra kintamieji
dydziai, nes judant taskui kinta §iy vektoriy kryptis.
Pagreicio vektorius yra greicio vektoriaus iSvestiné laiko atzvilgiu. Greitis:

_ds.

V=Vt =g
dt

2

todé¢l pagreitis
a7 _d’S . dsdt
dt dt* dt dt’

a=

(14)

Matome, kad pagrei¢io vektoriaus iSraiSkoje yra dvi komponentés. Pirmaja komponentg

d’s _ o L . e
FT , nukreipta liestinés kryptimi, vadinsime tangentiniu pagrei¢iu a* :
t

2
aT:dffszfzwi (15)
dt dt

15



. . - dSdrt . ) i . "
Antroji komponenté a = I @ nukreipta normalés kryptimi, nes, kaip Zinoma i§
t dt

matematikos, tangentinio orto iSvestiné laiko atzvilgiu yra statmena tangentei. Sia
komponente¢ vadinsime normaliniu pagrei¢iu a”. Apskaiciuosime §io pagrei¢io moduli.

Pertvarkome antrajj iSraiSkos (14 ) narj, padaugindami ji i$ Z—g :

dS dt _dS dt dS _dS dS dt

dS dv dS _dSdSdt _,,dv

di dt dt dt dS dt dt dS  dS’

Kreivés kreivio vektorius Z—; =k =kii = lfz, ¢ia p — trajektorijos kreivumo spindulys.
p
Todel:

2
a’ =V—ﬁ=a"ﬁ. (16)

p

Tasko pagreitis:

a=a'+a". (17)

Pagrei¢io a modulis:

Pagreicio vektoriaus a krypti nusako kampas¢ tarp vektoriy a ir a* :

n

a
80 =—.
a

TaSko tangentinis pagreitis ir greitis yra nukreipti ta pacia tiese (liestine), todél
tangentinis pagreitis turi itakos grei¢io moduliui: kai kryptys sutampa — didina, kai prieSingos
— mazina.

Normalinis pagreitis glaudzia greiCio vektoriy prie trajektorijos, t. y. keicia greicio

vektoriaus krypti.

1.4. RYSIS TARP JUDEJIMO APIBREZIMO BUDU

Tarp minétyjy judéjimo aprasSymo budy yra matematinés priklausomybés. Tasko padéties
vektoriy galima iSreikSti jo komponentémis, pavyzdziui, 4 pav. matome, kad padéties
vektoriaus projekcijos 1 koordinaciy asis xyz yra:

Todél galima uzraSyti:
?=xf+y]+zl€. (18)

Turime rysj tarp vektorinio ir koordinatinio judéjimo apraSymo biidy.
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Rasime rysj tarp koordinatinio ir natiiralaus judéjimo apraSymo biidy. Jeigu judéjimas
pateiktas koordinatiniu budu, tai tasko grei¢io modulis yra:

V=V2+vi+v?.

Kai judéjimas apraSomas nattraliuoju biidu, turime:

_ds

V =—.
dt

Palyging greiCius, apraSytus skirtingais buidais, gauname:
a5 _ V2V +V2
dt
dS = \VZ+V2+V2dt.

t

S=[v2+v}+vidr. (19)

0

I§ to iSplaukia:

Suintegrave turésime:

Taigi nustatéme ry$j tarp koordinatinio ir natiiraliojo judéjimo apraSymo budy.

Zinodami matematines priklausomybes tarp skirtingy judéjimo apra§ymo biidy, galime
pagal viena pateikta aprasymo biida rasti parametra arba parametrus, kurie taikomi kitam
judéjimo aprasymo budui.

2. STANDZIOJO KUNO KINEMATIKA

Kaip ir materialiojo tasko atveju, standziojo kiino kinematikos pirmajame uzdavinyje
nustatomas kiino judéjimo désnis, t. y. laiko funkcijos, rodancios kiino padéti bet kuriuo laiko
momentu.

Antrajame kinematikos uzdavinyje, remiantis judéjimo désniu, nustatomos kiino ir bet
kurio ktino tasko kinematinés charakteristikos — judéjimo greitis ir pagreitis.

IS esamy jvairiy standziojo kiino judéjimy nagrinésime tokius atvejus:

¢ slenkamaji kino judéjima;

kiino sukimasi apie nejudamaja asi;

ploksc¢iaji kino judéjima;

kiino judé¢jima apie nejudamaji taska, arba sferini judéjima;
¢ laisvaji kiino judéjima.
Atsizvelgiant 1 kiino jud¢jima, parenkami kiino padét] erdvéje apibréziantys parametrai.
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2.1. SLENKAMASIS KUNO JUDEJIMAS

Slenkamuoju vadinamas toks kiino judé¢jimas, kai tiesé, jungianti bet kuriuos du kiino
taskus, juda lygiagreciai.

Slenkamojo judéjimo pavyzdziai — kabinos judéjimas kabamuoju kalny keliu (12 a pav.),

dviracio pedalo judé¢jimas (12 b pav.), eskalatoriaus laipty judéjimas (12 ¢ pav.) ir t. t.

12 pav. Slenkamojo judéjimo pavyzdziai: a) — kabinos judéjimas kabamuoju kalny keliu;

b) — dviracio pedalo judéjimas; b) — eskalatoriaus laipty judéjimas

Sudarysime kiino judé¢jimo lygtis. Tarkime, kad kiinas juda slenkamuoju judéjimu. Pagal
apibrézima, bet kuri su kiinu susijusi tiesé juda lygiagreciai.
Parodysime kiino, taip pat kiino taskus 4 ir B jungiancios tiesés judéjima (13 pav.).

13 pav. Kiino slenkamasis judéjimas

Galima pasakyti, kad nuo atkarpos 4B jud¢jimo priklauso kiino jud¢jimas. Jeigu zinosime
atkarpos 4B padéti bet kuriuo laiko momentu, tai zinosime ir kiino padéti tuo laiko momentu.

Atkarpos padétj erdvéje lemia tasky 4 ir B padétis. Sia padéti nustato padéties vektoriai
7, ir . Taskus sujungiame vektoriumi 7, . IS vektoriy trikampio turime:

Fg =F, +T;p, (20)
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¢ia 7, =const — atstumas tarp tasky A4 ir B yra pastovus vektorius, nes nekinta nei jo dydis,
nei kryptis.

IS 13 pav. ir (20) matome, kad tasko B trajektorija yra tokia pati, kaip tasko A4, tik nutolusi
pastoviu atstumu, lygiu vektoriui 7 ;. Taigi taSky 4 ir B trajektorijos yra vienodos.

Turédami taSko 4 judéjimo désnj 7, =7, (t), gauname:

?B:FA(t)"'FAB’ (21)
¢ia 7, = const.
Vektoriné priklausomybé (21) yra kiino slenkamojo judéjimo vektoriné lygtis.
Suprojektave Sia priklausomybe i Dekarto koordinaciy asis, gausime kiino judéjimo lygtis,
iSreikstas koordinatiniu biidu:

X zxA(t)+lx,
Vs yA(t)_'_l)’
Zp _ZA(t)+lz’

c¢ia [.,1,,1. —vektoriaus 7, projekcijos | xyz koordinaliy asis.

TaSky A4 ir B greiCius rasime, diferencijuodami lygti (21) laiko atzvilgiu:

dry _dr, dF,,

. 22
e dt dt 22
. . — . . . . v — . d’_;AB
Kadangi vektoriaus 7,, didumas ir kryptis nesikeicia, t. y. 7,, =const, tai % 0,
t
todeél:
dr, dr,
dt dt’
arba V,=V,.

Matome, kad kiino tasky A4 ir B greiciai yra vienodi. Dar karta diferencijuodami gauta
greiciy lygti, gauname pagreiciy sarysi:

dv, dv,
dt  dt’
arba
i, =4a,.

Vadinasi, kiino tasky pagrei€iai taip pat yra vienodi.

Kadangi taskai 4 ir B buvo laisvai parinkti, galima padaryti tokias iSvadas:
e slenkanciojo kiino visy tasky trajektorijos yra vienodos, o greiciai ir pagreiciai lygis ir
vienodai nukreipti;
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e kai kiinas slenka, pakanka nagrinéti tik vieno laisvai pasirinkto tasko judéjima, visi kiti
kiino taskai judés kaip ir nagrin€¢jamasis taskas. Todél kiino slenkamojo judéjimo uzdavinys
virsta vieno tasko kinematikos uzdaviniu.

2.2. KUNO SUKIMASIS APIE NEJUDAMAJA AS]

Sukamuoju vadiname toki kiino judéjima, kai kiinui judant aibé taSky, esanciy vienoje
ties¢€je, nejuda. Per Siuos tasSkus pravesta tiesé vadinama kiino sukimosi asimi. Bet kuris kiino
sukimosi aSyje negulintis taSkas, judant kiinui, brézia apskritima, kurio spindulys lygus
atstumui nuo tasko iki sukimosi aSies. Apskritimo plokStuma yra statmena sukimosi aSiai
(14 pav.).

2.2.1. SUKAMOJO JUDEJIMO DESNIS

Nustatysime kiino sukimosi désnj. Pasirenkame atskaitos sistema. Oxyz. Koordinaciy asi
Oz pravedame per kiino sukimosi asi. Per a$i Oz nubréziame dvi plokStumas: nejudamaja
plokStuma P ir plokstuma O, judancia kartu su kiinu. Matome, kad plokStuma Q pasisuks
plokStumos Q atzvilgiu tiek, kiek kiinas pajudés apie asi Oz.

Yi<

14 pav. Kino sukimasis apie asi

Kampas ¢ tarp plokStumu vienareikSmiai nustato kiino padéti. Tod¢l kampo ¢ kitima

aprasanti laiko funkcija
o =0() (23)

ir yra ieSkomas kiino sukimosi désnis. Kiino sukimasis, stebint i$ asies z galo, pries laikrodzio
rodykle laikomas teigiamu, pagal laikrodzio rodyklg — neigiamu.

Priklausomybé (23) turi buti vienareikSmé, be trukiy ir du kartus diferencijuojama
funkcija. Kampas ¢ matuojamas radianais [rad].

Priklausomybé (23) yra kiino sukamojo judéjimo lygtis, pagal kuria nustatomos kiino
kinematinés charakteristikos.
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2.2.2. KUNO SUKIMOSI GREITIS
Tarkime, kad judédamas kiinas per laiko tarpa At pasisuko kampu A¢ . Posiikio kampo
pokyc€io A@ santykis su laiko pokyciu At rodo vidutini postkio kampo kitimo greiti ir

: s T o A . , ..
vadinamas vidutiniu sukimosi greiciu. Jo reikSmé¢ o , = A—(p tuo tikslesné, kuo mazesnis bus
t

vid

laiko tarpas At, per kuri pakito kampas. Kiino tikruoju sukimosi grei¢iu vadinama riba, prie
kurios artéja vidutinis sukimosi greitis o, , kai A¢ artéja prie nulio.

o= limo,, = lim 22 - 9@ (24)
At—0 A—0 At dt

t. y. ktino sukimosi greitis yra sukimosi désnio pirmoji iSvestin¢ laiko atzvilgiu.

Sukimosi greitis taip pat yra laiko funkcija ® =co(t). IraSe konkrecia laiko reikSmeg,
rasime sukimosi greiti tuo laiko momentu. Apskaiciuota greicio reikSmé gali biti teigiama
arba neigiama. Gautas ,,+* arba ,,— Zenklas rodo sukimosi krypti: kai ,,+* — ktinas sukasi pries
laikrodzio rodykle, kai ,,— — pagal laikrodZio rodyklg. Sukimosi greitis taip pat vadinamas

kampiniu grei¢iu, jo dimensija — [ﬂ ], arba[s'].
S

2.2.3. KUNO SUKIMOSI PAGREITIS
Tarkime, kad per laiko tarpa At kampinis greitis pakito dydziu Aw . Kampinio greicio
pokyc¢io Aw santykis su laiko poky¢iu A rodo vidutini kampinio greicio kitima ir vadinamas
vidutiniu sukimosi pagreiciu, kurio reik§Smé €, :AA—(D tuo tikslesné, kuo mazesnis laiko
4

tarpas A¢. Kiuno tikruoju sukimosi pagrei¢iu vadiname riba, prie kurios artéja vidutinis
kampinis (sukimosi) pagreitis € ,,, kai Az artéja prie nulio:

2
Vi i AO) = d_(o = d (2[) s (25)
A0 At dt dt

t. y. kiino kampinis pagreitis yra kampinio grei¢io pirmoji iSvestiné arba sukimosi désnio
antroji iSvestiné pagal laika.
Jeigu gautas kampinis pagreitis yra teigiamas, jis nukreipiamas prie$ laikrodzio rodykle

(14 pav.). Kampinio pagrei¢io dimensija — [ m}i } , arba [S_Z].
se

Kai kampinio greicio ir pagrei¢io kryptys sutampa (15 a pav.), turime greitéjanti kiino
sukimasi, kai kryptys yra priesingos (15 b pav.), turime 1étéjant] sukimasi.
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X X

a) greitéjantis sukimasis b) 1étéjantis sukimasis
15 pav. Kiino sukimosi apie asj atvejai

Kiino sukamojo judéjimo désnis bei kinematinés charakteristikos — kampinis greitis o ir
kampinis pagreitis € yra kinematiniai rodikliai, bendri visam kiinui, nes visi besisukancio
kiino taskai pasisuka vienodais kampais ir todél turi vienodus kampinius greiCius bei
kampinius pagreicius.

2.2.4. TOLYGUS IR TOLYGIAI KINTANTIS SUKIMASIS

e Jei kiinui besisukant jo kampinis greitis yra pastovus o = const, tai kiino sukimasis yra

tolygus. Rasime tolygaus sukimosi désni.
I8 iSraiSkos (24) turime do =wdt. Targ, kad pradiniu momentu, kai laikas ¢ = 0, kampas

¢ =0, ir suintegrave gausime:
® t t
Jd(p = I(Ddt = wjdt,
0 0 0

nes ® = const. Todél:
¢ =ot. (26)

IS iSraiSkos (26) matyti, kad kai kiinas sukasi tolygiai:

Atsizvelgdami | tai, kad tarp kiino pasisukimo kampo ¢ ir kiino padaryty apsisukimy

skaiciaus n yra priklausomybé:
¢ = 2mn,

¢ia 2m — vienas apsisukimas, iSreikStas radianais; n — kiino apsisukimy skai¢ius. Gauname:

o =2 27)

2

t

22



. . . .. e 1 .. rad _
¢ia laikas # matuojamas sekundémis. Kampinio grei¢io dimensija: —, arba s~
s

M. o _ .. oy 2nn . o
IS 18raiSkos (27) matyti skirtumas tarp kiino kampinio grei¢io ® = —— ir kiino sukimosi
t

. n T L s . .
daznio v =— — sukimosi daZnis yra apsisukimy skaifius per tam tikra laiko tarpa .
t

Pavyzdziui, jeigu kiinas per 1 min (60 s) apsisuka » karty, galima uzrasyti:

2nn  Tn
w=—=—.
60 30

e Jeigu besisukancio kiino kampinis pagreitis yra pastovus € =const, tai sukimasis yra
tolygiai kintamas.
I§ iSraiskos (25) gauname do = edt . Integruojant Sig iSraiska atitinkamose ribose:

Tdm = jsdtze jdt,

O t,=0 t,=0

¢ia € =const, ®, — kiino kampinis greitis latko momentu #,, ® — kiino kampinis greitis laiko

momentu . Gauname:

O -0, =¢l,
todél
O =0, +Et, (28)
éia @ = d_(p Todél:
dt
d—(P =, +&t
dt

arba
do = dt +etdt.

Integruojame Sig iSraiska atitinkamose ribose:

(j.d(p = jwodt+ jstdt:mo jdt+8 jtdt,

o =0 t,=0 t,=0 t,=0

¢ia € =const, o, =const, ¢, — kiino pradinis postikio kampas (sprgsdami uzdavinius, daznai
turime, kad ¢, = 0). Gauname:

et’
(p _(pO :®Ot+79

todél

[0} :(p0+(00t+87. (29)
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Kiino sukimasis gali biiti greitéjantis arba 1étéjantis, todél kampinis pagreitis € gali buti
teigiamas arba neigiamas. Zemiau pateiktos 30 ir 31 i$raiskos apraso atitinkamai greit¢jant] ir
létéjanti sukimasi:

2 2
(pz(p0+m0t+%, arba ¢ =0, +mot—%. (30, 31)

2.2.5. BESISUKANCIO KUNO TASKU GREICIAI IR PAGREICIAI

Besisukanc¢io ktino bet kuris taSkas, nesantis sukimosi aSyje, brézia apskritima
plok§tumoje, statmenoje sukimosi asiai. Sio apskritimo spindulys lygus atstumui tarp tasko ir
sukimosi asies (14, 16 pav.).

ds__sMo
M do
¥ |R

o O &

N

16 pav. Besisukancio apie asj kiino kinematinés charakteristikos

Taikome nattralyji jud¢jimo apraSymo biuda, tasko M padéti trajektorijoje galime
nurodyti lanko koordinate:
ds =M M .

Lanko koordinaté S =¢ - R visiSkai apibrézia taSko M padéti trajektorijoje, nes taskas M
pasislinks trajektorijoje tiek, kiek pasisuks kiinas. Padalij¢ abi lygybés puses i§ dt ir atlikg
nesudétingus pertvarkymus, gauname:

ds _de ,_do ,

dt dt dt

Turime natiralyji taSko judé¢jimo apraSymo biida. Todél galima teigti, kad lanko
koordinatés pirmoji i§vestin¢ laiko atzvilgiu yra tasko greitis:

45 _do,
dt dt

2

arba
V =oR. (32)
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TaSko greicio vektorius nukreiptas liestine trajektorijai (statmuo spinduliui) judéjimo
kryptimi (17 pav.).

OI

17 pav. Besisukancio kiino tasko linijinis greitis

Kai judéjimas apraSytas nattiraliu biidu, tasko pagreitis iSreiSkiamas naudojant normalini
ir tangentinj pagreicius. Normalinis pagreitis randamas taip:

Kadangi sukamojo judéjimo atveju trajektorijos kreivumo spindulys p = R, o greitis
V' =R , gauname:

arba
a" =o’R. (33)

Normalinis pagreitis visada nukreiptas 1 trajektorijos kreivumo centra (18 pav.).
Tangentinis pagreitis yra grei¢io pirmoji iSvestin¢ pagal laika:

«_dv _dR) _do ,
Cdt odt dt

a

arba

a* =¢R. (34)

18 pav. Besisukancio kiino tasko pagreiciai
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Tangentinis pagreitis sutampa su trajektorijos liestine ir yra nukreipiamas pagal kampini
pagreiti € . TaSko M pagreicio didumas (modulis) randamas taip:

a=(a) +(@" =ER) +(2R),

a=RVe*+o’. (35)

arba

Pagreicio vektoriaus a krypti nusako kampo su normale tangentas:

a
tg(x: n: =

g
a" o’R o’

2.2.6. BESISUKANCIO KUNO KINEMATINIU CHARAKTERISTIKU VEKTORINES
PRIKLAUSOMYBES

Kino sukimasi apie nejudamaja asi apbudina sukimosi asis, kampinis greitis, kampinis

pagreitis ir sukimosi kryptis. Visas §ias judesio charakteristikas galima pavaizduoti vektoriais.

19 pav. Besisukancio kiino kinematinés charakteristikos

Jeigu kiinas juda kampiniu grei¢iu o apie nejudamaja asi Oz (19 pav.), tai pridéje bet
kuriame sukimosi asies taske vektoriy @ taip, kad zidirint i$ jo galo sukimasis biity nukreiptas
pries laikrodzio rodyklés krypti, remdamiesi Siuo vektoriumi, galime apibudinti kiino
sukamojo judéjimo greiti.

Vektorius @ visada sutampa su kiino sukimosi asimi, vektoriaus ® kryptis nusako kiino
sukimosi krypti, vektoriaus @ modulis |(5| yra kiino sukamojo jud¢jimo kampinio greicio
reikSmé o .

Sukimosi asies Oz orta pazymime raide k (19 pav.). Tada kampinio grei¢io vektoriy
galima iSreiksti taip:
dp -

@=w-k=""k.
dt
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Kampinio pagreicio vektoriy apskaic¢iuosime, kaip kampinio greicio vektoriaus iSvesting
laiko atzvilgiu:

. dé d
E=—= ,
dt  dt’
- d*
fl=e =7

dt

Jeigu kampinio pagreiCio vektorius € nukreiptas ta pacia kryptimi kaip ir kampinio
grei¢io vektorius ® (20a pav.), turime greit¢jantj sukimasi. Jeigu kampinis pagreitis
nukreiptas prieSinga kryptimi negu kampinio greic¢io vektorius (20 b pav.), gausime létéjanti
sukimasi.

O 0

a) greitéjantis sukimasis b) létéjantis sukimasis

20 pav. Kiino sukimasis apie asi

Tarkime, kad kiinas kampiniu grei¢iu ® sukasi prie§ laikrodzio rodyklg apie asi 0z
(21 pav.).

21 pav. Besisukancio kiino tasko linijinis greitis

Kinui besisukant, taskas M brézia apskritima, kurio spindulys R lygus atstumui nuo tasko
M iki sukimosi aSies z. Tasko M linijinis greitis /' = @R yra statmenas bréziamo apskritimo
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spinduliui ir nukreiptas kampinio grei¢io kryptimi. IS trikampio AOO'M matome, kad
atstumas R =rsina , todél tasko M greitis:

V =R =orsina.

Sukimosi aSyje i§ laisvai pasirinkto tasko O bréZiame kampinio grei¢io vektoriy ® ir
tasko M padéties vektoriy 7. I§ analizinés matematikos zinoma, kad dvieju vektoriy, $iuo
atveju o ir 7, vektoriné sandauga @ x 7 yra vektorius, nukreiptas statmenai vektoriy @ ir 7
sudaromai plok$tumai taip, kad, ziGirint i§ jo galo, pirmasis daugiklis @ judéty prie antrojo
daugiklio 7 prie$ laikrodZio rodyklés krypti (21 pav.). Sio vektoriaus modulis:

|(f) X F| =@rsina.

Matome, kad tagko M grei¢io vektorius ¥ ir vektorinés sandaugos & x 7 vektorius turi
vienodus modulius orsinoa . IS (21 pav.) matome, kad abu vektoriai yra statmeni trikampio
AOO'M plokstumai ir nukreipti viena kryptimi, todél Sie vektoriai yra lygas:

—

V=@ xF. (36)

ISvada. Besisukancio kiino tasko grei¢io vektorius yra lygus kampinio greicio ir tasko
padéties vektoriy vektorinei sandaugai.

Tegul kiinas sukasi apie as$i 0z kampiniu grei¢iu ® ir kampiniu pagreiiu €
(22 a, b pav.).

a) taSko tangentinis pagreitis b) taSko normalinis pagreitis

22 pav. Tasko pagreiciai

Priminsime, kad tasko M normalinio a” ir tangentinio a® pagreiciy reikSmés randamos
taikant anksciau gautas formules:

a"=w’R=00R =0V ir a" =¢R =¢rsina.
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Tasko M greicio vektorius V =@ x 7. Tasko pagreitis yra grei¢io vektoriaus iSvestiné
laiko atzvilgiu, todél:

_ dV dé . dF
d=—=—-X7r+mx—,

dt dt t

d=ExF+axV. (37)

Kadangi dviejy vektoriy vektoriné sandauga yra vektorius, tai i$ (37) matome, kad tasko
pagreicio vektorius a yra dviejy vektoriy suma.
Vektorinés sandaugos € x 7 modulis lygus tasko M tangentinio pagrei¢io a* moduliui:

|§><17|:8rsina =egR=a".

I$ 22 a pav. matome, kad vektoriaus € x 7 ir taSko M tangentinio pagreic¢io a* vektoriaus
kryptys yra vienodos, todél:

ExF=a. (38)
Vektorinés sandaugos & x ¥ modulis lygus tasko M normalinio pagrei&io a” moduliui:

‘(BXV‘ =orVsin90 =V =a",

Ga @ LV (22 b pav.), todél vektorius & x ¥ nukreiptas { trajektorijos kreivumo centra.
Vektoriaus @& x 7 ir ta§ko M normalinio pagrei&io @" kryptys yra vienodos, todél:

GxV=a" (39)
Gavome besisukancio kiino laisvai pasirinkto tasko M pagreicio a vektoring iSraiska:

d=ExF+axV=a"+a". (40)

2.3. PLOKSCIASIS KUNO JUDEJIMAS

Kiino judéjimas vadinamas ploksc¢iuoju, kai kiinui judant visi jo taskai juda plokstumose,
lygiagreciose tam tikrai nejudanciai plokStumai. Pavyzdziui: a) horizontaliu kelio ruozu létai
riedantis automobilis gali judéti tiesiai, manevruoti arba stabdyti, taciau visais Siais atvejais
automobilio kébulo bei raty asiy taSkai liks tame paciame aukstyje kelio pavirSiaus atzvilgiu,
t. y. automobilio taskai judés plokStumose, lygiagreciose kelio plokStumai; b) ledo pavir§iumi
slystancio skritulio (23 pav.) visu tasky atstumai iki ledo pavirSiaus yra pastovis, t. y.
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skritulio taskai juda plokStumose, lygiagreCiose nejudamajai ledo plokStumai; c) variklio
Svaistiklinio mechanizmo (24 pav.) visi taskai taip pat juda lygiagreciose plokStumose; ir t. t.

23 pav. Ledo pavirSiumi slystantis skritulys 24 pav. Variklio $vaistiklinis mechanizmas

2.3.1. PLOKSCIOJO JUDEJIMO LYGTYS

Nagrinésime ploksc¢iai judant; kietaji kiing (25 pav.), atsizvelgdami 1 tai, kad kietajam
kiinui judant atstumai tarp jo tasky nesikeicia.

Ploks¢iai judancio kiino pjavio S taskai judés atitinkamoje plokStumoje Q' lygiagreciai
su tam tikra nejudanciaja plokStuma Q. Kadangi kiino ir pjivio S judéjimai yra neatskiriami, o
visi kiti kiino taskai taip pat judés plokStumose, lygiagreciose su plokStuma Q, ir brés
trajektorijas, identiSkas pjuvio S laisvai pasirinktojo taSko A4 trajektorijai, tai, nagrinéjant
ploks¢iai judancio kiino judéjima, pakanka nagrinéti tik laisvai pasirinktojo kiino pjivio S
Jjudéjimgq.

25 pav. Kiino ir jo pjuvio S judéjimas

Pjuvio S judéjima plokStumoje Q' vaizduoja kelios tarpinés pjavio S padétys
(25, 26 pav.).

YA S
B
- ?AB
I"B 4 ()
Vi
FA
o X,

26 pav. Plokstumoje Q" judancio kiino pjivis
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26 pav. matome, kad ploksciai judancio kiino pjuvis gali keisti savo padeéti koordinaciy
asiy xy atzvilgiu bei suktis plokstumoje. Tod¢l, norint nustatyti pjiivio S padéti laitko momentu
t, reikia Zinoti pjuvio tasSko, pavyzdziui, 4, padét] laiko momentu ¢ ir pjiivio pasisukimo apie
§1 taska kampa ¢ . Kad jvertintume pjiivio S pasisukima, laisvai parenkame pjiivio taska B ir
sujungiame taskus A4 ir B vektoriumi 7,,;. Kadangi nagrinéjamas absoliuciai kietas kiinas, tai
vektorius 7,, visada bus pastovaus dydzio, taciau kintamos krypties. Tasky A ir B padeét]
atskaitos tasSko O atZvilgiu apibréZiame vektoriais 7, ir 7. IS vektoriy sudaryto trikampio

(26 pav.) matome, kad:
Fg =F,+V;, (41)

&ia 7, = f,(¢) — tasko 4 judéjimo désnis; 7, = f,(¢) — tasko B judéjimo désnis; 7, = £, (¢) —
tasky 4 ir B sarysio funkcija.

Matome, kad, zinant tasky A ir B judéjimo désnius, visada galima rasti taSko A4 ir
vektoriaus 7, padét] ir kartu pjivio S bei visy kiino tasky padét bet kuriuo laitko momentu.
Priklausomybé¢ (41) yra kiino ploksciojo judéjimo vektoriné lygtis.

Vektoriaus 7, padét] taip pat galima nusakyti taSko 4 koordinatémis x, ir y, bei
kampu ¢ su x aSimi (26 pav.).

Kiinui judant, dydziai x,, y, ir ¢ kinta. Siy dydZiy atitinkamos laiko funkcijos

xA:fl(t)a yA:fZ(t) ir (P:f3(t)

yra ploksciai judancio kiino judéjimo désnis, uzraSytas skaliarine forma.
Kaip bet koks sudétinis judéjimas, ploksciasis judéjimas gali biiti skaidomas 1 paprastus
judéjimus. Nagrinésime dvi laisvai pasirinktas judancio pjuvio S padétis (27 pav.).

ya b
S
B
A
Ya
a
o X

27 pav. Kiino pjiivio judéjimo analizé

Tasko A ir tiesiy ab bei a'b’ padétys nusako pjuvio S padétj pirmuoju ir antruoju laiko
momentais (27 pav.). Matome, kad tiesés a'b’ padéti galima rasti lygiagreciai perkélus tiesg
ab 1 antrosios padéties taSkus 4 arba B ir pasukus ja apie taskus 4 arba B kampu ¢ . Galima

isivaizduoti, kad i§ pirmosios padéties i antraja padéti ties¢ ab judéjo slenkamuoju judesiu, o
paskui pasisuko kampu ¢ apie taska 4 arba B. Taskas, apie kuri pasukama ties¢ ab,

vadinamas poliumi.
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Isvada. Kino ploks¢iasis judéjimas susideda i§ slenkamojo judéjimo su laisvai pasirinktu
poliumi ir sukimosi apie §i poliu.

Slenkamajam judéjimui apraSyti pakanka Zzinoti poliaus judéjimo désni, pavyzdziui,
poliaus 4 koordinates x, ir y,, o sukamajam judéjimui — postkio apie poliy 4 kampa o .

Todél analizinés kiino ploksciojo judéjimo lygtys yra uzrasomos taip:
=), y=h0 i e=£0) (42)

Poliumi dazniausiai parenkamas taskas, kurio judé¢jimas lengvai apibréziamas. I$ kiino
ploksc¢iojo judéjimo lygciu (42) randamos poliaus linijinio greicio ir pagreicio projekcijos 1 xy
koordinacCiu asis, poliaus linijinio grei¢io bei pagrei¢io moduliai, taip pat kiino sukimosi
kampinis greitis ir kampinis pagreitis:

AL dp= D
t t t
d v, d*
Vo :ﬂ’ a, = Ay _ );A
dt dt dt
VA:JVZXJery, a,= ajx+afly.
2
0= g do_do
dt dt  dt’

Poliaus greicio vektoriaus kryptis randama taip:

v 4
coso = —2&, cosp =—=.
VA A
Poliaus pagreicio vektoriaus kryptis randama taip:
a a,
coso = —2&, cosp =—=.
a, a,

Poliaus judéjimo lygtys x, = f,(¢), v, =f,(t) ir atitinkamos linijinio grei¢io bei
pagreiio iSraiSkos dazniausiai nesunkiai randamos, taciau kiino sukimosi lygties ¢ = f (t)
sudarymas ir kinematiniy sukimosi charakteristiky ® ir € radimas yra gerokai sudétingesnis.
Todél nagrinéjant ploksciai judancius kiinus yra taikomi diskretiniai (Zingsniniai) skai¢iavimo
metodai, numatantys Zingsninj kiino padéties kitima. Siy metody taikymas leidzia rasti
judancio kiino bet kuriai padéciai bidingas kinematiniy charakteristiky reikSmes.
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2.3.2. PLOKSCIOSIOS FIGUROS TASKU GREICIU VEKTORINE PRIKLAUSOMYBE
Ploksciasis judéjimas gali biiti nagrinéjamas kaip slenkamojo ir sukamojo judéjimuy
visuma. Zinome, kad kano bet kurio tagko, pavyzdziui, B, padét] apibrézia tokia vektoriné

lygtis:
Fg =F, 47y,

Diferencijuodami Sios lygybés abi puses pagal laika, gauname:

diy _ dF, _dF,,
dt dt di

2

arba

Vy=V,+Vy,, (43)

Cia 173 — tasko B greicio vektorius; I7A — poliaus A greicio vektorius; 173 , — taSko B apie poliy
A sukamojo judéjimo greicio vektorius;

Matome, kad ploksciai judancio kiino bet kurio taSko B greitis yra lygus poliaus 4

slenkamojo ir tasko B sukimosi apie poliy 4 greic¢iy vektorinei sumai. Todél toliau, imdami

Sig vektoring priklausomybe, nagrinésime ploksciai judancio kiino tasky grei¢iams skaiciuoti
taikomus analizini, momentiniy grei¢iy centry ir grei¢iy plano metodus.

2.3.3. KUNO TASKU GREICIU ANALIZINIS SKAICIAVIMAS

Tegul kiino pjtvis S juda plokStumoje xy (28 pav.).

YA

Ya
0 X,

\As

28 pav. Ploksciai judancio kiino pjiivio judéjimo analizé

Poliaus A4 slenkamojo jud¢jimo greitis I7A ir padétis randami i§ slenkamojo judéjimo
lygéiu x, = f,(¢) ir y, = £,(¢), o kiino sukimosi kampinis greitis @ — i§ kiino sukimosi
lygties @ = f3(¢).

Pavaizduosime poliaus A4 greiti I7A ir kino sukimosi kampini greiti ® schemoje
(28 pav.). Norint rasti pjiivio bet kurio tasko, pavyzdziui, B, greitj, reikia zinoti Sio tasko
padéti poliaus A atzvilgiu, kitaip tariant, reikia Zinoti atkarpos 4B diduma ir padéties kampa
a ,, nagriné¢jamuoju laitko momentu.

Pagal (43), taSko B greicio vektorius randamas taip:
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V=V, +V,,

Sios priklausomybés visus vektorius pridésime atitinkamuose kiino pjivio taSkuose

(29 pav.).
y v, /Y,

Y=

)

29 pav. Ploksciai judancio kiino tasky greiciai

Projektuojame vektoring priklausomybe ¥, =¥, +V,, i koordinatines asis x ir y:

Ve =V, cosa =V, sina ,,
Vi, =V, sino =V, cosa .

ISsprendg gautasias lygtys, randame greicio 173 projekciju 1 xy koordinaciy asis reikSmes.

Greicio 173 didumas (modulis) randamas taip:

Vy=Va +V, .

Vektoriaus 173 krypti nusako kampai, sudaromi su atitinkamomis koordinaciy asimis:

V, By
cosoL = 2, cosP =—=.
VB VB

Projektuojant vektoring priklausomybe 173 = I7A +I73 4 1 tiesg¢ AB (29 pav.), vektoriaus
173 . projekcija 1 Sig ties¢ yra lygi nuliui, nes 173 . L AB. Todél gauname, kad vektoriy I7A ir

AB projekcijos 1 tiesg¢ AB yra lygios:

[QB ]AB = [VA ]AB‘ (44)

GreiCiy projekciju teorema bus tokia: dvieju ploks€iosios figliros tasky greiciy

projekcijos 1 tiesg, jungiancia Siuos du taskus, yra lygios.
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2.3.4. MOMENTINIS GREICIU CENTRAS

Momentiniu grei¢iy centru vadinamas toks ploksc¢iai judancio kiino pjtivio plokStumos
taskas, kurio greitis nagrinéjamuoju laiko momentu yra lygus nuliui (svarbu pastebéti, kad
kiinas apie toki taska gali tik suktis).

Judant ploksciajai figtrai savo plokStumoje, kiekvienas figtiros taSkas, be abejo, juda tam
tikru grei¢iu. Jeigu bet kuriuy dviejy tasky greiciai néra lygiagretus ir lygis (Siuo atveju
turésime slenkamaji judéjima), tai ploksciojoje figtroje yra taskas, kurio greitis Siuo laiko
momentu yra lygus nuliui. Toks taskas vadinamas momentiniu greiciy centru.

Panagrinésime, kaip rasti momentinio grei¢io centro padéti. Zinome, kad ploksciosios
figlros jud¢jimo lygtys yra x, = fl(t), Vv, = fz(t) ir ¢ = f3(t), pagal kurias Zinomais
metodais randame poliaus A greiti I7A ir ploksciosios figliros sukamojo judéjimo kampinj

greiti ® (30 pav.).

30 pav. Momentinis grei¢iy centras

Pasuksime grei¢io vektoriy I7A apie taSka A staCiuoju kampu kampinio grei¢io ®
kryptimi ir atidésime nuo tasko 4 atkarpa:

AC =

g |

Taskas C ir yra figliros momentinis grei¢iy centras. Isitikinsime, kad jo greitis lygus
nulivi. Zinome, kad bet kokiuy plokigiosios figiiros tasky greidiai turi tam tikra vektoring
priklausomybg. Imant kaip poliy taska 4, uzraSysime tasko C greicio vektoring iSraiska:

— —

Ve =V, +V,.
Vykstant sukamajam tasko C judé¢jimui apie poliy 4, taSko C greitis lygus kampinio

grei¢io o ir atstumo nuo taSko C iki poliaus A4 sandaugai, t. y. V., =o - CA4, ir nukreiptas

kampinio grei¢io kryptimi statmenai atkarpai CA (31 pav.).
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31 pav. Momentinio grei¢iy centro greitis

e

Atstumas AC =CA =4
®

. IraSysime atkarpos CA iSraiSka | greiio VCA reikSme ir

gausime:

v
Vo,=0-CA=0-—L=V,.
o

Matome, kad tasko C sukamojo judéjimo apie poliy 4 greicio I7C ., reikSmeé lygi poliaus 4
greiiui ir $is greicio vektorius nukreiptas kampinio grei¢io kryptimi, t. y. prieSingai poliaus
grei€iui. Jy geometriné suma lygi nuliui. Taigi taSko C greitis lygus nuliui, t. y. I7C =0.ISto
iSplaukia, kad taskas C yra figiiros momentinis grei¢iy centras.

Galime pazyméti, kad taSko A4 greicio vektorius yra statmenas atkarpai iki momentinio
greicio centro. Bet taip pat galima pasakyti, kad momentinis grei¢iy centras guli ant statmens,
kuris pravestas i$ tasko statmenai greiciui.

Vadinasi, jeigu turésime ploksciosios figiros bet kokiu dviejy tasky 4 ir B grei¢iuy
reikSmes I7A ir 173 (32 pav.), galésime teigti, kad figiiros momentinis grei¢iy centras bus

statmeny taSkuy greiciams susikirtime, t. y. taske C.

32 pav. Kiino tasky greiciai
Irodysime, kad taSko C greitis lygus nuliui. PradZioje tarsime, kad taskas C turi tam tikra

greitj. Zinome, kad ploksciosios figiros bet kokiuy dviejy tasky grei¢iy projekcijos i tiese,
pravesta per $iuos taskus, yra lygios. Suprojektuosime tasky 4 ir C greicius i tiesg¢ AC:

7L =L
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Bet taSko A4 greitis yra statmenas atkarpai AC, ir jo projekcija i tiesg AC yra lygi nuliui,
t.y. [VA ] o =0. Tasko C greiCio projekcija | ties¢ AC taip pat turi biti lygi nuliui, t. y.
[173 ] o = 0. Greicio vektoriaus I7C projekcija i ties¢ AC lygi nuliui, kai greicio vektorius bus

statmenas tiesei AC arba lygus nuliui, t. y.
1. V. L AG;

2.V, =0,

Nagrinédami taSky B ir C grei¢iy priklausomybes, taip pat galime padaryti i§vadas, kad
tasko C greicio vektorius turi biiti statmenas tiesei BC, arba §is greitis lygus nuliui, t. y.

1. V. L BC;
2.V, =0.

Bet tas pats grei¢io vektorius VC negali biti statmenas dviem susikertan¢ioms tieséms
AC ir BC. Darome iSvada, kad taSko C greitis yra lygus nuliui, t. y. V. =0. I§ ¢ia iSplaukia,

kad taskas C yra ploksciosios figliros momentinis grei¢iy centras.

2.3.5. TASKU GREICIU SKAICIAVIMAS NAUDOJANT MOMENTIN] GREICIU
CENTRA

ParasSysime bet kokio ploks¢iosios figtros taSko B greiio vektoring iSraiSka,
pasirinkdami poliumi momentinj greiciy centra C.

Vy=V.+V,..

Taciau momentinio grei¢io centro C greitis lygus nuliui. Tada i$plaukia iSvada, kad taSko
B absoliutusis greitis 173 lygus greiciui, kurj taskas B turés besisukdamas apie poliu C, t. y.

Ve =Vye.

Sukimosi greitis skai¢iuojamas kaip kampinio grei€io ir atstumo iki sukimosi aSies
sandauga. Taigi V. = - BC arba, jvertinant, kad V', =V,., gauname, kad absoliutusis taSko

B greitis lygus figtiros kampinio greiio ir atstumo iki momentinio grei¢io centro sandaugai,

ty.
Vee =0 -BC.

Bet kuriam kitam ploksciosios figtiros taskui 4 turésime ta pati:
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V,=Vet+V,e=V, it V,=0-AC.

ParaSysime greiciy santyKki: Vy _©-BC_BC IS ¢ia gausime:
mes Y T ac T ac T THEETE

24 (45)

Galima daryti iSvada: ploksciajame judéjime taSkuy linijiniai greifiai proporcingi
atstumams iki ploksciosios figiros momentinio greicio centro.

Tasky atstumus iki grei¢io centro galima apskaiCiuoti analiziskai arba, kai brézinys
nubraizytas laikantis mastelio, tiesiog iSmatuoti liniuote bréZinyje. ISmatuota atkarpos ilgi
padauging i§ mastelio, gausime tikraji atstuma.

Figtiros sukimosi apie momentinj grei¢io centra kampinis greitis gali biiti rastas, jeigu
zinoma tasko greit] I7A padalysime i$ atstumo iki momentinio greiciy centro AC, t. y.

Kampinis greitis bus nukreiptas tasko linijinio grei¢io kryptimi (32 pav.). Tada bet kurio
kito ploksciosios figiiros tasko linijinis greitis gali buti rastas kaip jau Zinomo figiros
kampinio grei¢io ® ir atstumo nuo Sio tasko iki momentinio greiciy centro sandauga, t. y.
V, =o - BC, ir nukreiptas statmenai $iai atkarpai kampinio greicio kryptimi.

Remiantis momentinio greiiy centro savoka ir tasky greifiy santykiais, nagrinésime
momentiniy grei¢iy centry radima atskirais atvejais.

Tegul ploksciosios figiiros du taskai turi lygiagrecius greicius (33 a pav.).

33 pav. Momentinio greiciy centro padétis

Praveskime per taskus 4 ir B statmenis grei¢iams. Sie statmenys bus lygiagretiis. Darome
1Svada, kad momentinis greiciy centras bus begalybéje.
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Per taskus A ir B pravesime ties¢ ir uzraSysime ploksciosios figiiros dviejy tasSky greiciy

projekciju 1 Sia tiesg lygybe:

Vycosa =V, cosa,

1§ kurios gausime, kad:
V,=V,.

IS ¢ia iSplaukia iSvada: kai plokscioji figiira juda savo plokStumoje ir dvieju bet kokiy
tasky greiciai yra lygiagretis, tai Sie greiciai turi biti lygis. Bet jeigu tasku greic¢iu vektoriai
lygts, turime slenkamaji judéjima. Ploksciosios figliros judéjima Siuo atveju galima pavadinti
momentiniu slenkamuoju judéjimu.

Galima padaryti iSvada: kai turime ploksciosios figiros momentinj slenkamaji judéjima,
tai visy Sios figiiros taSky greiciai Siuo laiko momentu yra lygis ir lygiagretis.

Jeigu tasky A4 ir B greiCiai yra lygiagretiis ir taSkai guli viename statmenyje tasky
greiCiams, tai gali buti tokie atvejai: tasky greiciai nukreipti viena (33 b pav.) arba prieSinga
kryptimi (33 ¢ pav.).

ISvedg taskuose A ir B statmenis tasky grei¢iams matome, kad statmenys susilieja ir
negalima rasti statmeny susikirtimo vietos. Tac¢iau zinome, kad tasky greiciai proporcingi
atstumams iki momentinio greiiy centro. Todé¢l, paémus nezinoma atkarpa x pateiktai

. : . V 14 - :
schemai (33 b pav.), galima uZrasyti: 4 =-2 0 33 ¢ pav. pateiktai schemai:
AB+x «x
Vi Vs
AB-x x

Zinodami tasky grei¢iy reik§mes ¥, ir V,, taip pat atstuma 4B tarp tasky, randami
atstumai nuo tasky iki momentiniy grei¢iy centro bei momentinio grei¢iy centro padétis.

Tuo atveju, jeigu plokscioji figiira jud€jimo metu kontaktuoja su nejudamu pavirSiumi ir
neslysta, kontakto vieta yra ploksciosios figiros momentinis greiciy centras. Pavyzdziui,

automobilio ratas rieda keliu (34 pav.).

Yy

\ ]/

e\

34 pav. Riedancio kiino momentinis greiciy centras

Siuo atveju taskas C kontakto vietoje yra rato momentinis grei¢iy centras.
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Isvados:

e kiino kampinis greitis kiekvienu momentu lygus pjuvio S bet kurio tasko greiciui,
padalytam iS$ to taSko atstumo iki momentinio greiCiy centro, ir bus nukreiptas tasko linijinio
greicio kryptimi;

¢ kiino bet kurio tasko greiciui rasti reikia pjivio S kampinj greiti padauginti i$ to tasko
atstumo iki momentinio grei¢iy centro. TaSko linijinio greifio vektorius yra statmenas
atkarpai iki momentinio greiciy centro ir nukreiptas kampinio grei¢io kryptimi.

2.3.6. GREICIU PLANAS

Tegul kiino pjtvis S juda plokStumoje xy (35 a pav.)

YA

35 pav. Greiciy planas

Zinome, kad tasky 4, B, D greiéiai proporcingi atstumams iki momentinio grei¢io centro
C, statmeni Siems atstumams ir nukreipti figiiros kampinio greicio kryptimi, t. y.

VA _VB _VD =
AC  BC DC

Taip pat Zinome, kad bet kuriy dviejy taSky, pavyzdziui, 4 ir B grei€iai susij¢ vektorine
priklausomybe:

Vy=V,+V,,

Nubraizysime $§ig priklausomybg, jvertindami greiciy mastelj p, (35 b pav.). Schemoje
V v . : — —
atkarpa Oa = —, atkarpa Ob = —2-. 1§ schemos iplaukia, kad Ob = Oa + ab ir atkarpa ab
Hy Hy
: : . ” : Vs
atvaizduoja greiti V,, tuo paciu masteliu, t. y. ab =—*.
Hy
Tasko B sukimosi apie poliy 4 greitis 173 , statmenas atkarpai AB. Galima daryti iSvada,
kad ir atkarpa ab statmena atkarpai AB.

Tasky B ir D greiciai susij¢ analogiSka vektorine priklausomybe:
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Vo =V + V.

Vektorius pavaizdave grafiskai, turésime Od =O0b+bd . Kaip ir anksciau, atkarpa bd
statmena atkarpai BD.
Ivertinant tasky A4 ir D greiciy vektoring priklausomybg

V=V, +V,,,

taip pat galima padaryti iSvada, kad schemos atkarpa ad statmena pjuvio figtros atkarpai AD.
Gauname, kad trikampio abd kraStinés yra statmenos trikampio ABD atitinkamoms
krastinéms. Tokiu atveju Sie trikampiai yra panasus.
O jeigu figtros (trikampiai) panasios, tai atitinkamos krastinés yra proporcingos:

ab _bd _ ad
AB BD AD’

Ivertinant tai, kad vardiklyje yra atitinkamo tasko sukimosi apie poliy greitis, gauta
1SraiSka galima parasyti taip:
VAB _ VBD _ VAD

AB BD AD’

Bet kurio tasko sukimosi apie poliy grei¢io santykis su atkarpos ilgiu iki poliaus yra
pjuvio kampinis greitis:
_ VAB VBD VAD

@ =4 = B _ 4D (42)
AB  BD AD

Grafinis pjuvio tasky grei€iy vaizdavimas (35 b pav.) vadinamas grei¢iy planu. Greiciy
planas turi pradzios taska O, spindulius Oa, Ob, Od ir virSiines — taskus a, b, d.

GreiCiy plane spinduliy ilgiai — tai atitinkamu taSku absoliutieji grei¢iai greiciy plano
masteliu p,, .

Atkarpos ab, bd, ad, jungianc¢ios grei¢iy plano virStines, yra atitinkamy tasky sukimosi
apie poliy greiciai.

GreiCiy planas pasizymi tokiomis savybémis:

1. Grei¢iy plano geometriné figlira proporcinga pjivio taSky geometrinei figiirai ir
pasukta 90° kampinio greicio kryptimi;

2. Kiino pjuvio S bet kurio tasko (4, B, D) greiti pasirinktu masteliu vaizduoja
atitinkamas spindulys (Oa, Ob, Od);

3. Kuno pjuvio bet kuriy dviejy taSky sukamojo judéjimo greitis (Vy,, Vi, V,p)

vaizduojamas greiciy plano atkarpomis tarp atitinkamy greicio plany virsiiniy (ba, bd, ad).
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2.3.7. TASKU GREICIU SKAICIAVIMAS NAUDOJANT GREICIU PLANA

Kiino pjuvio S tasky grei¢iy planui nubraizyti reikia Zinoti vieno tasko greicio dydi ir
krypti bei kity tasky greicio kryptis (36 a pav.).

36 pav. Greiciy planas

Tarkime, kad zinomas tasko 4 greicio didumas ir kryptis bei taSko B greicio kryptis.
Norédami nubraizyti greiciy plana, paraSome tasky A4 ir B grei¢iy vektoring priklausomybe:

Vy=V,+V,,

Pasirenkame grei¢iy masteli p, ir plano pradzios taSka O (36 b pav.). Per taska O

. . : : TR S V
bréziame tiese, lygiagrecia su vektoriumi V,, ir atidedame atkarpa Oa = —2-.

Ky
Per taSka a bréziame tiesg¢ ab, lygiagrecia su vektoriumi 173 > 0 per taska O — ties¢ Ob,
lygiagrecia su vektoriumi 173. Siy tiesiy susikirtimo tagkas b yra vektoriy 173 ir 173 , VIrSines.
IS greiCiy plano pradzios pravestas | taSka b spindulys Ob atvaizduoja tasko B absoliutyji

greity
V,=0b-pn,.

Tasko B greitis nukreiptas i§ greicio plano pradzios O i virSung b. Galime figtros taSke B
parodyti tasko greit] 173 (37 apav.).
Greicio plano atkarpa ab yra taSko B sukimosi apie poliy 4 greitis 173 > Jo modulis lygus:
Vg =ab-p,.
Greiciy plane greitis 173 , nhukreiptas 1 taska b. Pridéjus figliros ABC taske B greit] 173 ”»

galima rasti kampinio grei¢io o krypti. Kampinio grei¢io reikSmé apskaiciuojama i$
formules:
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Analogiskai randamas kito figiiros tasko C greitis. Grei¢iy plane (37 b pav.) turime
figiiros tasky A4 ir B grei¢iu vektoriy grafini vaizda.

a
0
b
c
a) b)
37 pav. Greiciy planas

Tasky B ir C greiciy vektoriné priklausomybeé:

I7C = 173 + _>CB' (46)

Zinomas poliaus B greitis ir tasko C padétis. Todél Zinoma ir greicio VCB padétis.
ParaSysime tasko C greicio vektoring priklausomybg imdami poliumi taska A4:

Vo=V, +V,,. (47)

Vektoring priklausomybg (46) perneskime i greiciy plana. Tam reikés prie tasko B greicio
pridéti greiti VCB, kuris yra statmenas atkarpai BC. Tam greicio plane i§ taSko b bréziame
tiesg, kuri statmena atkarpai BC. Ant §itos linijos turi biti taskas c.

Perneskime vektoring priklausomybe (47) 1 grei¢iu plana. Tam i$ tasko a bréziame tiesg,
kuri yra statmena atkarpai AC. Ant Sitos linijos taip pat turi biiti taskas c.

Dvieju tiesiy susikirtime gauname taska c¢, 1 kurj i§ greiciy plano pradzios bréziame
spindulj Oc. Padauging atkarpos Oc reikSmg 1§ greicio plano mastelio p,, gauname tasko C
greitj:

Veo=0c-n,.

Galime pernesti 1§ grei€io plano tasko ¢ grei¢io vektoriy i figiiros taska C (37 a pav.).
Remdamiesi grei¢iy plano savybémis, nustatysime bet kurio ploksc¢iosios figtiros ABC tasko
greiti, pavyzdziui, figiiros ABC masés centro M greiti.

Pries tai turi buti nubraizytas figiiros tasky grei¢iy planas (38 a pav.)
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38 pav. Greiciy planas

Kadangi trikampiai ABC ir abc panaSus, tasko M padéti atitinka grei€iy plano taskas m.
Sujungg taskus O ir m, gauname taSko M greiti, kuris nukreiptas i§ greicio plano pradzios O {

vir§ing m ir lygus:

V,=0m-p,.

Jeigu taskas K yra atkarpoje BC ir BK = %BC , tai greiCiy plane taskas k taip pat bus

atkarpoje bc ir bk = %bc. Tasko K greitis:
Ve=0k-n,.

2.3.8. PLOKSCIOSIOS FIGUROS TASKU PAGREICIAI
Prisiminsime, kad ploksciai judancio kino taSky linijiniai grei¢iai susij¢ vektorine

priklausomybe:

— —

Vy=V,+Vy,

t. y. bet kurio taSko greitis susideda i§ greiCio, kuri taSkas turés, vykstant slenkamajam
judéjimui, kartu su laisvai pasirinktu poliumi A, prie kurio pridedamas greitis, kurj taSkas
turés sukdamasis apie S poliu.

Diferencijuodami laiko atzvilgiu grei¢io vektoring iSraiska, gauname:

v, _dv, dv,
e dt  dt

b

arba
dy=d,+ady,.

Galima padaryti iSvada, kad ploksciosios figtiros bet kurio tasko B pagreitis susideda i§
pagreicio, kurj taSkas turés, vykstant slenkamajam judéjimui, kartu su laisvai pasirinktu
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poliumi A, prie kurio pridedamas pagreitis, igytas taskui sukantis apie §i poliy. Vykstant
sukamajam judéjimui, tasko absoliutusis pagreitis susideda i§ normalinio ir tangentinio
pagreiciy. Tada galima uzraSyti, kad

dy=d,+dy +dg,. (48)

Gavome kiino tasky pagrei¢iy vektoring priklausomybe.

Formuléje (48):
a, =o’A4B,
ay, =€AB.

iy 2(
¢ = fg(t)

~
—

Pirma karta diferencijuodami lygtis, gauname:

V., = dx, V., = o = d_(P
Todr Y dr dt
Dar karta diferencijave, turésime:
dVAx dVAy do
aAX = > aAy = 9 E=— )
dt dt dt

¢ia a, , a,, —poliaus pagreiCio projekcijos i koordinaciy asis.
Ax Ay

_ 2 2
a,=,a, +a,

Poliaus pagrei¢io modulis

ir krypties kosinusai

a ay
cosoL =—2 cosP =—=.
a, a,

Parodysime schemoje poliaus 4 pagreiti a, ir kiino kinematines charakteristikas —

kampini greitj ® ir kampinj pagreiti € (39 pav.)
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VA

Y=

o

39 pav. Ploksciai judancio kiino tasky pagreiciai

Zinodami kiino kampinj greitj ir pagreiti, galime rasti tasko B normalinj ir tangentinj
pagreicius, jam sukantis apie poliy 4.
Normalinis pagreitis a);, =®’AB nukreiptas nuo tagko B { poliy 4. Tangentinis pagreitis

a,, = €AB nukreiptas statmenai atkarpai 4B kampinio pagreicio € kryptimi (40 pav.).

YA

)

40 pav. Ploksciai judancio kiino tasky pagreiciai
Projektuojame vektoring lygti a, = a, +ay, +a,, 1 koordinaciy asis:

_ n T :
{an =a,COSOL + ay, COSOL ;p —dp, SINCL ,p,

_ : n : T
Ap, =@, SN0 —ay, SINQ , —ay, COSA p.

Pagrei¢io a, modulis:

_ 2 2
Ay =+/ap, +ag,

a Bx

ir krypties kosinusai:

a
, cosP, =—2.

ag ap

cosa., =

2.3.9. TASKU PAGREICIU SKAICIAVIMAS NAUDOJANT MOMENTIN] PAGREICIU
CENTRA

Momentiniu pagrei¢iy centru vadinamas toks ploksciai judancio kiino pjavio plokstumos
taskas C, kurio pagreitis tam tikru laiko momentu lygus nuliui.
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Tasko C padéciai rasti turi biiti zinomi kiino kampinis greitis ® , kampinis pagreitis ¢ ir
vieno tasko A4 pagreitis a ,.
Tasko C pagreiciui galima parasyti:
e =d,+dc,.
Bet momentinio pagreicio centro pagreitis a. = 0. Tada gauname:

a,+ag, =0. (49)

IS (49) lygties iSplaukia, kad a, = —a,, t. y. pagreiiai a, ir d., yra vienodo dydzio,

lygiagretiis ir prie§ingai nukreipti. Sia salyga pavaizduojame grafiskai (41 pav.).

=T
Acy

41 pav. Ploksc¢iai judancio kiino tasky pagreiciai

IS 41 pav. matyti, kad

a,=a., = (agA)2+(aTCA)2 = ACNo"* +¢&° (50)
ir
a=0= arctga% = arctgiz. (51)
ag, o)

IS (50) salygos apskaic¢iuojame atkarpos AC ilgi:

a,

AC =

0 1§ (51) — atkarpos AC posvyrio kampa o = arctgiz.
o)

Kampas o turi buti atidétas ¢ kryptimi.
Kai Zinomas tasko atstumas iki pagreiciy centro, o neZinomas pagrei¢io modulis, formulg
(50) taikome moduliui apskaiciuoti, pvz.:
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a, =MCVo® +¢&*, (50)

¢ia MC — tasko M atstumas iki pagrei¢iy centro. Vektoriaus a,, kampas su atkarpa MC visada
€
tas pats o = arctg —-.
®

IS salygos (50) iSplaukia, kad ploksciosios figliros tasky pagreiciai yra proporcingi
atstumams iki momentinio pagrei€iy centro.

IS salygos (51) turime — tasky pagrei€iai pasukti nuo atkarpy, jungianciy taskus su
momentiniu pagreiciy centru, pries € krypti vienodu kampu (42 pav.)

42 pav. Ploksciai judancio kiino tasky pagreiciai

Tasky pagreic¢iy moduliai:

a,=CANo"* +&°,

a, = CBW ,

a, =CMA+o®* +¢e>.
Paéme pagreiciy santykius, gauname:

Qv _ % _ %

CM CA CB
t. y. ploksciosios figiiros tasky pagreiciai proporcingi atstumams iki momentinio pagreiciy
centro. Be to, 42 pav. matome, kad visy taSky pagrei¢iy vektoriai sudaro su atkarpomis iki

momentinio pagrei¢io centro vienodus kampus, kuriy reikSmeés skaiiuojamos pagal viena
formulg ir kurie nukreipti prie§ kampinio pagreicio € krypti.

2.3.10. TASKU PAGREICIU SKAICIAVIMAS NAUDOJANT PAGREICIU PLANA

Zinome, kad, vykstant plok§¢iajam judéjimui, bet kuriy ploks¢iosios figiiros dviejy tasky
pagreiciai yra susijg¢ vektorine priklausomybe:
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d,=d,+dy +dg,, (52)

¢ia a, —pjuvio poliaus 4 pagreitis, kuris biina Zinomas arba lengvai randamas;
d,, — tasko B sukimosi apie poliy 4 normalinis pagreitis, kuris visada nukreiptas i§ tasko
B ipoliu 4;
d,, — tasko B sukimosi apie poliy 4 tangentinis pagreitis, nukreiptas statmenai atkarpai
AB kampinio pagreicio kryptimi.
Nagrinésime taSko B pagreicio skai¢iavima grafiniu budu.

A
g, - =
BA : (aB/)— . O a b
L 1
BJ‘” ‘: A - a
a, BA
a) b)

43 pav. Ploksciai judancio kiino tasky pagreiciy planas

Tarkime, kad Zzinome ploksciosios figiiros ABC (43 a pav.) tasko A pagreiti a ,, figliros
sukimosi kampini greit] o ir taSko B pagreicio a, veikimo linija. Paanalizuokime vektorinés
priklausomybés (52) narius. Tasko B sukimosi apie poliy 4 normalinis pagreitis randamas i§

formulés:

Sis pagreitis nukreiptas nuo tagko B i poliy A4.
Taip pat zinome, kad tasko B tangentinis pagreitis @, nukreiptas statmenai normaliniam

pagreiCiui. Parinkg pagrei¢io mastelj p,, 1§ laisvai pasirinktojo poliaus O (43 b pav.)
atidedame atkarpa Oa = Qu , lygiagrecia su taSko 4 pagreiciu a . IS taSko a pagreicio a,,

a

o Api 1w o x . . .
kryptimi atidedame atkarpa an, = —24 . 1§ tasko n, bréziame tiesg, statmena atkarpai an,, t. y.

tangentinio pagreicio d,, kryptimi. Toliau i§ tasko O bréziame tiesg, lygiagrecia su pagreicio
a, veikimo linija. Siy tiesiy susikirtimo vieta — taskas b. I§ tasko O pravedame vektoriy Ob .

Galime uZrasyti, kad

Ob = Oa+an, +n,b.
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Palyging Sig atkarpy vektoring priklausomybe su pagreiciy vektorine priklausomybe (52),
galime daryti iSvada, kad atkarpa Ob yra tasko B pagreitis atitinkamu pagrei¢iy masteliu, t. y.

a,=0b-n,.

Atkarpa nl_l; — tai taSko B tangentinis pagreitis ay, =nb-n,, nukreiptas | taska b.
Pagreiciy grafikas, parodytas 43 b pav., vadinamas pagreiciy planu.
Pjiivio kampinis pagreitis gali biiti rastas remiantis pagreicio planu i§ formulés:

T
_ O _Mmbu,

AB AB

Atkarpos n,b ilgis 1§ pagrei€iy plano iSmatuojamas liniuote. Kampinio pagreicio kryptis
nustatoma pagal tangentinio pagreicio a,, krypti.

Kai taSkas B juda apie poliu 4, o tasky pagreiciai susij¢ vektorine priklausomybe (52),
tangentinis pagreitis aj, nukreiptas i§ normalinio pagrei¢io ajy, vektoriaus galo { tasko B
pagreicio a, vektoriaus gala. PagreiCiy plane tangentinis pagreitis aj, atvaizduotas atkarpa
nb ir nukreiptas i tasko n, i taska b.

Pridéj¢ tangentinj pagreit] a,, figliros taske B ir jverting pagrei¢iy plane jo krypti, pagal
tangentinj pagreit] galime nustatyti ir pjiivio kampinio pagreicio krypti.

Jeigu zinosime pjuvio dvieju bet kokiuy tasky pagreicius, pavyzdziui, a, ir a,, tai

galésime rasti bet kokio tasko C, kuris neguli ant tiesés 4B, pagreitj (44 a pav.).
ParaSysime vektorines tasky pagreiciy priklausomybes

- = —n =T
e =a,tdcy Tdcy
ir
- = -n -1
A=Ay +djg +dig.
Randame normalinius pagreicius:

no_ ZAC

acy =0 ,

no_ 2
acy =0 BC.

Siy pagrei¢iy kryptys yra zinomos — jie nukreipti i§ tako C i savo polius, t. y. @, — i
poliu 4, o a;; — i poliy B. Tangentiniai pagrei¢iai nukreipti statmenai savo normaliniams

pagrei¢iams.
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—-n

Lag,

->n

44 pav. Ploks¢iai judancio kiino tasky pagreiciy planas

Pagreiciy plane (44 b pav.) i§ taSko a atidedame normalinio pagrei¢io a., kryptimi

n

Qo e . . . . ..
atkarpa an, = —= ir i$ tasko n, pravedame statmena tiesg¢, kuri yra lygiagreti su tangentiniu

pagrei¢iu a;,. IS tasko b pagrei¢iy plane atidedame normalinio pagreiio a., kryptimi
Alp o oy o . : : : : -
atkarpa bn, = —% ir i§ taSko n, bréZziame statmena tiesg, kuri yra lygiagreti su tangentiniu

a

pagreiiu a.,. Tiesés susikerta taSke c. IS pagrei¢iy plano pradzios O bréziame ties¢ Oc, kuri

vaizduoja tasko C absoliutyji pagreiti, t. y.

a-=0c-pn,.

Jeigu pagreiciy plane sujungsime taskus a, b ir ¢, galésime padaryti iSvada, kad gautoji
geometring figtira (Siuo atveju — trikampis) yra panasi | turima figiira ABC (taip pat trikampi).
UZraSysime trikampiy panasumo salygas:

ab  bc ac

4B BC AC’

IS ¢ia iSplaukia, kad Sios panaSios figiiros atitinkamos krastinés yra proporcingos. Taigi
bet kurio ploksciosios figiiros tasko pagreiti galima rasti pagreiiy plane nubrézus panasia
figiira ir Sios figiiros atitinkama taska sujungus su plano poliumi.

Spindulio dydis ir kryptis nurodys tam tikro taSko pagreiti pagreicio plano masteliu.

Pavyzdziui, taskas K yra tiesé¢je BC ir BK = %BC . Pagreiciy plane taSkas k yra tieséje bc

ir bk = %bc. Todé¢l tasSko K pagreitis:

a, =0k-n,.
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2.4. VIENAME TASKE ITVIRTINTO KUNO JUDEJIMAS

Viename taske itvirtinto judancio kiino kiekvieno tasko atstumas nuo jtvirtinimo tasko
nekinta, o taskai brézia trajektorijas, kurios yra iSsidés€iuosios koncentrinése sferose. Todél
kiino judéjimas apie nejudamaji taSka vadinamas sferiniu.

Prie sferinio judéjimo galima priskirti kiiginio krumpliaracio jud¢jima, kai krumpliaratis
2 apibéga krumpliarati 1 (45 a pav.), prie nepaslankaus rutulinio lanksto pritvirtintos svirties
judéjima (45 b pav.). Sferiniu judesiu juda isuktas vilkelis (45 ¢ pav.).

\

45 pav. Sferinio judéjimo pavyzdziai

2.4.1. KUNO JUDEJIMO LYGTYS

Nagrinésime isukto vilkelio jud¢jima. Besisukantis apie nejudamaji taSka kiinas turi tris
laisvumo laipsnius (zr. 5.3 sk.). Kiino padéciai apibrézti reikalingi trys nepriklausomi
kintamieji. Teorin¢je mechanikoje kiino padéciai apibrézti naudojami Oilerio kampai.

Kino sferiniam judéjimui apraSyti parinksime dvi atskaitos sistemas: viena — Ox,y,z, —
nejudamoji, kita — Oxyz — susijusi su judanciu kiinu (46 pav.).

Judamosios atskaitos sistemos plokStuma x,0y, kerta nejudamosios atskaitos sistemos
plokstuma xOy linija OK. Si linija vadinama mazgy linija. Kampas y (psi) tarp Ox, aies ir
mazgy linijos OK vadinamas precesijos kampu. Kampas ¢ (fi) tarp mazgu linijos OK ir
judamosios Ox aSies vadinamas savojo sukimosi kampu. Kampas 6 (teta) tarp nejudamosios
aSies Oz, ir judamosios Oz aSies vadinamas nutacijos kampu. Kampai paimti i§ astronomijos

ir pavadinti mokslininko Oilerio vardu — Oilerio kampais.

46 pav. Sferinis judéjimas
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Oilerio kampai nustato judancios atskaitos sistemos ir judancio kiino padét] nejudamosios
atskaitos sistemos atzvilgiu. Kiano judéjimo metu Oilerio kampai kinta. Siy kampy
priklausomybés nuo laiko vadinamos kiino sferinio judéjimo lygtimis.

(¢) (54)

Turédami kiino judéjimo lygtis, kitaip tariant, turédami Oilerio kampy priklausomybes
nuo laiko, galime rasti §iy kampy reikSmes tam tikru laiko momentu ir nustatyti kiino padéti
nejudamosios atskaitos sistemos atzvilgiu.

2.4.2. KUNO SFERINIO JUDEJIMO KINEMATINES CHARAKTERISTIKOS

Kiino sferinj judéjima apraSo Oilerio kampai:

Y<

47 pav. Sferinio judéjimo kampiniai greiciai

Siy funkeijy pirmosios i§vestinés laiko atzvilgiu yra atitinkami kampiniai grei¢iai:

dy
Y
de
0, =—, 55
0 =, (55)
do
Wy =—,
dt
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¢ia o, — precesijos kampinis greitis, vektorius @, nukreiptas Oz, aSimi; ®, — savojo
sukimosi kampinis greitis, vektorius @, nukreiptas Oz aSimi; w, — nutacijos kampinis greitis,
vektorius ®, nukreiptas mazgy linija Ok (47 pav.)

Galima teigti, kad sferini jud¢jima tam tikru laiko momentu galima isivaizduoti kaip trijy
sukimysi su precesijos, savojo sukimosi ir nutacijos kampiniais greifiais suma. Sudé&jus
iSvardytus kampiniy greiciy vektorius, turésime kiino sumini momentini kampini greiti:

0=0,+0, +0,. (56)

Taigi kiino sferinis judéjimas kiekvienu laiko momentu gali biiti traktuojamas kaip
momentinis sukamasis kampiniu grei¢iu © apie momenting sukimosi asi OP, kuri eina per
nejudamaji taska O. Formulé (56) rodo kokybing kiino sferinio judesio vaizda, taCiau nei
vektoriaus ® modulio, nei krypties i§ Sios formulés nerasime.

Vektoriaus @ moduliui ir krypciai apskaiciuoti suprojektuosime formulg (56) 1 judamaja
koordinaciy sistema Oxyz. IS (47 pav.) matyti:

o, =0, sind sing +w, cose,
®, =0, sinb cosp —o, sing, (57)

O, =0, +0, cosb,

C¢ia o 0,0 — vektoriaus ® projekcijos Oxyz asyse.

Vektoriaus @ modulis:

_ 2 2 2
O =0, +t0, +0]. (58)
Vektoriaus o krypties kosinusai:

X

® ® ®
cosa. =—=, cosP =—>, cosy=—=, (59)
® ® ®

formulése (59) o, B,y — vektoriaus @ (momentinés sukimosi asies OP) kampai su Ox, Oy ir
Oz aSimis.

AnalogiSkai galima rasti vektoriaus @ projekcijas ir nejudamosiose koordinaciy asyse
Ox,y,z,.

Kino kampinis pagreitis € — tai vektorius, apibiidinantis kampinio grei¢io vektoriaus @

modulio ir krypties kitima. Bendruoju atveju turime:

do

§=22
dt
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Laikui bégant kinta kampinio greicio vektoriaus @ dydis ir kryptis, o Sio vektoriaus galas
erdvéje brézia kreive AD — vektoriaus @ hodografa — trajektorija (48 pav.).

48 pav. Sferinio judéjimo kampinis pagreitis

IS matematikos zinome, kad kampinio grei¢io vektoriaus iSvestine, t. y. kampinio

oy .~ do ., . - . . o . o
pagreicio vektorius € = % pridétas vektoriaus @ gale ir nukreiptas liestine trajektorijai.

Mechanikoje kampinio pagreicio vektorius € lygiagreciai perkeliamas | nejudamaji taska O
(48 pav.).

Vektoriai @ ir € neguli vienoje asyje, kaip kiino sukimosi apie nejudamaja asi atveju,
nes vektorius € rodo ne tik modulio, bet ir vektoriaus @ krypties kitima.

Kai Zinomos kampinio grei¢io @ projekcijos i judamosios koordinaciy sistemos asis @ _,

®,, ®_, kampinio pagrei€io projekcijos apskai¢iuojamos i§ formuliy:

do do, do
=—=, g = , g, =—-. 60
Yoo dt dt (60)

Apskaiciavus projekcijas, pagal zinomas formules lengva rasti pagrei¢io € modulj ir
krypties kosinusus.

2.4.3. VIENAME TASKE [TVIRTINTO KUNO TASKU GREICIAI IR PAGREICIAI

[vertinant tai, kad kiino sferini jud¢jima galima traktuoti kaip sukamaji judéjima apie
momenting sukimosi as§i OP su momentiniu kampiniu grei¢iu @ , bet kurio tasko M linijinio
greicio vektorius (49 pav.) gali biiti iSreikstas formule:

V=6xF. (61)

Greic¢io modulis:

V=|@xF|=0-rsin@,7)=0-h, (62)

¢ia ® — kiino momentinio kampinio grei¢io modulis; # — taS8ko M atstumas iki momentinés
sukimosi asies.
Greicio vektorius V' nukreiptas kiino sukimosi kryptimi statmenai spinduliui /.
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Formule (62) ne visada patogu naudotis, nes jeinantis i ja dydis 4, laikui bégant, kinta.
Rasime kita formule, pagal kuria galima apskai&iuoti taiko M grei&io vektoriy V .

49 pav. Tasko greitis, vykstant sferiniam judéjimui

Vektoring sandauga (61) galima iSreiksti abiejy vektoriy komponentémis i judamasias
koordinaciy asis:

ik
V=bxF=o, O, o/
x y z
IS ¢ia gausime:
V.=0,z-0.y,
V,=0.x-0,z, (63)

V.=0,y-o x

Formulése (63) x, y, z — taSko M koordinatés judamojoje atskaitos sistemoje Oxyz. Turint
greiCio projekcijas, pagal analogiSkas formules (58) ir (59) lengva rasti greicio V modulj ir
krypties kosinusus.

Dabar rasime taSko M pagreit;. TaSko M pagreiti gauname diferencijuodami greicio
i§raika V =@ x 7 laiko atzvilgiu:

- dV deo . . dr . . _ =
Ad=—=—-Xr+Ox—=g xXr+oxV
dt dt t
arba
a=a,+a,. (64)

Sandauga € x7 =a, vadinama sukamuoju pagreiciu, sandauga ® x V= a, — icentriniu
pagreiciu (50 pav.). Sukamasis taSko M pagreitis a, pridétas taske M ir nukreiptas statmenai

trumpiausiam atstumui / iki kampinio pagreicio vektoriaus € . Sukamojo pagrei¢io modulis:

a, =[g§ x7|=¢ r-sin(€,7)=¢ - h,. (65)
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[centrinis tasko M pagreitis a, pridétas taske M ir nukreiptas statmenai momentinei

sukimosi asiai OP. Jo modulis:

a, =[5 xV|=0 ¥ sin00°)=0 ¥ =0 h (66)

(0]

50 pav. Tasko pagreitis, vykstant sferiniam judéjimui

Absoliutusis taSko M sferinio judé¢jimo pagreitis bendruoju atveju gali buti rastas pagal
formulg:

a= \/af +a’ +2a,a, cos(&E ,d, ) (67)

Formulémis (72), (73) ir (74) ne visada galima naudotis: lanky atveju dydziai A, h, ir
kampas (as ,a, ) yra kintamieji ir nezinomi.
Sukamojo ir jcentrinio pagrei¢io vektorines sandaugos &€ x7 ir & xV suprojektave i

koordinaciy asis, gausime:

a, =€,z—¢_y, a, =o V. -oV,
a, =€.x—g.z, a,, =0V -0V, (68)
a. =€,y —g,x a, =oV, -o V.

2.5. LAISVASIS KUNO JUDEJIMAS

Nesuvarzytas erdvéje judantis kiinas turi 6 laisvumo laipsnius (zr. 5.3 sk.). Tod¢l kiino
padéciai apibrézti reikia 6 nepriklausomy kintamyju. Kiino padétis erdvéje gali biiti nustatoma
trimis taskais, nesanciais vienoje tieséje, kurie sujungti su nagrinéjamuoju kiinu sudaro
trikampi ABC (51 pav.).

Kaip matyti i§ schemos (51 pav.), kiing i§ padéties ABC galima perkelti | padét] 4,B,C,
dviem etapais: slenkamuoju judesiu i padéti 4'B'C’, o paskui sferiniu, pasukant apie taska A4 {
padét] 4,B,C,.

57



51 pav. Laisvasis judéjimas

Slenkamajam judéjimui apibrézti turime zinoti tasko 4 (poliaus) judéjimo lygtis:

Xy = fl(t)a
va=r) (69)
Z4= fs(t)

\ f4
¢ = f(t), (70)
0= f

Lygtys (69) ir (70) isreiskia laisvai judancio kiino judéjimo désni. Bet kurio kiino tasko M
greitis susideda iS poliaus slenkamojo greicio I7A ir taSko M sferinio judéjimo greicio I7MA:

Vi = TV s

|
|

N

arba

Vy=V,+

1

X7, (71)

e

Analogiska formulg turésime tasko M pagreiciui:

d,, =d,+d,,,
arba
a,=a,+exr+oxV,,, (72)

¢ia ® — kampinis greitis, kuriuo kiinas sukasi apie momenting asi, einanc¢ia per poliu 4; 7 —

tasko M padéties vektorius poliaus atzvilgiu; € — kampinis pagreitis; I7MA — taSko M sferinio

judéjimo apie poliy A4 greitis.
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3. SUDETINIS TASKO JUDEJIMAS
Ankstesniuose skyriuose tyrinéjome materialiojo tasko judéjima nejudancioje aplinkoje.
Tadiau daznai susiduriame su tagko judéjimu judanéio kino pavirsiumi S (52 pav.). Siuo
atveju turime du judesius — pavirSiaus S jud¢€jima ir tasSko jud€jima Siuo pavirSiumi. Tokiam
sudétiniam judesiui nagrinéti naudojamos dvi atskaitos sistemos: sistema Ox,y,z, laikoma

salyginai nejudamaja, o sistema Oxyz yra nekintamai susijusi su judanciu pavir§iumi S.

z
Z1A M

52 pav. Sudétinis tasko judéjimas

Tasko M jud¢jimas judamosios atskaitos sistemos Oxyz atzvilgiu vadinamas
reliatyviuoju. Jo padéti Sios sistemos atzvilgiu nusako vektorius 7. Tasko M trajektorija,
greitis ir pagreitis sistemos Oxyz atzvilgiu vadinami reliatyviais ir Zymimi I7r , 4, .

Pavir$iaus S judéjima nejudamosios sistemos Ox,y,z, atzvilgiu vadiname keliamuoju.

Pavirsiaus S tasko M, Siuo laiko momentu sutampancio su nagrinéjamuoju tasku M, greitis ir
pagreitis nejudamosios sistemos atzvilgiu vadinamas taSko M keliamuoju greic¢iu bei

pagreiciu, ir Zymimi I7k , a, . Tasko M padéti rodo vektorius 7.

Tasko M judéjimas nejudamosios atskaitos sistemos Ox,y,z, atZzvilgiu vadinamas
absoliuciuoju judéjimu. Jo trajektorija, greitis ir pagreitis vadinami absoliuciaisiais I7a ir a,.
Tasko M padéty, vykstant absoliu¢iajam judéjimui, rodo vektorius 7, (52 pav.).

IS vektorinio trikampio turime:

n="r,+r.

Vektoriy 7 galima iSreiksti reliatyvaus judesio koordinatémis:

?:xl?+yj+zlg.

[rase $ia priklausomybg i ankstesng formulg, gausime:

Fo=F, +xi +yj+zk. (73)
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Priklausomybé¢ (73) ivertina visus jud¢jimus — ir judamosios atskaitos sistemos pradzios
padéti — 7,, ir koordina¢iy asiu Ox, Oy, Oz padéties pokyéius — ortai i , ;, k , ir tasko M
judéjima judamosios atskaitos sistemos atzvilgiu — taSko koordinatés x, y, z. Todél
priklausomybg (73) galima pavadinti tasko sudétinio judéjimo désniu.

SprendZziant sudétinio tasko judéjimo kinematikos uzdavinius, zinant tasko reliatyvyji ir
keliamaji judéjima, ieSkome absoliu¢iojo judéjimo, absoliu¢iojo grei¢io ir absoliuciojo
pagreicio.

Praktikoje gali biiti kelios judamosios atskaitos sistemos. Siuo atveju sudétinio tasko
judéjimo lygtis turi jvertinti visy atskaitos sistemy judéjimus.

3.1. TASKO GREICIU SUDETIES TEOREMA

Diferencijuodami padéties vektoriaus 7 iSraiSka (73) laiko atzvilgiu, gausime tasko M

absoliutyji greiti:
Va:dﬁ+ xd—lerdl+zﬁ +[@l7+d—yj+%/€j- (74)
dt dt dt dt dt dt dt
. @i, L L dx dy iz
Lygtyje (74) —% =V, — pavirsiaus S tasko O greitis, 0 — =V, —=V, , —=V. —
YgYJ()dtop g a7 ar 7 At C

taSko M reliatyviojo judesio greiCio projekcijos, nes tik reliatyviajame judesyje tasko M
koordinatés x, y, z yra kintamosios.

Nagrin¢jant kiino sferinj judéjima, buvo parodyta, kad kiino judéjima apie nejudamaji
taska galima isivaizduoti kaip sukamaji judéjima apie momenting sukimosi asi su momentiniu
kampiniu greiciu.

Todél atskaitos sistemos Oxyz judéjima apie atskaitos pradzia O galima laikyti
momentiniu sukamuoju keliamuoju judéjimu su momentiniu keliamuoju kampiniu greiciu ®,

apie momenting sukimosj asi OP (53 pav.).

53 pav. Keliamasis tasko judéjimas

IS matematikos Zinoma, kad orto iSvestin¢ laiko atzvilgiu yra §io orto galo A4 linijinis
greitis, t. y.:
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dk -
=y,
da

Taip pat Zinoma, kad 3is greitis gali biti isreikitas vektorine sandauga V =0, X k . Tada
turésime:
- dk . -
=V,=0,xk, atbha —=0, xk.
dt
Ivertinant, kad atskaitos sistema Oxyz juda vienodu momentiniu kampiniu grei¢iu ©,

apie momenting sukimosi asi OP, gauname:

di . -

— =0, X,

dt

d . -

— =, X , 75
Jr PRV (75)
%:(kal;

dt

[raSe Sias reikSmes i (74) ir sutvarke narius, gauname absoliuciojo greicio iSraiska:

= 170 +@, x(x17+yj+zl€)+(VY;+V},j+VZ/€),

I

arba
V, =V, +(®, xF)+V.. (76)

Pirmieji du isSraiSkos (76) deSiniosios pusés nariai yra judancio pavirSiaus tasko M’

greitis:
Vie =Vo +Vio- (76)

Kaip buvo apibrézta ankséiau, tasko M’ greitis nejudamosios atskaitos sistemos atzvilgiu
yra nagrinéjamojo tasko M keliamasis greitis. Tod¢l gauname:

V.=V +V. (77)
Lygybé (56) isreiskia grei¢iy sudéties teorema: tasko absoliutusis greitis yra lygus
keliamojo ir reliatyviojo greiciy vektorinei sumai.

Absoliuciojo grei¢io modulis randamas i§ formulés

V,= V2 +V2+2V,V, cos\V, V. ). (78)
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3.2. TASKO PAGREICIU SUDETIES TEOREMA (KORIOLIO TEOREMA)

Absoliuciajam tasko pagreiciui apskaiciuoti pasinaudosime formule (74):

I7a=di+ xd—l+ydi+z% + @fjtd—y]#%l;.
dt dt dt dt dt dt

Diferencijuodami Sig iSraiSka laiko atzvilgiu, gausime:

a
“dt dt?

= X +
dt dt dtdt dt dt dt? Y dt? dt?

2 2 2 i /i k
J{d x Ay d zkj{@d_ud_yd_u%ﬁ}

% 2 re it 7 27 27 27
; ﬂ_dro+(ﬂd_l+d_yﬂ+%ﬁj+(d’ a’] ko+

(79)

dt? dt® dt® dt dt dt dt dt dt

Formuléje (79):
CL_d (5 i) =T 7 v6, x T 46, x5, x7)
de>  dt> " Cdr e
d*; _ - . =
dtzjzgx]+o)kX(0)kx]
i’k . - (=
e =g xk+0)k><((nk><k)
t

Sutvarkome iSraiskos (79) narius:

d*r
1) d;O = d,, — poliaus O pagreitis;
2) ﬁd—l+d—ydl+%%:c6><(§z7+d—y]'+£/’€j:03k>< =

dt dt dt dt dt dt dt dt dt

A’ d’] Ak = N (et (e =
3) xdt2 +ya’t2]+za’t2 :( ><z+cok><( X1 )x+( x]+cokx(cokx]))y+

d’x- d’y- d’z- - ~ .
4 i+ j + k=a i+a_ j+a k=a..
) % R wl T A,

[raSe Sias iSraiskas | formulg (79), gauname:
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a,=a,+exXr+o, x((ok xr)+ar +2(cok er).
Trys pirmieji deSiniosios pusés nariai iSreiSkia laisvai judancio kiino pavirSiaus S tasko
M' pagreiti, t. y. keliamaji pagreit a,:

A, =dy +EXF+@, x(B, xF)=dy, +d,p,
Gy =EXTF 40, x(@, XF)=dy, +dyps

¢ia da,,, — tasSko M’ sukimosi apie momenting sukimosi asj, praeinancia per poliy O,
pagreitis; a, —taSko M reliatyviojo judéjimo pagreitis; 2(03 ;X 17, ): a, — Koriolio pagreitis.
Gauname:
d,=d,+d, +a,. (80)
Si lygybeé isreiskia pagrei¢iy sudéties teorema (Koriolio teorema): absoliutusis tasko
pagreitis yra lygus keliamojo, reliatyviojo ir Koriolio pagreiciy vektorinei sumai.
Koriolio pagrei¢io modulis

a, =26, x7. | = 20,7, sin(@,.7. ). 81)

Vektorius a, nukreiptas taip, kaip ir vektorius @, x 17, , t. y. statmenai plokStumai, kuria

sudaro vektoriai ®, ir V,, | ta pusg, 1§ kurios Zilrint vektorius ®, sutapdinamas su V,
trumpiausiu keliu: pasukant pirmaji vektoriy pries laikrodzio rodykle (54 a pav.).
Vektoriaus a, krypti galima rasti, suprojektavus I7r 1 plok$tuma P, statmeng o,, ir

pasukus Sia projekcija staciuoju kampu o, kryptimi (54 b pav.).

@,
o
@) A(Bk
;ﬁc _ M ;Elc ’;g
P P B
a) b) ¢)

54 pav. Koriolio pagreitis

Kai keliamasis judé¢jimas yra ploksciasis, kampas tarp vektoriy (03 k,V,)z 90°, Koriolio

pagrei¢io modulis:
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a, =2m0,V,.

Koriolio pagreitis yra lygus nuliui dviem atvejais:
1) kai keliamasis judéjimas yra slenkamasis, t. y. kai ®, =0;
2) kai vektoriai ®, ir 17, yra lygiagretis, t. y. kai kampas (cS k,V,,): 0° (54 c pav.).

Formaliai Koriolio pagreitis a, =0 ir kai 17, =0, t. y. kai néra sudétinio judéjimo.

4. SUDETINIS KUNU JUDEJIMAS

Sudétiniu  kietojo kitino jud¢jimu vadinamas jo jud€jimas nejudamosios sistemos
atzvilgiu, sudarytas i§ reliatyviojo ir keliamojo judéjimy. Nustatyta, kad laisvojo kiino
judéjimas susideda i§ slenkamojo judéjimo su laisvai pasirinktu poliumi ir sferinio judéjimo
apie $i poliy. Slenkamaji kiino judéjima galime laikyti keliamuoju, o sferinj — reliatyviuoju.
Visos kiino jud¢jimo kinematinés charakteristikos nejudamosios sistemos atzvilgiu yra
1SreiSkiamos reliatyviojo ir keliamojo judéjimuy charakteristikomis.

ISnagrinésime pagrindinius sudétinio judé€jimo atvejus ir kiino taSky greiciy skaiciavima.
Priklausomai nuo to, koks bus reliatyvusis kiino judéjimas ir koks judamuyjy koordinaciy
sistemos judé¢jimas, teks spresti tokius uzdavinius:

e slinkimy sudétj;
e sukimosi sudétj;
e slinkimo ir sukimosi sudétj.

4.1. SLINKIMU SUDETIS

z
Zy 4

55 pav. Sudétinis judéjimas

Tarkime, kad kietasis kiinas judamosios sistemos atzvilgiu slenka greiciu 171, o §i
nejudamosios sistemos atzvilgiu slenka greiciu 172 (55 a pav.). Kono bet kurio tasko M

absoliutusis greitis, remiantis greiiy sudéties teorema, randamas geometriSkai sumuojant
keliamaji ir reliatyvyji greicius:
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V,=V +V,.

r

Tadiau miisy atveju V, = 171 ,0 I7k = V/,. Tada gauname, kad

!

V, =V +V,.

Kunui slenkant, visi jo taSkai bréZia vienodas trajektorijas, turi vienodus greiius ir
pagreicius. Taigi ir bet kurio kiino tasko greitis bus ¥ =V, +V,, o absoliutusis kiino judéjimas
bus slinkimas.

I$vada. Sudéj¢ du slenkamuosius judéjimus, absoliutyji jud¢jima gauname taip pat
slinkima, kurio greitis yra lygus turimy slenkamyjy greiciy geometrinei sumai (55 b pav.).

4.2. SUKIMOSI SUDETIS

Tarkime, kad kiinas judamosios sistemos atzvilgiu sukasi apie a$i kampiniu grei¢iu ®,, o
$1 nejudamosios sistemos atzvilgiu sukasi kampiniu grei¢iu o, . Panagrinésime tokius atvejus:
e kai sukimosi aSys lygiagrecios;
e kai sukimosi asys susikerta.

4.2.1. SUKIMOSI SUDETIS, KAI ASYS LYGIAGRECIOS

Tarkime, kiinas sukasi kampiniu greiiu o, apie a$j A4z,, kuri jtvirtinta alkiin¢je ab; tai
biity reliatyvusis kiino judéjimas (56 pav.). Be to, alkiiné ab sukasi kampiniu grei¢iu ®, apie
aS{ Bz, — tai biity keliamasis judéjimas.

56 pav. Sukimosi sudétis

Matome, kad ktino jud¢jimas ploksStumos, kuri yra statmena sukimosi asims, atzvilgiu yra

plokséiasis. Cia galimi tokie atvejai:

a) sukimosi kryptys vienodos
Judanciame kiine taskas 4 sukasi tiktai apie aS§{ Bz, kampiniu grei¢iu o, ir turi greitj
vV ,» kuris nukreiptas kampinio grei¢io ®, kryptimi statmenai sukimosi atkarpai AB (57 pav.),
ir jo reikSme:
V,=w,AB.
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Kiino taskas B sukasi apie a8 Az, kampiniu grei¢iu o, ir turi greitj V, =, 4B, kuris
nukreiptas kampinio grei€io o, kryptimi statmenai atkarpai 4B.

ZziA AZ Aizl

@, %3@1
G
B C 4

57 pav. Sudétinio kiino judéjimo greiciai

IS ¢ia iSplaukia, kad vektoriai I7A ir 173 yra lygiagretiis (abu statmeni atkarpai 4B) ir
nukreipti priesinga kryptimi. Kiino pjuvio S taskas C yra momentinis grei¢iy centras (VC = 0),

todél asis Cz, praeinanti per taska C statmenai kiino plok$tumai, yra momentiné sukimosi asis,
kuri taip pat lygiagreti su sukimosi aSimis Az, ir Bz,. Kuno kampinis greitis randamas

zinomo taSko greiti padalijus 1§ atstumo iki momentinio greiciy centro:

o = V,+V, _VA+VB
AC + BC AB

Iverting, kad V, =®,A4B ir V; =»,AB , gauname:

0=0,+0, (82)
ir

0 O 9 (83)

AB BC AC

Taigi, sudéje du vienodos krypties sukimus apie lygiagrecias asis, absoliutyji judéjima
gauname sukimasi apie momenting sukimosi asi, lygiagrecia turimoms, kampiniu grei¢iu o ,
kuris yra lygus kampiniy grei¢iy o, ir @, sumai (82) ir yra tos pacios krypties kaip o, ir o,.
Momentiné sukimosi aSis dalija atstuma tarp $iy sukimosi aSiy i dvi dalis, atvirk$ciai
proporcingas kampiniams grei¢iams o, ir o, (83).
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b) sukimasis vyksta prieSingomis kryptimis
Nagrinésime kiino pjivio S judéjima. Imame ®, >®,, rasime taSky 4 ir B greiciy
reik§mes V, =, 4B bei V, =, 4B . Sie greitiai yra lygiagretiis, nes abu statmeni atkarpai

AB ir nukreipti viena kryptimi (58 pav.).

58 pav. Sudétinio kiino judéjimo greiciai

Momentin¢ sukimosi aSis praeina per momentinj grei¢iy centra C. Sukimosi kampinis
greitis:

arba
o V-V, V,-V,
BC - AC AB

[verting greiciy V, ir V, reikSmes, turésime:

0=0,-0, (84)
ir

0 _O 9 (85)

AB BC AC

Taigi, sudéje du prieSingu krypciy sukimus apie lygiagrecias aSis, absoliutyji judéjima
gauname sukimasi apie momenting sukimosi a$j, lygiagre€ia turimoms, kampiniu grei¢iu o ,
kuris yra lygus kampiniy grei¢iy o, ir o, skirtumui (84) ir nukreiptas didesniojo kampinio
greiCio kryptimi. Momentiné sukimosi a$is dalija atstuma tarp S$iy sukimosi asiy i dvi dalis,
iSoriniu biidu atvirksc¢iai proporcingai kampiniams grei¢iams o, ir @, (85).
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¢) sukimosi pora

Jeigu sukimasis vyksta apie lygiagre€ias aSis prieSingomis Kkryptimis ir sukimosi
kampiniai grei¢iai o, ir ®, yra lygls, tai toks kiino sukimosi atvejis vadinamas sukimosi
pora. Siuo atveju kampiniy grei¢iy o, ir o, vektoriai sudaro kampiniy grei¢iy pora (59 pav.).

59 pav. Kampiniy grei¢iy pora

Be to, turésime V, =w,4AB, V, =m,4AB ir jeigu o, =0,, tai I7A 2173. Bet jeigu
ploksc¢iosios figiiros dviejy tasky grei¢iai yra lygis, lygiagretlis ir vienos Kkrypties, tai
momentinis grei¢iy centras yra begalybg¢je, pats kiinas turi momentinj slenkamaji judéjima.
Siuo atveju visi kiino takai turi vienodus grei¢ius ¥ =, AB, kurie nukreipti statmenai
plokstumai, praeinanciai per kampinio greicio vektorius ®, ir ®,.

Kitaip sakant, sukimosi pora ekvivalentiné momentiniam slenkamajam judéjimui su

grei¢iu 7, kuris lygus sukamyjy judéjimy kampiniy grei¢iy poros momentui.

60 pav. Kampiniy grei¢iy pora
Tokio judéjimo pavyzdys (60 pav.) yra dviracio pedalo slenkamasis judéjimas atzvilgiu

dviracio rémo, kuris yra dvieju judéjimy suma: reliatyviojo pedalo sukimosi apie asi 4, kuri
itvirtinta alkiinéje B4, ir keliamojo alkiinés sukimosi apie asi B. Sio sukimosi kampiniai
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grei¢iai ®, ir o, yra lygis, nes alkiines 4B atzvilgiu pedalo posikio kampas ¢, lygus
alktinés postkio kampui ¢, . Pedalo slenkamojo judéjimo greitis V' =, AB.

4.2.2. SUKIMOSI SUDETIS, KAI SUKIMOSI ASYS SUSIKERTA
Vertikalioji asis sukasi kampiniu grei¢iu ®, (61 pav.). Prie jos tam tikru kampu
pritvirtinta aSis OQ,, ant kurios uZmautas skriemulys sukasi kampiniu grei¢iu ®,. Reikia

rasti skriemulio absoliutyji judéjima.

61 pav. Sukimosi aSiy susikirtimas

ISnagrinékime skriemulio bet kurio tasko M judéjima. Keliamuoju judéjimu laikysime
sukimasi kampiniu grei¢iu o, , o reliatyviuoju — sukimasi kampiniu greic¢iu o, . Tasko padéti

abiem atvejais nustatys spindulys — vektorius 7, todel:

V=V, 4V, =@ x7)+(@,x7)= (0, x@,)xF =@ x 7.

Vadinasi, taskas M ir skriemulys suksis kampiniu grei¢iu o , kuris lygus $iu kampiniy
greifiy o, ir ®, geometrinei sumai:

0O=0,+0,.

Momentinés sukimosi asies padéti nustatysime nubréze tiesg¢ per taska O ir skriemulio
taska C, kurio greitis tuo momentu lygus nuliui, t. y. VC =0,kai o x7 =0.

Si salyga i$pildoma, kai & ir 7 sutampa. Taigi momentiné¢ sukimosi adis sutampa su
lygiagretainio, sudaryto i§ kampiniy grei¢iy vektoriy ®, ir ®,, istrizaine. Sudéje du
sukimusis apie susikertancias asis, taip pat gauname sukimasi kampiniu greiciu ® , kuris yra
lygus kampiniy grei¢iy ®, ir ©, geometrinei sumai apie momenting sukimosi asi,
sutampancia su lygiagretainio, sudaryto i$ $iy kapiniy grei¢iy vektoriy o, ir ®,, istrizaine.
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4.3. SLINKIMO IR SUKIMOSI SUDETIS

Tarkime, kad kietasis kiinas judamosios sistemos atzvilgiu sukasi kampiniu greiiu @ , o
$i nejudamosios sistemos atzvilgiu slenka grei¢iu V. Reikia nustatyti absoliutyji kino
jud¢jima. Galimi atvejai:

e sukimosi asSis su slinkimo kryptimi sudaro statyji kampa;
e sukimosi asis sutampa su slinkimo kryptimi;
e sukimosi asis su slinkimo kryptimi sudaro bet koki kampa.

a) kinas slenka ir sukasi, kai sukimosi aSis su slinkimo kryptimi sudaro statyjj
kampa.

Tarkime, kiinas sukasi kampiniu grei¢iu @ apie koordinaciy sistemos Oxyz a$i z, o
koordinag&iy sistema slenka x agies linkme greiiu ¥ (62 pav.). Reikia nustatyti absoliutyji
ktino judé¢jima.

62 pav. Sukimasis slenkant
ISnagrinésime kiino bet kurio tasko M judéjima. TaSko M absoliutusis greitis:
Vy=VE+v],
GaVE=V,oV) =(@xF).

Vadinasi:

7, =7+ (6 xF)

TaSko M greitis bus lygus nuliui, jei keliamojo ir reliatyviojo judéjimo greiciai bus lygiis,
bet prieSingy krypciu.

Kad biity iSpildyta $i salyga, vektorius VAZ turi biiti statmenas yOz plokStumai. Taigi
taskas M turi biiti yOz plokStumoje. Tik tuo atveju

arba

nes |& x 7| =orsiny =wR.
IS ¢ia randame tasko M, kurio greitis lygus nuliui, atstuma nuo sukimosi asies:
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R=—=y,.

V
®

Sis rezultatas neapriboja z, reik§més (x,, =0), todél visy tasky, esanciy tieséje,
lygiagre¢ioje su z agimi ir einan¢ioje per taska M, greiGiai bus lygis nuliui. Sie tagkai sudaro
momenting kiino sukimosi asj.

Sudéje sukimasi ir slinkima statmenai sukimosi aSiai, absoliutyji judéjima gauname apie

momenting sukimosi asi, lygiagrecia su turima asimi ir nutolusia nuo jos atstumu R = —.
®

b) kiinas slenka ir sukasi, kai sukimosi aSis sutampa su slinkimo kryptimi

Tarkime, kad kiinas sukasi apie koordinaciy sistemos Oxyz aSi z kampiniu greiiu o ir,

be to, slenka $ia asimi (63 pav.) greiGiu V.

744
VM

63 pav. Sukimasis slenkant

Toks judé¢jimas vadinamas sraigtiniu ir apibidinamas sraigtinio judéjimo parametru:

V
p= o

Jeigu kampinio grei¢io @ ir slinkimo greigio ¥ vektoriai yra vienos krypties, tai kiinas,
kildamas 1 virSy, sukasi pries§ laikrodzio rodykle (Zitirint i§ teigiamos z aSies galo). Toks
judéjimas vadinamas deSininiu sraigtiniu judéjimu. PrieSingu atveju, kai vektoriy kryptys
nesutampa kinui kylant { virSy, jis sukasi pagal laikrodzio rodykl¢ — kairiniu sraigtiniu
judéjimu.

Nustatysime bet kurio kiino tasko M judéjima. TaSko M absoliutusis greitis:

Vy=VE+v],

Slinkima laikysime keliamuoju, sukimasi — reliatyviuoju judéjimu, todél VX =V o
17,\; = (03 X 77). Kadangi keliamasis greitis 17](; =V ir reliatyvusis v, = |(B X 17| =orsiny =oR

greiciai yra vienas kitam statmeni, tai
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V=V +e <7’ =\/V2 +(@R) =wAlp> +R.

Jeigu sraigtinio jud¢jimo parametras p =const, tai, kiinui apsisukus viena karta apie savo

asi, jis pakyla auksciu 4. Kadangi p = 14 = d—S, tai:
o do

S 2n
J.dS =p .[d(p
0 0

ir

h=2np. (86)

Dydis & vadinamas sraigtinés linijos zingsniu. ISvynioj¢ sraigting linija, gausime tiesg,

kylancia kampu ¢ (64 pav.).
]

2nR

64 pav. ISvyniotos sraigtinés linijos schema

. . . h _
Kampas ¢ vadinamas kilimo kampu ir tg ¢ = R Taigi
T

h=2nRtg . (87)
Palyging lygtis (86) ir (87) matome, kad parametra p galima iSreiksti taip:
p =Rigo. (88)

¢) kiinas slenka ir sukasi, kai sukimosi aSis su slinkimo kryptimi sudaro bet koki
kampag

Tarkime, kad kiinas sukasi kampiniu grei¢iu @ ir slenka greigiu ¥, kurio kryptis sudaro
su sukimosi adimi kampa @ (65 pav.). Keliamojo judéjimo grei¢io vektoriy 7 isskaidome i
du vektorius: ¥, sutampanti su sukimosi agimi (V, =¥ cos@), ir V,, statmena sukimosi asiai
(v, =Vsing).
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65 pav. Sukimasis slenkant

ISnagrinésime kiino judéjima, nepaisydami jo slinkimo asies z linkme greiciu V. Sudéjg
kiino sukimasi kampiniu grei¢iu o ir slinkima statmenai sukimosi aSiai grei¢iu V,,
absoliutyji greiti gauname sukimasi kampiniu grei¢iu apie momenting sukimosi asj,

lygiagrecia su turimagja ir nutolusia nuo jos atstumu:
V, _Vsing

R=
Q)] Q)]

Be to, kiinas dar slenka iSilgai momentinés sukimosi aSies grei¢iu V, . Taigi, sudéj¢ kiino
sukimasi apie momenting as$j kampiniu grei¢iu o ir slinkima iSilgai momentinés asies greiciu
V., gausime momentini sraigtini jud¢jima, kurio parametras yra:

5. KUNU SISTEMOS KINEMATIKA

Pazodziui 1§ graiky kalbos sistema reiskia visuma, sudaryta i§ daliy. Mechaninés sistemos
struktiiros poziiiriu yra labai jvairios. Pavyzdziui, saulés sistema, skyscio srautas, automobilis,
kabamasis tiltas, strypiné metalin¢ konstrukcija. Esant tokiai jvairovei, sunku rasti bendra
tiksly mechaninés sistemos apibiidinima. Srauty mechanikoje sistema galima apibrézti, kaip
materialiyjy taSky visuma; masinoms, mechanizmams ir inZinerinéms konstrukcijoms geriau
tinka tarpusavyje susijusiy mechaniniy elementy (grandziy) visuma arba trumpiau — kiiny
sistema. Toliau bus nagrin¢jamos kaip tik tokios sistemos, todél laikysimés Sio apibrézimo.

Taikomojoje mechanikoje susiduriame su dviem mechaniniy sistemy atvejais: statiSkomis
ir dinamiSkomis sistemomis. StatiSkas sistemas sudaro konstrukcijos, dinamiSkas -
mechanizmai ir masinos.

StatiSka sistema (konstrukcija) sudarantys elementai tarpusavyje sujungti standziai ir
negali judéti vienas kito atzvilgiu. Projektuojant tokias sistemas, skaiCiuojamas elementy
stiprumas ir visos konstrukcijos formos stabilumas. Siuos klausimus nagrinéja konstrukcijy
elementy mechanika ir statybiné¢ mechanika.
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Teorinéje mechanikoje bei mechanizmy ir masiny teorijoje susiduriame su dinamiSkomis
sistemomis. Kadangi masinos sudarytos i§ mechanizmy, tolesnio tyrimo objektu pasirinktas
mechanizmas. Terminai: kiiny sistema, maSina, mechanizmas bus suprantami kaip sinonimai.

5.1. KUNU SISTEMOS RYSIAI

Rysiu savoka jau sutikome statikoje, nagrinédami suvarzyty kiinu pusiausvyra. Statikoje
rySiais galima panaikinti bet kokj kiino ar kiiny sistemos judruma. Sakoma, kad statiSka
sistema turi nulini judrumo laipsni. Statisky sistemu rySius sudaro konstrukciju atramos ir
sistemos elementy jungtys.

DinamiSkoje sistemoje suvarzymai turi kryptinga pobiidi: rySiais valdomas sistemos
judé¢jimas, nustatomas reikiamas judéjimo rezimas. Kitaip tariant, rySiais suformuojamas ir
valdomas sistemos jud¢jimas. Placiau teoriniu aspektu apie sistemuy rySius kalbama
analizin¢je mechanikoje.

Sistemos rysiai realizuojami techninémis priemonémis — pasirenkant sistema sudaranciy
elementy (grandziy) forma ir jungiant jas { kinematines poras. Sujungus tarpusavyje
kinematines poras, gauname kinematines grandines. Taip suformuojama visos sistemos
struktlira ir gaunamas reikiamas judesys.

5.2. KUNU SISTEMOS STRUKTURA

Pagrindiné dinamiskos kiiny sistemos funkcija — suformuoti ir perduoti judesi. Sujungus
judamai dvi sistemos grandis, gaunama kinematiné pora — pradiné judesio formavimo lastelé.
TechniSkai galima gauti daug jvairiy grandziy jungimo deriniy. Siekiant susisteminti §ia
tvairove, kinematinés poros skirstomos | zemesniasias ir aukStesnigsias. Kinematiné pora,
sudaryta i$ grandziy, kurios lieiasi pavirSiais, vadinama Zemesnigja, o kai grandys lieiasi
linija arba tasku — aukstesnigja (66 pav.).

66 a, b pav. turime sukimosi, o 66 ¢ pav. — slinkimo kinematines poras. Siose schemose
grandys 1 ir 2 sujungimo vietoje A4 lieCiasi pavir$iais, todél priklauso Zemesniyju kinematiniy
poru grupei. Schemoje 66 d pav. turime trinties (frikcing) kinemating pora, panasSiai
vaizduojamos ir krumplinés poros. Cia grandys 1 ir 2 liediasi linija. 66 e pav. pavaizduota
kumsteliné kinematiné pora; grandys 1 ir 2 lieciasi tasku. Taigi 66 d, e pav. kinematinés poros
priklauso aukstesniyjy grupei.

Sujungtos kelios kinematinés poros sudaro kinemating granding — dinaming kiiny sistema
arba mechanizma. Mechanizmas yra tokia kinematiné grandiné, kurios viena grandis
nejudanti, o kity grandziy judesiai yra apibrézti (67 pav.).

67 a pav. schemoje pavaizduotas keturgrandis svirtinis mechanizmas, sudarytas tik i$
Zzemesniyjy kinematiniy pory; schemoje 67 b pav. turime penkiagrandi mechanizma, sudaryta
1§ Zemesniyjy ir aukStesniyjy kinematiniy pory.

Mechanizmo grandis, gaunanti judesi i§ iSorinio Saltinio (variklio), vadinama i¢jimo
grandimi; grandis, judanti reikiamu judesiu — i$¢jimo grandimi. Tarpinés grandys, sujungtos {
kinematines poras, formuoja ir perduoda judesi. Nejudanti grandis vadinama stovu (korpusu).
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67 pav. Mechanizmy pavyzdziai

Schematiskai nubraiZyta mechanizmo kinematiné grandiné vadinama kinematine schema.
Mechanizmo kinematinei analizei atlikti pakanka turéti kinemating schema. Kinematinéje
schemoje grandys ir juy jungimas i kinematines poras vaizduojamas standartiniais simboliais.

5.3. KUNU SISTEMOS LAISVUMO LAIPSNIS

Panagrinésime ploksc¢iasias kiiny sistemas, kuriy grandziy judéjimo trajektorijos yra
lygiagrecios. PloksStumoje esantis kiinas gali judéti trimis elementariaisiais judesiais: slinkti
iSilgai asiy ir suktis plokStumoje (68 pav.).
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68 pav. Elementarieji kiino judesiai

Bet koks grandziy sujungimas i kinemating pora suvarzo judesio laisvg. Ploksciojo
mechanizmo Zemesniosios kinematinés poros suvarzo po du elementariuosius judesius —
leidzia tik suktis arba slinkti viena kryptimi. AukStesniosios kinematin€s poros suvarzo po
viena elementaryji judesi. Remiantis S$iais samprotavimais, galima sudaryti formule
mechanizmo judrumui apskaiciuoti:

W=3n-2p, —p,, (89)
1 2

¢ia W — mechanizmo laisvumo laipsnis; n — judan¢iy grandziy skaicius; p, — Zemesniyjy
kinematiniy pory skai€ius; p, — aukstesniyjy kinematiniy pory skaicius.
Formul¢ (89) vadinama ploksc¢iojo mechanizmo struktiirine formule. Apskai¢iuosime

67 pav. pavaizduoty schemy laisvumo laipsni.
Schemai (67 apav.) n=3, p, =4, p, =0, todél

W=33-24-0=1.

Vadinasi, nagrinéjamasis mechanizmas turi vieng laisvumo laipsni.
Schemai (67 b pav.) n=4, p,=5, p,=1,todél W =3-4-2-5-1=1. Vadinasi, §is

mechanizmas taip pat turi viena laisvumo laipsni.

5.4. KINEMATINES ANALIZES TIKSLAI IR METODAI

Kinematiniy schemy sudarymas, t. y. mechanizmo struktiiros formavimas nenagrinéjamas
teorin¢je mechanikoje — ¢ia taikomosios mechanikos sritis. Teoriné mechanika atlieka jau
sudaryty kinematiniy schemy analizg.

Pagrindiniai kinematinés analizés tikslai yra Sie:

e apskaiCiuoti sistemos i$¢jimo grandies judesi;
e nustatyti judamosios sistemos grandziy padétis ir tasky trajektorijas;
e rasti grandziy ir taSky greicius ir pagreicius.

Kinematin¢ analiz¢é atlickama grafiniais ir analiziniais metodais. Abu §ie metodai taikomi
pasirinktinai, kuris geriau tinka. Pavyzdziui, judesio analizé atliekama analiziniu skai¢iavimu,
o grandziy padétis ir taSky trajektorijas patogiau nustatyti grafiskai.
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5.4.1. JUDESIO KEITIMAS IR PERDAVIMAS

Kiiny sistemos i¢jimo grandies jud¢jimas paprastai sutampa su variklio perduodamu
judesiu. Sudarant sistemos kinemating schema, variklio judesys transformuojamas i reikalinga
i8éjimo grandies judéjima.

Judesys gali biiti transformuotas trejopai:

e keiciant jud¢jimo greiti;
e keiCiant judéjimo désni;
e keiCiant ir greiti, ir jud€jimo désni.

1. Judéjimo greicio keitimas
Jud¢jimo greicio keitimas remiasi besisukancio kiino savybe: kiino tasky greiciai yra
tiesiogiai proporcingi atstumams iki sukimosi asies (69 a pav.):

69 pav. Besisukanciy kiiny tasky greiciai

Paéme laiptuota (dviguba) rata, turésime slenkamojo judesio greicio keitikli (69 b, ¢
pav.). Rato kampinis greitis:

w="1_V2
n r
IS ¢ia

V., r
_1:_1:”12 (90)

2 b

ir

y
V,=—-, 1)

U,

¢ia u,, —judesio keitimo koeficientas arba perdavimo skaicius.

Sukimosi grei¢iui pakeisti reikia dviejy raty. Grei€iui keisti naudojami trinties ratai ir
krumpliaraciai. Trinties ratai sukasi praslysdami, todél ju perdavimo skaiCius netikslus.
Tiksliai perduoti judesi galima krumpliaraciais (70 pav.).
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70 pav. Krumplinés pavaros

Schemose pavaizduotos dvi krumpliaratinés pavaros: (70 a pav.) iSorinio sukibimo,
(70 b pav.) vidinio sukibimo. ISorinio sukibimo krumpliaraciai sukasi | prieSingas puses,
vidinio — { ta pacia pusg.

Krumpliaraciy sukibimo taSko A greitis yra vienodas abiem ratams. IS to iSplaukia

mad R I T (92)

diarn,r,d,d,, z,z, —atitinkamy raty spinduliai, skersmenys ir krumpliy skaiciai.

Perdavimo skaicius rodo, kiek karty pasikeicia sukimosi greitis:

®
®, =—"-. (93)
Uy
Kai u>1 — turime létinancia pavara ((02 <0)1); kai u <1 — greitinan¢ia pavara

(@, >,).

I§ formulg¢je (92) pateikty santykiy galima apskaiciuoti geometrinius pavaros dydzius:
d,=du; z,=zu. (94)
Vienai krumpliaraCiy porai leistinas perdavimo skai¢ius # yra nuo 3 iki 6. Kai reikia greiti

pakeisti didesniu santykiu, { viena sistema sujungiamos kelios krumpliaraciy poros; taip
gaunama keliy pakopy krumpliné pavara (71 pav.).
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71 pav. Krumpliné pavara

Pavarg sudaro dvi krumpliaraciy poros: /-2 ir 3—4. Pavaros perdavimo skaicius:

:&:dl.d4 =Upp Uy 95)
o, d,-d,

u

Paém¢ u,, =u,, =6, gausime u=6-6=36, t. y. dviejy pakopu pavara gali 36 kartus

padidinti ar sumazinti sukimosi greiti.
Kartais atstumas tarp sukimosi asiy O,0, biuina didelis. Sukimuisi perduoti tarp raty Siuo

atveju naudojamas lankstusis rysis — dirZas arba grandiné (72 pav.).

72 pav. Dirzinés ir grandininés pavaros

Schemoje 72 a pav. abu ratai sukasi i ta pacia pusg, schemoje 72 b pav. sukryziavus dirza,
gauname priesinga kryp¢iy sukimasi. Kinematiniai Siy pavary rodikliai yra tokie patys, kaip ir
krumpliaratiniy. Skai¢iuojant perdavimo skaiciy, remiamasi greiciy lygybe V, =V, , todél:

Vy=Vs =01 =0,n,

p= 2 % (96)

W, n 1

Kaip matome, formulés (92) ir (96) yra vienodos.
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2. Judéjimo désnio keitimas

Galimas dalinis ir visiSkas judéjimo désnio pakeitimas. Kai pakei¢iama tik judéjimo
trajektorija, turésime dalini keitima, o kai pakeiiama ir trajektorija, ir jud¢jimo pobiudis
(judéjimo lygtis), bus visiskas judesio pakeitimas. Panagrinésime dvi schemas (73 pav.).

73 pav. Judesi keiCiantys mechanizmai

Tarkime, kad abiejy schemy 1 grandis juda pagal ta pati désni ¢ = f (t), ® :Ccli_(z[‘)'
73 a pav. pateiktam mechanizmui turime:

pon, podS e
dt dt
arba
ds _do,
dt dt
s ¢
Suintegrave IdS = rj do , gausime:
0 0
S =or. (97)

Matome, kad 73 a pav. pateiktoje schemoje pasikeité judéjimo trajektorija (sukimasis i
tiesiaeig] slenkamaji judesi), bet judéjimo lygtis liko ta pati ¢ = f (t)

73 b pav. schemai i$¢jimo grandies 3 judéjimo désnis bus S :x(t). Tegul OA=r ir

AB =1. 18 trikampio OAB galima apskaiciuoti atstuma x:

Xx=7rcos® +4/1>—r’sin’@. (98)

Formul¢ (98) rodo, kad i§ esmés pasikeité i8¢jimo grandies jud¢jimas. 73 b pav.
pavaizduotas mechanizmas turi ploki¢iai judandia grandi 2. Si grandis ir kei¢ia judéjimo lygti.
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Be Sio atvejo, jud¢jimo lygti pakeicia specialios kinematinés pavaros: kumsteliné

kinematiné pora, maltos kryzius ir kt.

3. Judesio greicio ir désnio keitimas
Sios sistemos yra jau aptarty judesio keitimo varianty junginys (74 pav.).

YA

74 pav. Judéjimo greit] ir désni keiCiantis mechanizmas

Tarkime, kad turime ¢, = fl(t), R,, R,, OA=r, AB=1. ApskaiCiuosime grandies 4
judéjimo désni S (t) I§ /-2 grandZiy turime:

R
QD i e, = (99)
®, 1 Uy,

= LI analogiskai ®, = 4, :
dt dt
[raSome $ias iSraiskas { (99) ir gauname:
do, _ 1 do,
da u, dt
arba suintegrave:
1
®, :u_'(Pl- (100)

Kaip matyti i§ (99) ir (100), kinematiné pora /-2 pakeité¢ sukimosi greiti, bet jud¢jimo

désnis liko tas pats.
Pasinaudoj¢ formule (98), galime paraSyti grandies 4 judéjimo désni:

S=x=rcosQ, ++/I> —r’sin’¢@,, (101)

.. 1
Cla @, =—-0,.
12
Taigi toks miSrusis mechanizmas u,, karty pakeité judéjimo greitj ir judéjimo lygti.
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5.4.2. SISTEMOS GRANDZIU IR TASKU GREICIAI BEI PAGREICIAI

Sistemos kinematinei analizei naudojami analiziniai ir grafoanaliziniai metodai.
Analiziniai skai¢iavimo metodai yra tikslis, taciau sudétingoms sistemoms sunkiai
pritaikomi. Grafoanaliziniais metodais galima apskaiciuoti bet kokio sudétingumo sistema,
bet Sie metodai yra riboto tikslumo.

Kinematinei analizei pasirinktos dvi su vienu laisvumo laipsniu sistemos: 1) sistema,
sudaryta i§ besisukanCiy ir slenkanciy grandziy; 2) sistema, turinti ploksc¢iai judanciy
grandziy.

1 pavyzdys
Sistema sudaro du krumpliaraciai /-2 ir ant lyno, apvynioto apie skriemulj 2, pakabintas
kiinas 3. Krumpliaratis / sukasi pagal désni ¢, = fl(t). Raty spinduliai: R, R,, 7,.

Apskaiciuoti grandziy ir tasky greicius bei pagreicius (75 pav.).

75 pav. Besisukanciy ir slenkanciy grandziy kinematiné schema

Skaiciavimas. Schemoje pazymime grandZiy ir sarySio taSky greiCius. Pirmojo rato
kampinis greitis:
d
o, = LUy
dt

Kitiems grei¢iams skai¢iuoti sudarome grei¢iy sarysio seka. Si seka sudaroma priesinga
kryptimi nuo i$¢jimo grandies 3 i i€¢jimo grandj /.
VZ

Vy=Vg, Vy=w,n, 0, =—,
2

V,=0o,R.

Norint apskaiciuoti bet kurj greiti, randame jo vieta sekoje ir, rinkdami konstantas, su
kintamaisiais einame i grandinés gala.

oR R do,

v
V3:0)2r2:R—2r2: _R2 Vo
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Formuléje konstanta R, keicia kampini greitj { linijini (kei¢ia judéjimo trajektorija);

. F s s . T . s
santykis —= keicia grei¢io moduli (R—2 =u — perdavimo skaicius).
2 2

Antrojo kiino greitis:

V_A:wlRl zﬁd(Pl
R, R, R, dt

w, =

Pirmojo kiino pagreitis:

Antrojo kiino pagreitis:

Treciojo kiino pagreitis:

Treciojo kiino judéjimo désnis gaunamas i$ treciojo kiino greicio:

dS3 _V_ZR &

ST dt R, ' dt
IS ¢ia dS, = ;—ZRld(pl. Integruojame:
2
S3
& &

P
dS, =—R, |do,, S, =—R0,,
.([ 3 RZ l'([ 1 3 R2 g

ISvada. Sistemos su vienu laisvumo laipsniu linijiniai ir kampiniai pagrei€iai ir poslinkiai
susij¢ ta pacia priklausomybe, kaip atitinkami greiciai.

2 pavyzdys
Alkiininio mechanizmo kinematiné analizé. Grandziy ilgiai O4 =[,, AB =1, ir grandies
04 sukimosi désnis ¢ = f (t) (76 apav.).

Y YA

0
T, Xp

76 pav. Mechanizmo kinematiné schema
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Analizinis skai¢iavimas

Analiziniam skai¢iavimui pasirinktas vektorinis mechanizmo grandziy vaizdavimas
(76 b pav.): grandi OA vaizduoja vektorius l: , AB — vektorius Z;, o atstuma OB — vektorius
Xy . IS vektorinio trikampio turime:

X, =1 +1,. (102)

Projektuojame vektoring iSraiska (102) i xy koordinaciy asis:

Xz =1, cose +1/,cosf3, (103)
0=/ sine +/,sin 3. (104)
IS (104) lygties gauname:
: L.
sin 3 =—Z—sm(p. (105)

2

Formulé¢ (105) leidzia apskaiCiuoti kampo [ reikSmes, atitinkancias kampa ¢ .

Greiciams skaiciuoti (103) ir (104) lygtis diferencijuojame laiko atzvilgiu:

dx, . do . dp
—= =—[ sinp——1[,sinf3 —, 106
5~ hsine— —Lsinf = (106)
do dp
0=1 —+1 —_, 107
1 COSQ d ,cos it (107)
¢ia dx—B=VB, d—(P=c)l, ﬁ=w2.
dt dt dt
IS (107) lygties gauname o, formulg, 1§ (106) — V,:
o, = Lo, coso ’ (108)
[, cos 3
V, =—lo,sing +Lo,sinp ). (109)

Dar karta diferencijave (106) ir (107) lygtis laiko atzvilgiu, gauname pagreiciy €, ir a,

formules:
2 _ Lo/ sing —/g, cos¢ +1,0; sinB’ (110)
[, cos 3
2 : 2 :
ag :—ll(oo1 cosQ +¢, s1n(p)—lz(o)2 cosP +¢, smB). (111)
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Remiantis iSvestomis formulémis, galima sudaryti alkiininio mechanizmo viso darbo
ciklo kinematinés analizés algoritma kompiuteriniam skaiciavimui.

Grafoanalizinis skaiiavimas
Atliekant grafoanalizini skai¢iavima, mechanizmo schema nubraizoma tam tikru

masteliu. Pasirenkamas grandi OA atitinkancios atkarpos ilgis 04 (mm) ir apskai¢iuojamas

mastelis:

Apskaiciuojama grandj 4B atitinkanti atkarpa:

AB = b [mm]

m,

ir nubraiZzoma mechanizmo schema (77 a pav.).

77 pav. Mechanizmo grafoanalizinis skai¢iavimas

Greiciy skai¢iavimas
Grandies OA kampinis greitis:

_ do, _1}
Yodr s
Tasko A4 greitis:
V, =0l ﬂ}, V, 104
K
Tasko B greitis:
Vy=V,+V,,,
Ve =0,10,, VBA 1 AB, ®, —nezinomasis.

&5



Toliau sudarome grei¢iy plana. Pasirenkame atkarpos aP, , atitinkancios greitj V,, ilgj ir

apskaiciuojame grei¢iy plano masteli:

m
v i
m, = 4 _ k, S
aP, mm

IS pasirinkto tasko P, bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi VA , ir atidedame atkarpa
aP, (77 b pav.). Per taska a bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi 173 > 0 per P, —tiesg,
lygiagrecia su vektoriumi 173 . Siy tiesiy susikirtimo taskas » duoda vektorius 173 ir 173 -

Apskaic¢iuojame grei¢iy modulius:

Pagrei€iy skaiciavimas
Grandies O4 kampinis pagreitis:

_do,
bodt
Tasko A pagreitis:
a,=a,+ay,
o
aly=oll, || a’//04,
_S -
o
ay=¢l, || a, LOA
_S -
Tasko B pagreitis:

- -  __ —=n —1 —n —1
agp =4a, +aBA =a, +CZA +aBA +aBA,

n

al, =l Lﬁz} al, / AB,
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m
L— T e .
Ay, =¢€,1, L—z}, ay, L AB, €, —nezmomasis.

Tolesniam skai¢iavimui sudarome pagrei€iy plana. Pasirenkame vektoriy a)

atitinkancios atkarpos nP, ilgj ir apskaiCiuojame pagrei¢iy masteli:

m
. o
a 2
ma — 4 _ ka N
nP mm

Per pagrei¢iy plano poliy P, bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi a’;, ir atidedame

atkarpa nP, (77 c pav.). Per taska n bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi a’,, ir

atidedame atkarpa nk :

nk = L [mm].
m

a

Per taska k bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi a,, ir atidedame atkarpa e

kl = s [mm].
m

a

Per taSka / bréziame tiesg, lygiagrecia su vektoriumi a,,, o per P, — tiesg, lygiagre€ia su
vektoriumi @, . Siy tiesiy susikirtimo taskas b duoda vektorius a, ir d,, .

Apskaic¢iuojame pagrei¢iy modulius:

m
a, =bP, -m, — |
_S -
m
T = . —_—
ag, =bl-m, 7|

Schemoje pavaizduojame apskaiciuotus pagreicius.
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PRIEDAI

1 PRIEDAS. PAGRINDINES KINEMATIKOS FORMULES

Tasko kinematika
Vektorinis judéjimo aprasymo budas

b

7 =7(t); V=

SRS

Koordinatinis judéjimo apraSymo budas

szﬂ;
x:x(t); dt
dy
y=y(t) =
z=z(t); dz
Z_E’
dv. d’x
Yoodt dt
4 _dVy :dzy
Yoodt dt?t’
dv. d’z
aZ: = N
dt  di®

Tolygusis tiesiaeigis judéjimas:
a=0; V =const;

Tolygiai kintantis tiesiaeigis judéjimas:
a =const;

V=V,+at;

Natiiralusis judéjimo apraSymo biidas

_dv  d¥
a=—=

dt  dt*

V=\V+V:+V2;

. 2 2 2,
a=,la, +a, +a;;

xX=x,+Vjt+——.
2

S =5(t); V=rt, Vzﬁﬁ;
=T dZSA dV* T = —n V2—> n— b
= T=—1T=4aT, a"=—mn=a"n; a’ =0;
dt’ dt

&9

Vx
cosoL = ——;
=
V
cosf =—=;
V
v
COSA =—;
=
a
cosa, =——;
a
a
cosp =—;
a
CoOsA =—2,
a
2
a=Va' +a



Tolygusis judéjimas:

VZ
a =0; V =const; a" =—; S=5().
p
Tolygiai kintantis judéjimas:
VZ T2
a® =const; V=V,+a't; a"=—:; S=8,+V,t+
p
Sudétinis tasko judéjimas
Fo=F, +xi +yj+zk ; V.=V +V; d,=d, +d, +a,;
d, :2((Bk><l7,); a,=2m,V, sin(oSk,V,).
Kiino kinematika
Slenkamasis judéjimas
Fg =F, +T ;5 7, =const; 173 :I7A; a, =
Kiino sukimasis apie nejudamaja asj
do do d’¢
ool 0= o -do &0
dt dt dt
Tolygusis sukimasis:
e=0; o = const; O =0t; wzﬂ.
30
Tolygiai kintantis sukimasis:
et’
€ =const; O =0,+¢t; (p:(p0+(oot+7.
Besisukancio kiino tasky kinematinés charakteristikos:
V =R ; a"=0’R; a" =¢R; a=RVe*+o’;

2
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Kinematiniy charakteristiky vektorines priklausomybes:

- 2
G0 k=9 f. gzd_w:df.k;
dt dt dt
V=&xF; i'=0xV;, a =&xr7; i=GxV+Exi=a"+a"
Ploks¢iasis kiino judéjimas
Fg =T, +Tp; X4 :fl(t); Y :fz(t); (P:f3(t)-
Greiciy priklausomybes:
- - - ~ v
V=V, +Vy; Vil =Vilss ®=—"
B A BA [B]AB [A]AB AB
4 4 14 V
B 4 __¥, o=—"; Vy=0-BC,; Vy=0b-n,.
BC AC MC AC
Pagreiciy priklausomybés:
Y. w Ay, ab  bc ac
d,=d,+d,, +d,,; g =—= = = ; a,=0b-n,.
B 4T Apy T apy AB 1B BC _AC B n
Sferinis kiino judéjimas
d
o, -2,
v = /() dt
do . .
(p=f2(l‘); o, :E; 0 =0, +t0, +0,;
0 =/ (t) do
0y =—;
dt

®, =, sind sing + w0, cose;

_ . . _ 2 2 2
©®, =0, sind cos@ —o, sine; O=,0,+0, +0].

O, =0, +o, cosh;

Greiciy priklausomybes:

V.=0,z-0_y;

<
Il
e
X
~|

V,=0.x-0,z

V.=0,y-o x.
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PagreiCiy priklausomybés:

. dv . - - =
d=—=ExXr+ox/V;

dt

_do, _do,

- ) - )
Yoodt T dt
a, =8,2—8.); Aoy =
a,, =€.X—¢€ .z} a,, =
asz =8xy _gyx; ao)z =

Laisvasis kiino judéjimas

a, =€ xr;

_do,

- s
Toodt

oV -0V,

O)ZV)C _O)XVZ;

oV, -oV.

x, = f() v = f, ()

vi= 1ot ¢ = f(¢)
ZA:f3(t)’ ezfé(t);
VM:_)A—F_’MA’ VMz_)A—i_(BXF’
a,, =d,+ad,,; dy,=d,+E€Xr+®

Sistemos kinematika
Kiiny sistemos laisvumo laipsnis

W=3n-2p, —p,.
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