Tikimybiuy teorija
Ivadas

Gerai zZinoma matematiniy modeliy reikSmé, nagrin¢jant realiojo pasaulio
désningumus. Vieni modeliai apbiidina reisSkinius (jvykius, dydzius, procesus), kuriuos
galima tiksliai prognozuoti, t. y. Zinodami eksperimento sglygas, galime vienareikSmiskai
nustatyti eksperimento (bandymo) rezultatg. Tai determinuoti reiSkiniai. Tokiy
determinuoty reiSkiniy matematiniy modeliy klasikiniai pavyzdziai yra Euklido
geometrija, Niutono mechanika ir t.t. Visus determinuotus rei$kinius galima nustatyti
taip: realizavus tam tikrg sglygy kompleksa K (atlikus eksperimentg) jvyksta jvykis A. Tai
butinas jvykis salygy komplekso K atzvilgiu.

Tikimybiy teorijos objektas yra nedeterminuoti reiskiniai, tokie, kuriy negalime
vienareikSmiskai nustatyti kol neatliktas eksperimentas. Tai atsitiktiniai reiSkiniai.
Atliktus reiSkinius galime apibiidinti sekanc¢ia schema: realizavus salygy kompleksa K,
ivykis A gali jvykti arba nejvykti. Toki jvyki vadiname atsitiktiniu jvykiu, o Sitokius
eksperimentus atsitiktiniais, tikimybiniais arba stochastiniais eksperimentais. Pvz:
metame monetg ir Zitrime kaip ji nukris. Cia atlieckame eksperimenta arba bandyma.
Siame eksperimente galéjo iskristi herbas- vienas jvykis, bet galéjo iskristi skaigius- tai
kitas jvykis. Kadangi niekas i§ anksto negali pasakyti kuria puse atsivers moneta, tai
sakoma, kad herbo atsivertimas yra atsitiktinis jvykis. Tikimybiy teorija daznai taikoma
bandymams, kurie gali buti daug karty kartojami tomis paciomis salygomis.

Atsitiktinumas kartais yra miisy nezinojimo rezultatas. Taip yra pavyzdziui su
monetos meétymu. Tarkime atsiverteé herbas. Tai atsitiko dél daugelio konkreciy
priezasCiy. Jei jas visas zinotume tai galétume pries eksperimentg tiksliai pasakyti ar
atsivers herbas ar neatsivers. Tafiau tai neiSsprendZiamas uZdavinys, todél tenka
atsisakyti Sio reiSkinio determinavimo ir nagrinéti jj tikimybiniais metodais.

Panagrinékime klasikinj fizikos pavyzdj : dujy slégimo priklausomybg¢ nuo
temperatiiros. Dujy slégis 1 indo sieneles yra chaotisko atsitiktinio molekuliy judéjimo, jy
smiigio rezultatas. Slégj sukuria atsitiktinumas. Be to atsitiktiniai jvykiai, jy visuma
paklista tam tikriems désningumams. Vadinasi §} reiSkinj reikia nagrinéti tikimybiniais
metodais. Taip ir daroma statistinéje fizikoje. AiSku, galima ir determinuotu biidu kurti
Sio reiSkinio matematin] modelj: dujy molekuliy judéjima aprasyti diferencialiniy lygciy
sistema. Taciau kai molekuliy daug, tai gauname milziniska antros eilés diferencialiniy
lyg€iy sistema. Tokios sistemos praktiSkai nejmanoma iSspregsti. O jei pavykty, tai
turétume atsakymus apie pavieniy molekuliy judéjima, o ne apie jy sumarinj elgesi: dujy
slegi. Taigi, ¢ia deterministinio kelio reikia atsisakyti. Tikimybinis modelis paprastesnis
ir pranasesnis.

Beveik visose Zzmogaus kiirybos srityse yra situacijy, kada eksperimentus galima
atlikti daug karty nepasikeitus salygoms. Tokie eksperimentai vadinami masiniais.
Abstraktieji tikimybiniai modeliai praktikoje interpretuojami masiniy atsitiktiniy
reiSkiniy désningumais. Pvz.: métome simetriSka moneta. Jei metimy nedaug, tai
désningumy néra. Taciau, kai eksperimenty skaiCius, didelis pastebimi jdomis
désningumai:

Tarkime n karty metame monetg. Herbas atsivers nn karty. Pasirodo herbo
atsivertimo santykinis daznis nn/n, Kai eksperimenty skaicius n didelis, yra artimas . Tai



gana bendro pobudzio reiskinys: jvykio pasirodymo santykinis daznis dideléje
eksperimenty serijoje stabilizuojasi ir yra artimas tam tikram skaiCiui p, kuris yra i$
intervalo 0, 1; pe[0,1]. Toks santykiniy dazniy stabilumas patikrintas eksperimentiskai.
Tai objektyvus gamtos désnis, kuris yra tikimybiy teorijos praktinio taikymo pagrindas.

Tikimybiy teorijos sgvokas pradéjo formuoti XVI a. nagrinéjant azartiniy loSimy
klausimus. XVII a. pagarséja pranciizy filosofas literatas S. Meré (1607-1648). Kalbama,
kad jis sieké praturtéti loSdamas kauliukais. Tuo tikslu sugalvodavo jvairiy sudétingesniy
losimo taisykliy. Pvz: kauliukas metamas keturis kartus. Jei bent vieng kartg pasirodo 6,
laimi Mer¢. Jei 6 neiSkrenta laimi prieSininkas. Véliau iSmoksime apskaiciuoti §j Zaidima.
Kitas pvz: kokia akuciy suma gaunama dazniau: metant iSkart tris kauliukus: 11 ar 12?
Sie uzdaviniai liko istorijoje nes Meré susiradingjo su B. Paskaliu, kuris jau mokéjo
tokius uzdavinius spresti. Visuomenés ydos- azartiniai loSimai- gal ir néra rimtas
uzsiémimas, taciau jis 1Skélé uzdavinius, kurie tuo metu dar nebuvo iSspresti
egzistavusiuose matematinio modelio rémuose.

Jau XVII a. pb. tikimybiy teorija pasitelkiama draudziant laivus nuo nelaimiy.
Buvo apskai¢iuojama tikimybé, kad laivas gri§ | uosta nepatyres nelaimiy. Tokie
skai¢iavimai padédavo nustatyti kokig draudimo sumag turi mokeéti laivo savininkas, kad
ivykus nelaimei galima biity gauti norimg kompensacija.

Eiliy teorija. Daugelis i§ miisy negali apsieiti be parduotuviy, be poliklinikos ar
kirpyklos. Kyla klausimas: kaip bus tenkinami miisy poreikiai, jei yra jrengta n
aptarnavimo punkty. Atrodyty, kad klausimas beviltiSkas: nerealu tikéti suZinoti, kuriais
laiko momentais ateis kiekvienas lankytojas ir kiek laiko prireiks jam aptarnauti. Taciau
pasirodo, kad nustaCius lankytojy srauto intensyvumg ir vidutinj aptarnavimo laika,
galima gan patikimai suzinoti ar jstaigoje kaupsis eilé, ar ji bus be darbo. Juk per didelis
aptarnavimo viety skai¢ius taip pat nuostolingas. Sie visi pavyzdziai toli grazu neatspindi
visy tikimybiy teorijos taikymo sri¢iy. Norint placiau suvokti Sios matematikos Sakos
galimybes, reikia susipaZinti su tikimybiy teorijos sagvokomis ir teiginiais.

Pirmieji naujos teorijos idéjy, sgvoky kiréjai, gyvene XVII a. buvo Ch.
Hinigensas, B. Paskalis ir P. Ferma. Tikimybiy teorijos formavimuisi ir tolesnei raidai,
milziniska jtaka turéjo J. Bernulio darbai. Jis pirmasis jrodé vieng svarbiausiy tikimybiy
teorijos teoremy, vadinamajj didZiyjy skaic¢iy désnj (1713m). XVIII ir XIX a. Sig teorija
patvirtino svarbiais rezultatais P. Laplasas, K. Gausas, S. Puasonas. XIX a. II puséje ir
XX a. pr. gamtos mokslai, technika, iSkélé rimtas problemas, kuriy sprendimas skatino
toliau intensyviai plétoti tikimybiy teorija ir matematine statistika. Cia pasireiské rusy
matematikai:

e P.Cebysovas

e A. Markovas

e A. Liapunovas

1993 m. A. Kolmogorovas sukuria tikimybiy teorijos aksiomy sistemg. Tikimybiy teorija
tampa grieztu, aksiominiu mokslu.

Senas tradicijas tikimybiy teorija turi ir Lietuvoje. Jau XVIIIa. VU buvo déstoma
tikimybiy teorija ir matematingé statistika. Ypatingi pasiekimai $ioje mokslo srityje jvyko
per pastaruosius 30 mety. Cia reikty paminéti akademika J. Kubiliy, V. Statuliavi¢iy ir B.
Grigelion;.

Siandien ypa¢ pladiai tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos metodai
taikomi statistin¢je fizikoje, branduolingje fizikoje, radijo fizikoje, sistemy automatinio



valdymo teorijoje, kokybés ir kontrolés, aptarnavimo ir kitose teorijose. Pastaruoju metu
tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos metodai sékmingai pritaikomi ekonomikoje,
medicinoje, biologijoje. Tikimybiy teorija ir matematiné statistika vis labiau skverbiasi }
jvairias mokslo ir technikos sritis, spartindama jy progresa.

I skyrius
Tikimybineé erdveé

Atstiktiniai jvykiai

Eksperimentus skirsime ] determinuotus ir atsitiktinius. Jeigu, zinodami
eksperimento sglygas, galime vienareikSmiskas nusakyti jo rezultatg, tai eksperimentas
vadinamas determinuotu. Tikimybiy teorijai budingi tokie eksperimentai, kuriuos
kartodami galime gauti skirtingus rezultatus, priklausancius i§ anksto zinomai rezultaty
aibei. Tai atsitiktiniai eksperimentai. Reiskiniai, vykstantys realizavus tokius
eksperimentus, vadinami atsitiktiniais reiskiniais.

Tikimybiy teorija- atsitiktiniy reiSkiniy (jvykiy, dydziy, procesy) matematiniy
modeliy sudarymo ir jy analizés teorija. Kiekvienu konkreciu atveju reikia patikrinti ar
teorinis tikimybinis modelis atitinka realy praktinj modelj. Pvz: herbo atsivertimo
tikimybeé lygi %. Si tikimybé grindziama gana jtikinamai:

a) galimi du jvykiai- atvirto herbas, atvirto skaiCius; né vienam jy negalima teikti

pirmenybés, nes moneta simetriska.

b) Daug karty metant moneta, herbo atsivertimo santykinis daznis artimas Y.

Pirmoji Sio aiSkinimo dalis yra atsitiktinio reiSkinio matematinio modelio

kiirimas, o antroji
modelio atitikimo fiziniam reiSkiniui (adekvatiSkumo) eksperimentinis tikrinimas. Dabar
patikslinsime intuityvig atsitiktinio jvykio sagvoka ir formaliai apibréSime tikimybes.

Elementarieji jvykiai

Elementaryjj jvyki zymésime W (daznai su indeksais). Siy jvykiy visumg

vadinsime elementariyjy
ivykiy erdve ir Zymésime raide (2. Elementariojo jvykio sgvoka yra pirming,
matematiskai neapibréziama. PaaiSkinsime pavyzdziais.

Pavyzdys 1: Metame loSimo kauliuka (eksperimentas). Jvykj- “atvirto k akuéiy”
pazymésime Wk. Sio eksperimento elementariyjy jvykiy erdve 2={ wi|k=1,6}. Tai
neskaidomy ir negalin¢iy pasirodyti kartu jvykiy aibé. Bet kuris atsitiktinis jvykis,
siejamas su Siuo eksperimentu yra erdvés (2 poaibis. Pvz: jvykj “iskrito lyginis akuciy
skaiCius” iSreiSkiame elementariaisiais jvykiais (W2, W4, We)L2.

Pavyzdys 2: Eksperimentas- radijo lempos ilgaamziskumo tyrimas. Siuo atveju
veiksmo t elementariyjy jvykiy erdvé £2={w=t|te[0,20)}.

Fizine prasme elementarieji jvykiai neskaidomi ir kartu pasirodyti negalj jvykiai.
Eksperimento realizacija- vieno, bet kurio i§ (2 elementariojo jvykio pasirodymas.
Elementariyjy jvykiy erdvé ©2={w} gali biti baigtiné suskai¢iuojama ir dar galingesné-
nesuskai¢iuojama.



Atsitiktiniai jvykiai. Veiksmai

Intuityviai jvykj nusakome Sitaip: atlikus eksperimentg (bandyma), jvykis gali
pasirodyti, bet gali ir nepasirodyti, tai jj vadiname atsitiktiniu. Siame skyrelyje
formalizuosime jvykio sagvoka.

Atsitiktinius jvykius Zymésime raidémis A, B, C... (daznai su indeksais).
Sakysime, duota elementariyjy jvykiy erdvé 2. Ivyki, kuris visuomet jvyksta, kai jvyksta
bet kuris i§ erdvés (2 elementariyjy jvykiy, vadiname bitinu ir zZymime (2. vykj,
atitinkantj tus¢ig elementariyjy jvykiy aibe, vadiname negalimu jvykiu ir Zymime &
Ivykis, kuris atliekant eksperimentg biitinai jvyksta, vadinamas biitinuoju. Tarkime, kad
elementariyjy jvykiy erdvé yra diskrecioji (baigtiné arba suskai¢iuojama): Q2={w|k=1,n}
arba ©Q={ w|k=1,0}

Apibrézimas I: Atsitiktiniu jvykiu A vadiname bet kurj elementaryji jvykiy erdvés
poaibj, t.y. Ac2.

@

Q

Bet kurios 2 (nebitinai diskre¢ios) erdvés atveju, atsitiktiniais jvykiais laikome ne visus
Sios erdvés poaibius, bet tik tuos, kuriems galima apibrézti tikimybe. Kaip sudaroma §i
poaibiy klas¢ F (algebra arba sigma algebra) aptarsime po veiksmy su jvykiais. Kadangi
atsitiktiniai jvykiai yra aibés (2 poaibiai, tod¢l algebriniy jvykiy veiksmai sutampa su
aibiy veiksmais. Skiriasi tik terminologija ir interpretacija. Ry$j tarp jvykiy su veiksmais
iliustruosime Veno diagramomis.

Apibrézimas 2: Sakykime, kad jvykis A yra jvykio B atskiras atvejis, jei
kiekvienas elementarusis jvykis, priklausantis A, priklauso ir B. Rasysime AcB arba
BoA. Realiame eksperimente AcB reiskia, kad jvykus jvykiui A, jvykty ir jvykis B.

At>

Pvz: Eksperimentas- metame loSimo kamuoliukg. Jvykis A- “iSkrito dvi akutés”, jvykis B-
“iskrito lyginis akuciy skaiCius”. Tuomet AcB, nes A={wz}, B={ wz, ws, we}. Bet
kuriems jvykiams &, A, B, C, €2 teisingos §ios savybés:

» COcAcQ

» AcCA



» AcB, BcC, tai AcC

Apibrézimas 3:. Du jvykius vadiname lyginiais, jei juos sudarancios elementariyjy jvykiy
aibés yra lygios. RaSome: kai AcB ir BcA, tai A=B, Savybés

> A=A

» A=B, tai B=A

» A=B, B=C, tai A=C

Apibrézimas 4: Dviejy jvykiy A ir B sajunga (suma) vadiname jvykj, sudarytg i$
elementariyjy jvykiy, priklausan¢iam bent vienam i jvykiy A ir B. Zymime:
AuB={w|weA, arba weB}. Realiame eksperimente jvykis AUB reiskia, kad pasirodé
bent vienas i§ jvykiy A ir B. Sj jungimo (sudéties) veiksma analogiskai galima apibrézti
ir didesniam jvykiy skai¢iui: AiUA2U. .. UA=U k=1An.

Pavyzdys: Metame lo§imo kauliukus. Elementariyjy jvykiy aibé uzrasoma taip:
O={w1, W>...We}.

Sprendimas: Jvykis {w1}="I8krito viena akuté”. {wy}="Iskrito dvi akutés” ir t.t.
Ivykj A="Iskrito dvi arba trys akutés” galima uzraSyti taip: A={ wz, wa}={w2}{wz}.
Ivyki B="I8krito lyginis akuciy skaicius arba dvi akutés” galima uzrasyti taip: B={ wp,
W4, We P W2 }={wo}{ws} {we}. Savybés:
» AUB=BUA (komutatyvumas)
» (AuB)UC=AU(BUC) (asociatyvumas)
» AcB, tai AUB=B
Atskiru atveju gauname QUA=A, Au2=0, AUA=A.

Apibrézimas 5: Dviejy jvykiy A ir B sankirta (sandauga) vadiname jvykj sudarytg
i visy elementariyjy jvykiy, priklausanéiy jvykiams A ir B. Zymésime AnB={w|weA ir
weB}. Ivykis AnB reiskia, kad eksperimento metu pasirodo ir jvykis A ir jvykis B.




Pavyzdys 1: A={w, wz}, B={w2, ws, we}; tad AnB={ w2 }-“Iskrito dvi akutés”.
Pavyzdys 2: | elektring granding nuosekliai sujungti du jungikliai. Kiekvienas jy gali buti
Jjungtas arba iSjungtas. Nagrinésime jvykius:

A="Jjungtas 1-as jungiklis”

B="]jungtas 2-as jungiklis”

B="Grandine teka elektros srove”, tada sujungus ta granding C=ANB.
Savybeés:

» AnB=BNA (komutatyvumas)

» (AnB)NC=AN(BNC) (asociatyvumas)

» AcB, tai AnB=A

Ivykiy sajungos ir sankirtos veiksmai susieti lygybémis:
(AUB)NC=(ANC)u(BNC),

Apibrézimas 6: Ivykius A ir B vadiname nesutaikomais, jei jy sankirta yra
negalimas jvykis: ANB=¢J Taigi, jvykiai nesutaikomi, kai eksperimento metu jie negali
pasirodyti kartu. Pav:



Q

Piesinyje yra standartinés ir nestandartinés detalés. Jvykis A-“Atsitiktinai paiimta
detalé standartiné”. B-“Atsitiktinai paiimta detalé nestandartiné¢”. Kokie Sie jvykiai?
Ivykis- “Atsitiktinai paiimta detalé tuo paciu metu standartiné ir nestandarting”-
negalimas (©), t.y. ANB=Z.

Apibrézimas 7: Dviejy jvykiy A ir B skirtumu vadiname jvykj, sudarytg i$ visy
elementariyjy jvykiy, priklausanéiy A, bet nepriklausandiy B. Zymésime: A\B={w|weA,
bet weB}. Jvykis A\B reiskia, kad eksperimente jvykis A pasirodo, bet nepasirodo B. Sj
veiksmg vadiname atimtimi:

A

7

Pavyzdys: Metame du losimo kauliukus. Jvykis A-“Abiejy kauliuky iSkritusiy
akuciy suma yra lygine¢”, B-“Abiejy kauliuky virSutinése sienelése akuciy skaiciai
lyginiai”. Tuomet A\B-jvykis “Abiejy kauliuky virSutinése sienelése akuciy skaiciai
nelyginiai”.

Savybeés:

> A\B=A\(AnB)

» AcB, tai A\B=¢
» ANB= tai A\B=A

Apibrézimas 8:. Ivykj (QA vadiname jvykiu, priesingu jvykiui A. Zymésime A
=(\A . A jvykis, kurio jvykima salygoja jvykio A nejvykimas.

A
L




Vieng kartg Sauname | taikinj. Jvykis A-“Pataikymas ] taikinj”, K-“Nepataikymas 1
taikinj”.

Savybés:
1. (AFA
1. AUA =0
2. AN A =0
AuB= "A"n "B
4.
AnB= A u B
5.

Apibrézimas 9: Sakoma, kad jvykiai A, k=1,2,...,n sudaro pilngja jvykiy grupe,
jei jy sajunga yra biitinas jvykis:
Y nk=l :‘Ql

A Aq

A3 AS
Q

Kaip matome aibés teorijos simboliai U, M, \ naudojami ir teorijoje. Taciau
norédami, kad uZraSas biity lakoniSkesnis, tikimybiy teorijoje daznai sankirtos simbolj
praleidziame, t.y. raSome AB vietoje AnB. Analogiskai kartais raSomo A+B, vietoj AUB
ir A-B, vietoje A\B. Pavadinimus: suma ir sgjunga, sandauga ir sankirta vartosime kaip
sinonimus.

Tikimybiy teorijos aksiomos

Apskritai kalbant, tikimybiy teorija konstruojama kaip ir bet kuri kita formali
matematiné disciplina. IS pradziy jvedami tam tikri idealizuoti objektai ir keletas taisykliy
nusakanéiy jy tarpusavio rysius. Zinoma, reikia, kad jvestosios aksiomos tikty idealizuoty
objekty realiems prototipams.

Tikimybiy teorija daznai grindziama Kolmogorovo pasitlyta aksiomatika, kuri
remiasi aibiy ir mato teorija. Pirmajame etape nusakoma bandymy (eksperimenty)
rezultaty aibé, kurig vadiname elementariyjy ivykiy erdve, kurig paprastai Zymime raide
Q, o elementus @. Atsitiktinj jvykj apibréziame kaip aibe, sudaromg i§ elementariyjy
jvykiy aibés (erdveés) poaibj.

Tikimybiy teorijoje daZniausiai nagrin¢jamos dvi aibés (2 poaibiy (jvykiy)
sistemos- algebra ir o algebra (sigma algebra). Netuséig jvykiy aib¢ F vadiname algebra
(Bulio algebra), kai ji tenkina $ias salygas:

1. Elementariyjy jvykiy aibée QQ € F.



2. Jeijvykiai AeF,taiir AcF.
3. Jei AeF,BeF, taiir AuUBeF
Algebra F vadiname o algebra, kai ji tenkina papildoma salyga: jei A,i=12,...

yra suskaic¢iuojama F priklausanciy aibiy sistema, tai U AeF.
i=l

Pavyzdys. Metant loSiamaji kauliuka jvykiai W, W,,...,Ws (W, - jvykis reiskiantis
atvirtusiy akuciy skaiCiy lygus i) yra elementarieji. Todél elementariyjy jvykiy erdvé
Q= (Wl W, Wa, W, Wi, W ) Siuo atveju elementariyjy jvykiy aibés Qpoaibiy sistema
(algebra)

F={{W AW, Wy, We b AW, oWy, Wy, oo, We b WG oW W T Wy, W 3

’{WS' "WG}’{Wl ' WB}I{WZ ! W4 ! W5 ! W6}7" 'l{Wl ! WG}’{WZ L W5}7{W2 ! WS}’{Wl 1 W4 ! W5 1 W6}’
AW, W, 3 W, Wy, W, W {W, Wt Wy, W, Wy, Wi b W, W, 3wy, Wy, W, W,

g, W, 3wy, Wy, Wy, W B {Wa, Wi 3 W, Wy, Wy, W Wy, W 3 Wy, Wy, Wi, Wi 3 {W, , W}
1{W1 ! W2 ! W3 ! WS}’{WS ! W6}1{W1 ! W2 ! W3 ! WA}’{Wl ! W2 ' W3}1{W4 ' WS ' WG}’ ’{Wl ' WZ ’ W4}’

1{W3 ' W5 ’ WG}’{Wl ' W2 ’ W5}1{W3 ' W4 ’ W6}1{W1 ! W2 ' WG}’{W3 ! W4 ’ WS}'{W17 W3 ’ W4}’

’{WZ ! W5 ' WG}’{Wl’ W3 ' W5}1{W2 ' W4 ' W6}1{W1 ! W3 ' WG}'{WZ ! W4 ' WS}’{Wl ! W4 ' WS}!{WZ ! W3 ' WG}’

’{Wl ! W4 ! WG}’{WZ ! W3 ! WS}’{Wl’ W5 ! W6}’{W2 ! W3 ! W4}’{Q}l{®}}

Nesunku jsitikinti, kad taip sudaryta elementariyjy ivykiy aibés Q poaibiy
sistema F bus algebra, kuri sudaryta i§ 64 atsitiktiniy jvykiy. Ivykiy algebroje (o -
algebroje) F yra surasyti visi jvykiai, kuriy tikimybes tyréjas gali apskaiéiuoti.

Treciasis pagrindinis tikimybinio modelio elementas yra pati tikimybé. Tikimybiy
teorijoje kKiekvienam algebros F elementui A (jvykiui) priskiriamas skai¢ius P(A), kuris
vadinamas atsitiktinio jvykio A tikimybe, jei patenkintos Sios aksiomos:

1. P(A)>0, VA e F (neneigiamumo ),

2. P(Q)=1, kai Qe F (batino jvykio tikimybé lygi 1),

3. P(AuB)=P(A)+P(B), jei jvykiai A ir B nesutaikomi, t.y. AnB = (adytivumo
aksioma).

Visas Sias aksiomas jvedé A. Kolmogorovas 1933 m.

Funkcija P yra o - adityvi: jei sekos A, A,... ivykiai poromis nesutaikomi, t.y.

ANA =D i#jij=12.., tai P(UAJZZP(A). Jau kalbéjome, kad jvykiais
i=1 i=1

laikome ne visus elementariyjy jvykiy aibés (2 poaibius, nes priesingu atveju
susidurtume su matematiniais sunkumais. Pasirodo, paémus platesn¢ uz o - algebra
poaibiy sistema, ne visada galime jvesti tikimybe. Jei sistema F yra baigtiné, tai i§
tikimybés pakanka reikalauti tik baigtinio adityvumo, t.y. kad 3 aksioma galioty tik
baigtiniam jvykiy skaiciui.

Apibrézimas: Trejeta (Q, F,P)vadiname tikimybine erdve. Atitinkama
tikimybiné erdvé ir yra atsitiktinio eksperimento matematinis modelis.



PaprascCiausiu tikimybinés erdvés atveju, kai elementariyjy ivykiy erdveé

Q={w,i=12,..,n} yra baigtiné (sudaryta i§ baigtinio skaiciaus elementariyjy jvykiy),
uztenka taip apibrézti elementariyjy jvykiy wi,i=12...,n tikimybes P(Wi), kad
0<P(w)<1, > P(w)=1.Ivykiu A vadinamas bet kuris aibés Q poaibis, o jo tikimybé

w,eA

apibréziama lygybe P(A)= Z P(w,).

w;,eA

IS aksiomy gaunamos $ios tikimybés savybés:

1. Jei AcB, tai P(B\A)=P(B)-P(A).
I3 tikryjy BEAUBVA) ir AN(B\A)=Q.

Pagal treCig aksioma:

2.
3.

4.

8.

P(AUB\A))=P(A)+P(B\A). Is ¢ia P(B)=P(A)+P(B\A) arba P(B\A)=P(B)-P(A)
Jei AcB, tai P(4)<P(B). Tai scka i§ 1-oios savybés: AcC, tai P(B\A)=P(B)-P(A)>0
=> P(B)>P(A).
Bet kokiam atsitiktiniui jvykiui AeF: 0<P(A)<I. Pirmiausia pateiksime, kad negalimo
jvykio & tikimybé P(Z)=0. Tai seka QJuQ ir DNQ=C.
P(@UQ)=P(D)+P(Q)=P(J)+1=P(DuUQ)=P(Q)=1. Pagal antrgja aksiomg P(2)=1.
Kadangi bet koks jvykis AeF yra elementariyjy jvykiy erdvés Q poaibis, tiksliau
AcQ), tai pagal antrgjg savybe P(A)<P(Q2)=1. Be to pagal pirmaja aksiomg P(A)>0.
Taigi parodéme, kad 0<P(A)<I.

— \ 5. nes AUA=Q,irAnA=0. Tuomet

P(AUA)=P(A) +P(A)=P(Q) =1=>P(A) =1-P(A).

n k
Poromis nesutaikomiems jvykiams P(ku_lAk) = Z P(A).jei AnA =0, i=#],
B k=1

i, j =1 n. Savybeés nejrodysime.
Bet kokiems atsitiktiniams jvykiams A,, k=1,2,...,n yra teisinga nelygybé

PUA) <Y PA),

Bet kokiems atsitiktiniams jvykiams A ir B yra teisinga nelygybé
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB). Is tikryjy AuB=AU(B\(ANB)) ir

AN(B\(ANB)) =2,
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P(AUB)=P(A)+P(B\(ANB)=P(A) + P(B)— P(AnB). Si savyb¢ daznai vadinama
tikimybinés sudéties teorema.

Klasikinis tikimybés apibréZimas.

Sakysime, kad eksperimentas sudaro klasiking bandymy schema, jeigu jo
elementariyjy jvykiy aibé yra baigtiné, o elementarlis jvykiai yra vienodai galimi,
vienodai tikimi. Vienodo galimumo, vienodo tikimumo sgvokos yra pirminés, => Visi
eksperimento jvykiai turi vienodas galimybes, vienodas tikimybes jvykti. Tarkime, kad
atlikome eksperimenta, kurio elementariyjy jvykiy aibé Q={W1,W2,...,Wn}, o 1§ jos
sudaryta jvykiy algebra F. Elementarts jvykiai W W,y W m=1, 2,...n ,
11<i2<...im, 1e=1, 2,...,n , nusakantys jvykj A, vadinami jam palankiais jvykiais, o j
elementarig jvykiy aibe Qjeinantys elementariis jvykiais vadinami visais galimais
jvykiais.

IS eksperimento salygy (visy galimy jvykiy yra n, palankiy- m, 1<m<n),
galima daryti prielaida, kad santykinis jvykio A daznumas svyruos apie skai¢iy m/n. | tai
atsizvelgiama apibréZiant tikimybe.

Apibrézimas. Klasikingje bandymy schemoje jvykiy A tikimybe vadinamas
skaiCius, kuris yra lygus palankiy jvykiy skaiciaus ir visy galimy galimy jvykiy skai¢iaus
santykiui, t.y.

P(A):%.

Toks jvykio A tikimybés apibrézimas vadinamas klasikiniu. Taip apibrézta
tikimybeé tenkina Kolmogorovo aksiomas:
1. P(A)>0,
2. P(Q)=1
3. P(AuB)=P(A)+P(B), jei AnB=g.
Pastaraja aksioma gauname i§ Siy samprotavimy. Jvykis Au B yra nesutaikomy jvykiy
sgjunga. Jei visy galimy jvykiy yra n, jvykis A gali jvykti m; karty, o jvykis B- my karty.
Tai jvykis AUB (arba jvykis A arba jvykis B) gali jvykti mi+my kartus. Tada

P(AUB) :w:%Jr%: P(A) + P(B).
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Pavyzdys. Urnoje yra 10 balty ir 6 juodi kamuoliukai. Atsitiktinai §i urnos imame vieng
kamuoliuka. Kokia tikimybé¢, kad jis baltg kamuoliukg?

Srendimas. Kiekvieno kamuoliuko paémimg laikome elementariu jvykiu. Tai sudarys
vienodai galimy elementariyjy jvykiy aibe Q:{Wl,wz,...,wm}. Ivykis A- atsitiktinai
paiimtas kamuoliukas yra baltas. Jam palankiy jvykiy skaiCius lygus 10. Vadinasi

10 5
P(A)=—=2.
N=16"s

Geometriné tikimybé

Pateiksime tikimybés apibrézima, kai eksperimento elementariyjy jvykiy aibé
Qturi ba galo daug elementy, kurie uzpildo baigtinio matavimo geometring sritj. I$
pradziy panagrinékime pora pavyzdziy:

Pavyzdysl. Turime atkarpa AB, kurios ilgis 2a. Tarkime, kad C yra tos atkarpos vidurio
taskas. Atsitiktinai parenkame atkarpos taska X. Kokia tikimybe, kad taSko X atstumas nuo
taSko C bus mazesnis uz d (d <a)?

Kol kas uzdavinys yra neapibréZtas. Mes dar neZinome, kg reiskia “atsitiktinai”.
Ivesime Cia vienodo galimumo sgvoka. Tai reiskia, kad pasirinkdami taskus, laikytumés
“demokratijos” principy- visi taskai bus “lygiateisiai”. Tiksliau kalbant, tai reiks, jog
ivykis, kad taskas parankamas §i kurio nors intervalo, esancio atkarpoje AB, ir jvykis, kad
taskas parenkamas i$ kito to paties ilgio intervalo (esancio, suprantama taip pat atkarpoje
AB), yra vienodai galimi. Todél natiiralu manyti, kad tikimybé pasirinkti taSka i§ kurio
nors intervalo yra proporcinga jo ilgiui. Vadinasi, jei taskas D ir E yra nutol¢ atstumu d
nuo tasko C, tai nagrinéjamoji tikimybé lygi atkarpy DE ir AB ilgiy santykiui, t.y.
2d d
2a a
Pavyzdys2

Tarkime, kad ilgio a atkarpoje AB atsitiktinai yra nepriklausomai vienas nuo Kito
parenkami du taskai. Kokia tikimybé, kad atstumas tarp jy bus ne didesnisuz d (d <a) ?

Sprendimas. Naudosimés Sitokiu modeliu. Pazymékime X1 pirmojo tasko, X2 antrojo tasko
atstumu nuo A.

A X X B
| B - |

Imkime staCiakampig koordinaciy sistemg. Abscisiy aSyje atidékime X1, 0
ordinaciy- X2. Visos galimos tasky (X1, X2) padétys sudarys kvadrata, kurio krastiné a.
TaSkai, atitinkantys tiriamajj jvykj, sudarys sritj
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| % =X, [<d,
—d <x —Xx, <d,
X, —d<x <x,+d.

A

[
>

0 X1 X

Tarkime, kad S§iuo atveju teisingas vienodo galimumo principas. “Atsitiktinai ir
nepriklausomai” reik$, kad du jvykiai, kai parenkamas taskas i§ dviejy lygiagreciy
kvadrato sri¢iy, yra vienodai galimi. Siuo atveju natiiralu teigti, kad tikimybeé, jog tagkas
(X1, x2) pateks j kurig nors sritj, yra proporcinga tos srities plotui. Vadinasi, ieSkomoji

tikimybé bus santykis ploto, kurj nuo kvadrato atkerta tiesés X, = X +d, su viso

a’—(a—-d)* 2ad-d? d d
(a-d)' _2ad-d” _d, d,
a a d a

kvadrato plotu: y=x=+d,

<V

ol d

Pateiksime brandesnj geometrinés tikimybés

apibrézima. Tarkime, jog nagrin¢jame atsitiktinj eksperimenta, kurio elementariosios
baigtys sudaro sritj Q s-matéje Euklido (graiky matematika, 365-300) R°®. Tarkime, kad
sritis Q turi Lebego (pranciizy matematika. 1875-1941) matg m(Q ), kai s=1, tai bus
ilgio, kai s=2- plotas, kai s=3- tiris ir t.t. Imkime o - algebros F visy aibés Q poaibiy A,
turin¢iy Lebego matg m(A). Laikysime, kad galioja vienodo galimumo principas: turint
dvi sritis A e Fir A, e F. Kuriy turiai vienodi, o forma ir padétis srityje Q gali skirtis,
néra pagrindo manyti, kad parinkti taSkg 1§ vienos ty sri¢iy yra daugiau galimybiy, negu
i§ kitos. Jei §i sglyga tenkinama, tai jvykio- atsitiktinai parinkti taska i$ srities A- tikimybe

m(A)

laikome santykj . Sis apibrézimas néra grieztas, bet jis gerai derinasi su praktine

patirtimi.
Taip apibrézta tikimybé turi panaSias savybes, kaip ir klasikinés tikimybe, Kai
AeF, BeF, A eF, k=12,.., tai
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1. 0<P(A)<L

2. P(Q)=1

3. P()=0,

4. AcB tai P(A)<P(B),

5. Jei AnB =g, tai P(AUB)=P(A)+P(B),
6. P(A)=1-P(A),

7. Jei A NA =3, (k=)

8. P(UA) =Y P(A)

Salyginés tikimybés

Daznai tenka nagrinéti jvykiy tikimybes, kai zinoma papildomos salygos. Daznai
papildoma salyga buna koks nors jvykis E. Gauname platesnj salygy kompleksa Ki,
sudaryta i§ salygy K ir papildomos salygos E. Ivykio A tikimybe patogu natiiralu vadinti
salygine tikimybe su papildoma sglyga E. Tokig tikimybg¢ zymésime P(A|E)arba
P: (A). Skaitysime:”jvykio A tikimybé kai yra jvykes jvykis E” arba “jvykio A tikimybé
su salyga E. Tada jvykio tikimybes pildomas sglyga E, galétume vadinti absoliu¢iomis,
arba nesalyginémis.

Kaip galima apibrézti salygines tikimybes? Kad biity aiSkiau iSnagrinékime
pavyzdj.

Pavyzdys

Tarkime, kad n asmeny kolektyve yra v>0 vyry ir n-v motery; tarp jy d
desiniarankiy ir (n-d) kairiarankiy. Tarp vyry yra vq deSiniarankiy. I§ visy kolektyvo nariy
atsitiktinai parankamas vienas asmuo (salygy kompleksas K). Tarkime, kad tinka vienodo
galimumo principas. Pazymékime V vyro pasirinkimg, D- deSiniarankio. Tikimybe, kad
atsitiktinai parinktas asmuo bus deSiniarankis, yra P(D)=d/n. Mus domina ne visi
asmenys, o bet tik vyrai. Tikimybé pasirinkti deSiniarankj vyra (salyga V) bus lygi
P(D|V):V—dzvd/n _P(BnV)

v v/n P(V)
dviejy tikimybiy santykiu.

AnalogiSkg formule galima gauti ir bendresniu atveju, kai tinka klasikinis
tikimybés apibrézimas.

Tarkime, kad turime elementariyjy jvykiy aibe erdve Q, i§ n vienodai galimy
jvykiy. Sakykime, jvykj E sudaro k, O<k<n elementariyjy jvykiy, o jvykj
AnEsudaro y (0<y <k)jvykiy. Tada, skaiCiuojant jvykio A sglygines tikimybes su
salyga E, visa elementariyjy jvykiy erdvé bus sudaryta i$ k vienodai galimy elementariyjy
vykiy, o tarp ju palankiy jvykiui A bus 7 . Vadinasi P(A|E) =~ = /N _P(ANE)
k k/n P(E)

Cia iSplaukia lygybé P(ANE)=P(A|E)P(E) ty. tikimybé jvykiams A ir E jvykti
drauge yra lygi jvykio E tikimybei, padaugintai i$ jvykio A tikimybés su salyga, kad
ivykis E yra jvykes. Sis teiginys kartais vadinamas tikimybiy daugybos teorema.

. Matome, kad salyginé tikimybé P(D|V) iSreiskiama
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IS Siy samprotavimy paaiSkéja, kaip reikia jvesti salygines tikimybes
aksiomatiskai. Tarkime, kad turime tikimybiy erdvé (Q,F,P). Jei A ir E yra jvykiai, t.y.
AeF ir P(E)>0, tai jvykio A salygine tikimybe su salyga, kad ivykis E yra jvykgs,
vadinsime P(A|E) =M

P(E)
salyga E tikimybei P(E)>0. Todél visur, kalbédami apie saglygines tikimybes, turime
galvoje, kad salygos tikimybé néra lygi nuliui.

Pavyzdys

Dézutéje yra 3 balti ir 6 juodi rutuliai, kurie skiriasi tik spalva. Atsitiktinai
iStraukiamas vienas rutulys ir nebegrazinamas | dézute. Po to atsitiktinai traukiamas
antras rutulys. Apskaiciuosime tikimybe iStraukti baltg rutulj antruoju traukimu, kai yra
zinoma, kad pirma karta buvo istrauktas baltas rutulys.

Sprendimas. Kadangi po pirmojo trukimo déZéje liko tik 2 balti ir 6 juodi rutuliai,
tai ieSkomoji tikimybé yra 2/8=1/4. Pazymékime A-“pirmas iStrauktas rutulys yra baltas”,
B-“antras iStrauktas rutulys yra baltas”. Elementariyjy jvykiy aibé sudaryta i§ 9*8=72
ivykiy (w1, W2); ¢ia w1 yra kurio nors fiksuoto rutulio i§ 9 iStraukimas pirmuoju traukimu,
W fiksuotas rutulio i§ likusiy 8 iStraukimas antruoju traukimu. Tarp jy palankiy jvykiui
(A B) (abu kartus iStraukti balti rutuliai) yra 3*2=6, o palankiy jvykiui A- 3*8=24. Tad
P(A)=1/3, P(AnB)=1/12. I8 ¢ia P(B|A)=P(BNA)/P(A)=1/4; Zcia
P(A)=24/72=1/3, P(AnB)=6/72=1/12.

Panagrinékime salygines tikimybiy savybes:

1. P(A|E)>=0,
2. P(Q|E)=1
3. Jei A1 ir Az yra nesutaikomi jvykiai, ty. A NA,=¢, fta

P(ANA,|E)=P(A |E)+P(A, |E).

Kaip matome, salyginé tikimybé tenkina tikimybiy teorijos aksiomas. Vadinasi
(€2, F, P.) sudaro tikimybiy erdve. Todél (kai E fiksuotas) salyginéms tikimybéms tinko
tos pacios formos, kurias jvedéme nesalyginéms tikimybéms. IS pavadinimo iSplaukty,
kad salyginé tikimybé jvykiui E jvykti, kai E yra jvykes, turi bati lygi 1. Taip ir yra:
P(E|E)=1.

. Salyginé tikimybé apibréziama tik tuo atveju, kai

P(ENE) B P(E)
P(E)  P(E)

I$ salyginés tikimybés i$plaukia, kad P(E | E) = =1. Nagrinésime

tokioms salyginiy tikimybiy savybes.

3(daugybos) teorema. Jei jvykiai AeFir EeF, tai a)
P(ANE)=P(A|E)P(E)=P(E| A)P(A).
b) jei n>2, tai
P(AANA, M. A)=P(A)PA | A)P(A | AN A).PA A N..NAL).

Nepriklausomi jvykiai

Nepriklausomumo sgvoka labai svarbi tikimybiy teorijoje. Sakykime, kad jvykiai
AeF, BeFir P(B) >0 (tik. Erdve (Q,F,P)). Jei
P(A|B) =P(A),
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tai nattralu jvykj A laikyti nepriklausomu nuo jvykio B. Tada i§ tikimybiy teoremos
i§plaukia, kad P(AB) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B), ty. P(AB)=P(A)P(B). Dabar i
salyginés tikimybés apibrézimo ir Sios lygybés gauname:
P(BIA) = PIAB) _ P(AP(B) _ P(B), kai P(A)>0.

P(A) P(A)

Vadinasi, jvykiy A ir B nepriklausomumo sglyga simetriné: jai A nepriklauso nuo
B, tai ir B nepriklauso nuo A.

1.Apibrézimas. Du jvykius A ir B vadiname nepriklausomais, jei
P(AB) = P(A)P(B). Jei taip néra, jvykius vadiname priklausomais.

1 pavyzdys. I 52 korty kaladés atsitiktinai traukiame vieng kortg. Jvykiai:
A={istrauktas tiizas}, B={iStraukta piky korta} nepriklausomi, nes P(AB)=1/52,
P(A) =4/52=1/13, P(B)=13/52=1/4 ir P(AB) =1/52 =1/13-13/52 = P(A)P(B).

2 pavyzdys. Du kartus metame simetriSkg monetg. Jvykiai Hi={herbas iskrito
pirmg karta} ir Hp={herbas iskrito antrg karta}yra nepriklausomi, nes
P(HiH2)=1/4=1/2-1/2 = P(H,)P(H,).

1.teorema. Bet koks jvykis A e F ir bitinas jvykisQ yra nepriklausomi. Tikrai,
nes P(AQ) =P(A) =P(A)P(Q).

2.teorema. Bet koks jvykis A e F ir negalimas jvykis & yra nepriklausomi. Tikrai
P(AD)=P(Z)=P(A)P(D).

3.teorema. Jei jvykiai A ir B nepriklausomi, tai nepriklausomi A ir B.
P(B) = P(B(AU AB)) = P(AB) + P(AB) = P(A)P(B) + P(AB).Is ¢ia ABNAB=U
(nesutaikomi).

P(AB)=P(B)-| © = P(B)P(A).
Apibendrinsime 1EpIIRIAUSOIIUITO 5gvoKg vet kuriam jvykiy skaiciui.

2.Apibrézimas. Sakoma, kad jvykiai A, A,,..., A yra visumoje nepriklausomi, jei
P(AL A Ap) = P(ADP(AL)(A), iy dzveim =10, m=2,n.Kai turime du
jvykius Sis apibréZimas sutampa su ankstesniuoju. Jei yra trys jvykiai, tai jy
nepriklausomuma nustatys keturios savybeés:

1. P(AA) =P(A)P(A,),
2. P(AA)=P(A)P(A),
3. P(AA;) =P(A)P(A,),
4. P(AA,A;) =P(A)P(A,)P(A,).

3 pavyzdys. Grandinéje sujungti keturi nepriklausomai vienas nuo kito veikiantys
elementai. Jy patikimumai (tikimybés, kad jie veiks t valandy) yra atitinkamai p1, p2, ps,
pa. Koks sistemos patikimumas? Pasizymékime jvykius: A={sistema veiks t valandy},
Ai={aj elementas veiks t valandy}.
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a as

a1

aﬁ

Tada A=A(AA, UA,). Sistemos patikimumas P(A)=P(A(AA UA)).
Kadangi  jvykiai A, i=1n yra nepriklausomi ir  sutaikomi, tai

P(A) = P(A)(P(AA)) + P(A) — P(AAA) = (P2 Ps + Py — P2 P3Py

Pilnosios tikimybés formulé

Tarkime, kad jvykis A gali jvykti kartu su bent vienu poromis nesutaikomu jvykiy
seka Hi, Ha...Hn kurie sudaro pilny jvykiy grupgHH; =0, i=#]j, i, j=1n.
HuUH,UH, UH, UH, =Q.

Hi H>

EN

/ A Hs

_/{//\»/\

Ha Hs

Teorema. (pilnosios tikimybes formule). Jei jvykiai Hi, Hz,...Hn sudaro pilngja

jvykiy grupe, tai bet kokio jvykio A tikimybei P(A) = ZP(A| H)P(H,). P(H;)>0,
k=1
j=Ln.
IS sudéties ir daugybos veiksmy  distributyvumo  iSplaukia, kad

A=AQ=A(JH,)={JAH,. Kadangi bet kuriamk = j, tai
k=1 k=1

(AH)(AH ) =(AA)(H,H ;)= AO=C. ty. kas du nesutaikomi, tai pasiréme¢ 3-aja
aksioma, gauname: P(A)=> P(AH,)=> P(A|H,)P(H,). Ivykiai Hx, k=12 ..n
k=1 k=1

vadinami hipotezémis!.

Pavyzdys. 15 egzamino biliety yra po 2 napasikartojan¢ius klausimus. Studentai
gali atsakyti tik j 25 klausimus. Egzamino iSlaikymui reikia atsakyti j abu bilieto
klausimus arba | vieng bilieto klausimg ir j vieng papildomg 1§ likusiy kalusimy. Kokia
tikimybeé, kad studentai i$laikys egzaming?
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Sprendimas. A={studantas islaikys egzaming}, Hi={studantas atsakys j abu
bilieto klausimus}, Ho={studantas atsakys j vieng klausimg i$ bilieto ir j vieng papildoma
i§ likusiy klausimy}, Hs={studantas neatsakys nei ] vieng bilieto klausimag },
Hs={studantas neatsakys j vieng bilieto klausimg ir | papildoma klausimg i§ visy likusiy
klausimy}.

HUH,UH, UH, =Q,

P(A)=P(A[H,)P(H,)+P(A|H,)P(H,)+P(A| H;)P(H3) + P(A| H,)P(H,).
Kombinatorikos pradmenys

Tegu turime n skirtingy elementy ai, a,...,an aibg. Bet kokia sutvarkyta k
elementy (@j1,aj2,...,a) aibe vadinsime gretiniu i§ n elementy po k. Cia galimi 2
parinkimo budai: elementai renkami i§ eilés, kiekvieng parinktajj elementa grazinant
atgal arba renkami negrazinant atgal. 1-uoju atveju turésime gretinius su pasikartojimais,
2-uoju — gretinius be pasikartojimo.

1 teiginys: skirtingy gretiniy su pasikartojimais i§ n elementy po k skaiCius yra
lygus BX = n*.

2 teiginys: skirtingy gretiniy be pasikartojimy i§ n elementy po k skaicius yra
lygus A* = n! _ n(n-1)..(n—-k+1)...1 _n(n-1)(n-2)..(n—k ~1).

(n—k)! (n—k)(n-k-1)
Pavyzdys. turiu skaic¢ius 1,2,3,4. Kiek bus gretiniy be pasikartojimo?
4

A ="=4.3.2=24.
u

Kéliniais 1§ n elementy vadinami tokie junginiai (aj1,aj2,...,@jn), kai j kiekvieng jy
jeina visi duotieji elementai ir vienas nuo kito skiriasi tik elementy tvarka (gretiniai i§ n
elementy po n be pasikartojimy).

3 teiginys: skirtingy kéliniy i§ n elementy skaicius yra lygus Pn=n!=n(n-1)(n-
2)...3:21. Pastaba: P, = A".

Deriniais i§ n elementy po k vadinami tokie junginiai (@j1,aj2,...,aj), kuriuos
sudaro bet kuri duotyjy n elementy dalis, turinti kK elementy (elementy tvarka neturi
reikSmés).

4 teiginys: skirtingy deriniy i§ n elementy po k skaiius yra lygus
cooA AC = KICK.

"kl kl(n-k)' "

5 teiginys: tegu turime Kk skirtingy grupiy. I-oje grupéje yra ni elementy; II-oje
grupéje — N2 elementy; ...; k-toje grupéje — nk elementy. Tada skirtingy kombinacijy
(aj1,8j2,-.,aj), 1 kuriy kiekvieng jeina po 1 elementg i§ kiekvienos duotosios grupés
skaiCius N=n1Nz-... Nk.

Niutono binomas:
(a+b)" =C’a" +Cla"'b+C’a"?b* +C%a"°b® +...+Cla""b" +..+C'b".  Pastaba:
C)+C,+C?+..+C"=2", C! =Cl'+C/*- Paskalio lygybe.C'*=C!=n.
Cl=Cl"’=C?=1.
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Pavyzdys: 15-je egzamino biliety yra po 2 nepasikartojanéius klausimus.
Studentai gali atsakyti tik ] 25 klausimus. Egzamino iSlaikymui reikia atsakyti j abu
bilieto klausimus arba j vieng klausima i$ bilieto ir j vieng papildoma i$ likusiy klausimy.
Kokia tikimybé studentui islaikyti egzaming?

Sprendimas: A={studentas islaikys egzaming}; P(A)=?

Hi={studentas atsakys j abu bilieto kl.}, Ho={studentas atsakys j 1 i$ bilieto kl ir }

duotg papildomg kl i§ visy likusiy.}, Hs={studentas neatsako nei j vieng bilieto

kl.}, Ha={studentas neatsako j 1 bilieto kl ir j papildomg klausimg i$ visy likusiy}.

H,UH,UH, UH, =Q. P(A)=P(A[H1)P(H1)+ P(A|H2)P(H2)+ P(A|H3)P(Hs)+

2
PAIH)P(H)~09359.  P(A|H,)=0.  P(A[H,)=0,  P(H)=%,

30
P(AlH,)=1, P(Hz)zﬁé—g, P(A|H,)=1. Tuomet P(A)=0.9359.

30

I§ tikimybiy daugybos teoremos ir pilnosios tikimybiy formulés iSplaukia svarbi
Bejeso formulé:

Bejeso teorema: jei jvykiai Hi,Hz,...,Hn sudaro pilngjg jvykiy grupe, tai tikimybé:

P(H)P(AI[H;) . — L L .
, J=14n. P(A)>0. Pilnosios tikimybés formulé

P(H,|A) =
ZP(HK)P(AlHk)

P(A):ZP(Al H.)PH,), P(H,) >0, j=1,n. I§ daugybos teoremos turime:
k=1

P(Hj|A)=P(Hj|A)P(A)=P(A|H})P(H;)) =>
P(H))P(A[H;)  P(H)P(AIH)) . —

P(A) ; , J=1n. Si teorema vadinama
Y P(H)P(A[H,)
k=1

hipoteziy tikimybiy teorema. Ivykius Hx vadinsime hipotezémis. Tarkime, kad i§ anksto
zinomos hipoteziy tikimybés P(Hk) (apriorinés tikimybés, t.y. pries eksperimentg) ir
tikimybés, kad jvyks jvykis A, jei jvyko jvykis Hk(P(A|Hk)). Tada remiantis Sia teorema
galima apskaiciuoti tikimybes P(Hj|A) (aposteorinés tikimybés, t.y. po eksperimento),
kad buvo teisinga hipotezé Hj, jei jvykis A jvyko. Si teorema atsako, kaip pasikeité
hipoteziy tikimybés po eksperimento.

Pavyzdys: j surinkimo cechg i§ I-jo automato patenka 60% detaliy, o i§ II-jo
automato patenka 40% detaliy. I-is automatas gamina 80% l-os rasies detaliy, I1-is - 70%
I-os riSies detaliy. | surinkimo cechg pateko I-os rusies detaliy. Kokia tikimybe, kad ja
pagamino I-is automatas?

Sprendimas: A={j surinkimo cechg pateko I-as rasies det}; Hi={detale
pagamino l-is automatas}; H.={detale pagamino II-is automatas}; P(Hi]A)=?

P(H, | A) =

Tuomet pagal Bejeso f-le turime:
3.8
P(H,|A)= P(H,)P(AIH,) =510 _qe63
P(H))P(A|H,)+P(H,)P(A|H,) 3 8 2 7
510 510
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P(H1)=60/100=3/5;  P(H2)=40/100=2/5; P(Hi)+ P(H2)=3/5+2/5=1. Iki
eksperimento hipotezés Hi aprioriné tikimybé buvo 0,6 (P(Hy)=0,6), o po
eksperimento ir jvykio A pasirodymo Sios hipotezés salyginé tikimybé
(aposterioriné) su salyga A, ty. P(H1JA)=0,63. Naujai jvertinome hipotezés
tikimybe.

Nepriklausomi bandymai Bernulio formuléje

Iki Siol nagrin¢jome tikimybinius modelius, kurie praktikoje buvo interpretuojami
vieno eksperimento rezultatais. Dabar nagrinésime eksperimenty serija, apibudinsime tik
paprasciausig nepriklausomy eksperimenty schemag — Bernulio eksperimentus. Jei jvykiai
atitinkantys viena eksperimentg nepriklauso nuo jvykiy, atitinkanciy kita eksperimenta,
tai juos vadiname nepriklausomais eksperimentais. Nepriklausomi eksperimentai, kuriy
kiekvieno metu gali jvykti tik jvykis A arba prieSingas A, vadinami Bernulio
eksperimentais. Visuose Bernulio eksperimentuose tikimybé P(A)=p yra ta pati. Nekinta
ir tikimybé P(A)=1-p=q

Pavyzdys: dézéje yra N rutuliy, tarp kuriy M-balti. Atsitiktinai traukiame rutulj ir
patikring ar jis baltas, gragziname | déze. Po to kartojame eksperimentg. Tai Bernulio
eksperimenty schema. A={iStrauktas baltas rutulys}. Ivykio A pasirodymo tikimybé

kiekviename eksperimente P(A):p:%. Sakykime, kad atlikome n Bernulio

eksperimenty ir P(A)=p, P(A)=q, (p+g=1). Kokia tikimybé, kad jvykis A pasirodys k
karty (0< k<n)?. Sia tikimybe Zymésime Pq(K) (tikimybe, kad atlikus n nepriklausomy
eksperimenty, jvykis A pasirodys k karty.). Irodysime teorema, kuri istoriskai buvo
pirmasis rimtas tikimybinis modelis nepriklausomy eksperimenty schemoje.

Teorema: P, (k) =CXp*q"™*, vk =0,n.

Irodymas: pazymékime jvyki Ax:={k-tajame eksperimente pasirodé¢ jvykis A}.
Viena i§ realizacijy (i n eksperimenty jvykis A pasirodé k Kkarty) yra S$i:
AA, .. A AciAcz...An. Kadangi jvykiai nepriklausomi, tai

P(AA,..A AciAcz...An) = P(A)..P(A)P(Ac)..P(Ar) = p...pa..q = p“q" ™.  Visy
skirtingy realizacijy skai¢ius lygus C', o jy tikimybés vienodos ir lygios p“q"*. Tuomet
i§ adityvumo i$plaukia Bernulio formulé, kad Pn(k)= Cn*p*gq™*. Bernulio formule
iSreikStos tikimybés vadinamos binominiu pasiskirstymo désniu.
Pavyzdysl: loSimo kauliukg metame 10 karty. Kokia tikimybé, kad akuté “6”
iSkris 3 kartus?
Sprendimas: n=10, p=1/6, g=5/6.
1,5,5,; 10-9-8-5’
3 3 7
P10(3) =Cj (E) (7) = —1' 2.3.6 =0.155...
Pavyzdys2: Kas labiau tikétina: laiméti 2 partijas i§ 3 ar 3 partijas i§ 5 zaidziant
jas su lygiaverciais zaid¢jais?
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: 1,1 1 1 3
Sprend : =1/2. PR3 =Ci(5)*==Ci(%)°*=3===.
prendimas:  p=q @) =CI0) 5 =C3() =3 =
erdbydyrsoryr o 8 Ly 5
P =CIL) () =CI() = - () = o Taigi P,(2) > R.(3).

Bernulio eksperimenty schemg galima apibendrinti taip: tarkime, kad kiekvieno
eksperimento metu gali pasirodyti jvykiai AiA2,...,As, kuriy tikimybés pi= P(A1),
p2=P(A2),...,ps=(As) nekinta kiekviename eksperimente, be to p1+ p2+...+ps=1. Sakykime
atlickame eksperimentg. Pazyméje Pn(K1,k2,...,ks) tikimybe, kad jvykis A1 pasirodys ki
karty, ivykis A2 — k2 karty, ..., jvykis As — ks karty, analogiskai Bernulio formulei gauname

n: K K K,
apibendrinta ~ Bernulio f-le: F)n (kl’kz""ks) = K1kl k1 PPy :
1- 2Illl S-
kit+kot...+ks=n— apibendrinta Bernulio formulé. Atskiru atveju:
n! n!
P(k,k,)=——plple=—"_pkq"* =P (k).
n (ki K;) o P P S ok P  (K)

Bernulio formulés asimptotika

(n ir k  dideli). Kai n ir k dideli, Bernulio  f-1¢
I
P (k) =Ckp*q"™* _m p“q"™*  praktiniams skaiiavimams yra nepatogi.

k!(n—k)!
Ieskosime apytikslés formulés, tinkamai jvertinancios tikimybe Pn(K).
Sakykime, kad eksperimenty skai¢ius n — didelis, o jvykiy A tikimybé p=P(A) —
maza. Pazymékime jvykij: Anc:={atlikus n eksperimenty, jvykis A pasirodé k karty}. Cia
k=0..n, n=0,1,2,... Tuomet turime jvykiy serija:

Aoo

Ao, Al

Ao, A21, A2
Ano, Anl, ,Ann.

Pasirinkime n-tgja serijg (atlikta n eksperimenty) ir tarkime, kad $ioje serijoje jvykio
Bn:={n-joje serijoje pasirodé jvykis A} tikimybé P(Bn)=P(A)=pn priklauso nuo serijos
numerio. Vadinasi gauname eksperimenty schemg su kintamomis i$ serijos | serijg jvykio
pasirodymo tikimybémis po, p1,..., pn. Tai Puasono eksperimenty schema.
Puasono teorema: jei n->oo ir pp->0, be to taip, kad np, =4 — 4 <o (artéja |
Ae
k-

baigtinj dydj), tai lim P, (k) = P, (k) = p, (1) = vk =012....
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Irodymas: i§ n; pn—in:pn—ln/ n ir Bernulio f-lés

n' n n n-k __
P00 = o P P = _k),( Fayra- Loy <
A A,
k (1——)" _ (e « (1- )
o MDD A 0T lyg 2 -ty Ko
La-ty a-"ny
n n
Kai n->o0, tai (1—1)(1—2)...(1—1)(1—k—_1)—>1, l”_hi’( n) =(1- /1) 7")””
n n n n n
Lm(l—%”ﬂm{(l—%)(%)y et Tagh  ImP,K)=P,K) =S Fia

e A
k! yra sudarytos lentelés.
Pavyzdys: vidutini$kai kairiarankiai sudaro 1% gyventojy. Kokia tikimybeé, kad
tarp atsitiktinai parinkty 200 gyventojy bus 4 kairiarankiai?
Sprendimas: Jvykis A-atsitiktinai pasirinktas zmogus kairiarankis.
p=P(A)=0,01.
An=np=200-0,01=2, k=4.

-2 04
Tuomet pagal Puasono formule P, ,(4) = ¢ 2

=0,09022.Pagal Bernulio
formule gautume P,,,(4) = 0,0902196.

Sakykime, kad eksperimenty skai¢ius n — didelis, o jvykiy A tikimybé p=P(A) —
néra maza. Tada taikytinos teoremos, kurias pateiksime be jrodymo.
Teorema 2: (Muavro-Laplaso lokaliné teorema): jei tikimybé p pastovi

k—np
vNpq

1,

P (k) - o(X) . ... 1

\/_ — 0, kai n —> 0. Cia ¢(x) e 2 . F-jai ¢(x) yra sudarytos lentelés.
npq

(idealiausia, kai p=1/2, ty.ji néra maza) ir dydis x=

— apreztas, tai
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A 1
V2r1
> x
Vadinasi galima naudotis apytiksle Laplaso aproksimacija
1 k—n
P,(K) = 2

P
vnpq  /Npq

Pavyzdys: elektroninéje schemoje yra 400 vienody elementy. Tikimybé, kad
kiekvienas i jy suges lygi 0,2. Kokia tikimybé, kad per metus sugedo 80 elementy?
Sprendimas:  Taikysime Muavro-Laplaso lokaling teorema, t.y.

P,,,(80) ~ ‘/’éo) = \/%-8 ~ 0,0499.n=400, np=400 0,2=80, k=80, p=0,2 , 4=0,8.

k=np___80-80 _ fupg=./400-02.08 8. Tikslus rezultatas bity:
Jnpg  4/400.0,2-08

P400(80)=Cu00%°-(0,2)%-(0,8)%?° , gauti gana sunku.

Teorema 3: (Muavro-Laplaso integraliné teorema): tarkime, kad n- didelis, o p

. . 't “ a—-np b—np
néramaza. Tada P, (a<k <b)— | p(t)dt >0,n > . Cia X, =—, X, = .
le = % e
f 1} - N . -
Tequl X) = t)dt =———|e 2 dt (Laplaso funkcija). Tuomet, kai n didelis
g l//()!(p() ﬁj (Lap ja)

P (a<k <b) = w(X,) —w(X,). Nesunku pastebéti, kad w(—x) = —p(X).

Pavyzdys: 60% jmonés gaminamos produkcijos yra pirmos rasies gaminiai. Kokia
tikimybe, kad i§ 500 atsitiktinai paimty bus ne maziau, kaip 290 ir ne daugiau, kaip 330
pirmos rusies gaminiy?

Sprendimas:

Jnpg =+/500-0,6-0,4 =10,95. np =500- 0,6 = 300, x, = 330-300 _ 2,74,

10,95
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290 —300

X, =———
10,95

npg = 300-0,4 = w(2,74) — w(—0,915) = y(2,74) + (0,915) = 0,44969 + 0,3199 = 0,8168

=-0,915.

11 skyrius
Atsitiktiniai dydziai

Atsitiktinio dydZio apibréZimas. Pasiskirstymo funkcija

Matematingje erdvéje nagrin¢jame funkcijas, apibréztas realiyjy skaiciy erdvés R
poaibiuose. Sia funkcijos savoka galima iplésti. Tikimybiy teorijoje nagrinéjamos
funkcijos, kurios apibréztos elementariyjy jvykiy aibéje. Tokias funkcijas vadiname
atsitiktiniais dydziais.

Pavyzdys 1. I§ kosmoso j Zemés pavirsiy krinta jvairios dalelés. Daleliy patekusiy j
apibrézta Zemés plota per tam tikra laiko tarpa, skaiius yra atsitiktinis dydis.

Pavyzdys 2. Matuojame atstumus tarp abiejy Zemés pavirSiaus tasky. Matavimo
prietaisus veikia daugybé¢ atsitiktiniy faktoriy: temperatiiros svyravimai, virpesiai, v¢jas ir
t.t. Matavimo rezultatas yra atsitiktinis dydis.

Atsitiktinius dydzius tenka nagrinéti ir jvairiose mokslo ir technikos srityse. Kiekvienas
sty dydziy, veikiant atsitiktinéms aplinkybéms gali jgyti skirtingas reikSmes, kuriy i$
anksto pasakyti negalime. Tod¢l, norint apibudinti atsitiktinj dydj, pirmiausia reikia
zinoti, kokias reikSmes jis gali jgyti. Taciau to nepakanka, kad biity galima daryti kokias
nors esmines iSvadas. ApraSant atsitiktinius dydzius turime zinoti ne tik kokias reikSmes
gali jis jgyti, bet ir kaip daznai, t.y. su kokia tikimybe tos reikSmés jgyjamos.

Atsitiktiniai dydziai labai jvairts. Jy igyjamos reikSmiy aibés gali buti baigtinés,
suskai¢iuojamos ir nesuskai¢iuojamos, reikSmes gali biiti iSsidésCiusios diskreciai arba
uzpildziusios iStisus intervalus. Norint vienu ir tuo paciu bidu uzraSyti tikimybes, su
kuriomis jgyjamos atsitiktinio dydzio reik§mes, natiiralu nagrinéti elementariyjy jvykiy
aibés poaibius, kuriuose atsitiktinio dydZio reikSmés yra mazesnés uz bet kurj realyjj
skaiciy X.

Tarkime (€, F,P)- tikimybiné erdvé. Nagrinésime funkcijas, kurios apibréztos
elementariyjy jvykiy aibéje (2. Jas zymésime graikiSkomis raidémis &,7...0 jy jgyjamas
reik§mes- mazosiomis lotyniS§komis raidémis X,y,... . Taigi nagrinésime tokias funkcijas
E=£&(w), weQ, kurios elementariyjy jvykiy aibe Q atvaizduoja j realiyjy skaiciy aibés
R: Q——R.

1 apibrézimas. VienareikSmé realioji funkcija &=<~&(w), apibrézta aibéje
vadinama atsitiktiniu dydziu, jei su kiekvienu realiuoju x aibé {w|&(w)<x}eF. Sis
reikalavimas turi prasme. Zinome, kad F- tai jvykis, kuriems apibréztas tikimybeé.
Apibrézime nurodytas reikalavimas reiskia, kad su kiekvienu realiuoju x galime
apibiidinti jvykio {w|&(w) < x}tikimybe.

Vadinasi vienareik§mé funkcija &=£&(w), weQ, jgyjanti realias reikSmes,
vadinama atsitiktiniu dydziu, jei su kiekvienu realiuoju X nusakyta tikimybé
P(w|&(w< x). Zymésime F.(X):=P(W|&(X) <X)=P(£<Xx).
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1 apibréZimas. Funkcija F,(x) = P(& < x) vadiname atsitiktinio dydzio & skirstinio
funkcija.
Pastaba. Jei nagrin¢jamas vienas atsitiktinis dydis, tai vietoje F,(X)daZnai
raSoma F(X).
Pavyzdys. Metame simetriska loSimo kauliuka. Tada Q={w,,w,,.w,}.
Apibrésime atsitiktinj dyd;:
0,
£ =¢(w) =1, Cia 0O-jei iskrito 1 arba 2 akutés; 1-jei iskrito 3 arba 4, arba 5 akutés; 2- jei
2.
iSkrito 6 akutés. Kitaip sakant, jei atlikus bandyma jvyko w,, tai &(w,) =0, jei jvyko
ivykis w,, tai &(w;) =3 ir t.t. Matome, kad & jgyja reikSmes 0, 1, 2. Apskaic¢iuosime
tikimybes, su kuriomis jgyja Sias reikSmes:
P(w,)=1/6, i=16.
Atsitiktinis  dydis¢& jgis reikSme 0, jei  jvyksw, arbaw,, todél
{w|é(w) =0r={w, uw,}eF, i§ ¢ia P(S(w)=0)=P(w,)+P(w,)=1/6+1/6=1/3.

AnalogiSkai P(£(W) =1) = P(w,) + P(w,) + P(w;) = %'3 =1/ I
P(&(w) =2) = P(w,) =1/6.

& 0 1 2

p 1/3 1/2 1/6

Vadinasi atsitiktinis dydis jgyja reikSmes 0, 1, 2 su tikimybémis 1/3, 2, 1/6.
Pazymékime funkcijg F(X):

0, kaix <0,
1/3, kai 0 <1
F(X) =P(E<x) = L
1/3+1/2=5/6, kail<x<2,
1 kai x > 2.
F(x+0):tlim0F(x).
F(x)
A
1

A

A

A

v
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Matome, kad pasiskirstymo funkcija F(x) apibrézta visoms realioms X reik§méms,
kinta tarp 0 ir 1, yra mazéjanti, tolydi i$ kairés. Funkcijos atidéjimo taskai yra & igyjamos
reik§mes, Suolio aukstis lygus tikimybei, su kuria dydis & jgyja Sig reikSme.

Pasiskirstymo funkcijos savybés

Atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija visisSkai nusako atsitiktinj dydj. IS
pasiskirstymo funkcijos analizinés iSraiSkos aisku, kurias reikSmes jgyja atsitiktinis dydis
ir kaip tikimybés pasiskirsto pagal Sias jgyjamas reikSmes. Todé¢l svarbu zinoti jy
savybes:

1. Pasiskirstymo funkcija F(x)=P(£<X)igyja reikSmes i§ intervalo [0,1], t.y.
0< F(x) <1. Si savybeé idplaukia i§ F(x) apibrézimo F(x):=P(& < X).

2. F(x) mazéjanti funkcija: kai x, <x,, tai F(x) <F(x,).

Irodymas. Jei X, <X,, tai {w|&(w) < X, }={w|&(w) < x Fu{w]|x, <&(w) < x,}. Kadangi
ivykiai {& < x }ir X, <& <X, nesutaikomi, tai P& <x,)=P(&<x)+P(x <&<x,). I§ Cia seka,
kad P(&<x,)-P(E<x)=P(x, £&<x,)arba  F(X,)-F(x)=P(x, <&<Xx,). Bet
P(x, <& <x,)2>0,todél F(x,)—F(x,)>0arba F(x,)>F(x,).

Pastaba. I§ jrodymo seka, kad P(x, <&<X,)=F(x,)—F(x). Zinome, kad apibrézta
funkcija turi aibe, kai argumentas art¢ja | —ooarba +oo. Pazymékime
XILrpw F(X)=F(—x)ir XILer F(X)=F(+x).

3. F(-©) =0, F(+x)=1. Monotoniska funkcija kiekviename taske turi ribas i§ kairés
F(x—0)ir i§ dedinés F(x+0). Sios ribos nesutampa, kai funkcija F(x) néra tolydi taske
X. Kai F(X,—0)=F(x,), ty. Xﬂmo F(x) =F(x,), tai sakoma, kad funkcija tolydi taske
Xo 18 kairés.

4. Pasiskirstymo funkcija F(x) yra tolydi is kairés, t.y. F(x—0)=F(x), VxeR.

5 P(&<x )=F(x+0), ¥xeR, F(x, +x):XIim F(x).

—Xg+0

6. P(E=x,)=F(x+0)—F(x), VXeR.

7 teorema. Jei Xx,ir X, - bet kurie realieji skaiciai, tai:

P(Xl S§< Xz) = F(Xz)_F(X1)1 P(X1 S§S Xz) = F(Xz +0)_F(X1),
P(x, <& <Xx,)=F(x,)—F(x +0), P(x, <&<x,)=F(x,+0)—-F(x, +0),
P(&2>x)=1-P(£<x)=1-P(x), P(&>x)=1-F(x,+0), kur

F(x)=P(E<x), =12, F(x+0)=P(E<x+0)= lim F(x). Skirstinio funkcija

gali turéti triikio taska x, kuriuose F(x+0) + F(x—0) = F(x+0) — F(x) > 0. Sis skirtumas
vadinamas funkcijos Suoliu taske X.

Skirstinio funkcija turi ne daugiau kaip suskaiciuojama aibg trukio tasky.

Apibendrinimui galima pasakyti, kad pasiskirstymo funkcija F(x) yra reali
vienareik§meé, tolydi i$ kairés ir tenkinanti sglygas F(x) — 0, kai X = —ooir F(x) —>1,
kai x — +oo, funkcija.

Yra teisingas ir atvirkscias teiginys.
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Teorema. Kiekviena reali vienareik§mé F (x) funkcija, kuri

Nemazéja

Tolydi i$ kairés

F(x) >0, X—>—00; F(x) —>1, kai X >+

yra tam tikro atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Diskretieji atsitiktiniai dydziai

I§ wvisy atsitiktiniy dydziy

suskai¢iuojamg aibe reikSmiy.

1$skirsime

tuos,

kurie

igyja baigting arba

1 apibrézimas. Atsitiktinis dydis vadinamas diskreCiuoju, jei visos jy galimos
reikSmés sudaro baigting arba suskaiciuojama aibg.
1 pavyzdys. Metame monetg tris kartus. Iskrito skaiCius- diskretusis atsitiktinis dydis,
kurio galimos reikSmeés 0, 1, 2, 3

Daznai atsitiktinis dydis charakterizuojamas ne skirstinio funkcija, o kokiu nors
kitu budu. Kiekviena tokia charakteristika vadinama atsitiktinio dydzio skirstinio
désniu, jei i$ jos galima gauti skirstinio funkcija.

Diskretyji atsitiktinj dydj galima apibudinti nurodant jgyjamas reikSmes ir
tikimybes su kuriomis jos jgyjamos.
2 apibrézimas. Diskre€iojo atsitiktinio dydzio désniu vadiname visuma pory (X, p;)
kur xi-galimos atsitiktiniy dydziy reik§Smeés, o pi- tikimybés, su kuriomis tos reikSmeés

igyjamos. Be to Z p, =1.

Atsitiktinio dydzio & pasiskirstymo désnj patogu uzrasyti lentele:
(: X1 X2 ... X
Pl=x) |P P2 pi
Cia p,=P(£=x), i=12.ir) p =1

Pasiskirstymo désnis grafiSkai pavaizduojamas sekanciai:
A

p

P2

P4 p1 p3

»
»

2 pavyzdys. Krepsininkas meta 3 baudas. Baudy pataikymo tikimybé p=0,8. Sudaryti
atsitiktinio dydzio- baudy pataikymo skaiciaus pasiskirstymo désnj.

& 0 1 2 3
p 0,008 0,096 0,384 0,512
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Taigi
P(&=0)=C2(0,8)°-(0,2)° =0,008,
P(£=1)=C;-08-(0,2)* =0,096,
P(£=2)=C2-(0,8)*-0,2=0,384,
P(£=3)=C;-(0,8)°-(0,2)° =0,512.
Pastaba. Sakome, kad atsitiktinis dydis & yra pasiskirstes pagal geometrinj désnj,
jeijis jgyja reiksSmes 1, 2, 3...
Su tikimybe P(£=k) = p(l-p)“* k=12,...
Dabar paraSysime diskreCiojo atsitiktinio dydzio ¢ skirstinio funkcija:
F(x):z p,, kur p,=P(&=x),1=12,.. ir sunumeruojame pagal visus indeksus i,

kuriems x; < X.
Tai laipsniné funkcija, kurios triikio taskai yra X, o tarp jy funkcija yra pastovi.
Funkcijos F(x) Suolio dydis taske X; lygus F(x; +0)—F(x;)=p;.

A
A
p
1 <
0,8 B
0,6
0,2
1 2 g 1 2 g
& 0 1 2
P 0,2 0,6 0,2
Atsitiktinio dydzio & pasiskirstymo funkcija atrodys taip:
0, kaix <0,
0,2, kai0<x<l,
F(x) = .
0,8, kail<x<2,
1, kaix > 2.

Absoliuciai tolydieji atsitiktiniai dydzZiai

Be diskreciyjy atsitiktiniy dydziy kita svarbi atsitiktiniy dydziy klasé yra tolydieji
atsitiktiniai dydziai. Atsitiktinj dydj & vadiname tolydziuoju, jei jo pasiskirstymo funkcija
F(x) = P(& < x) yra tolydi. Diskreciojo atsitiktinio dydzio skirstinio funkcija turi pirmo
tipo trikj tuose taskuose X, kuris yra jo galimos reik§més. Jei F(x)tolydi, tuomet
VX, xeR.
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P(=x)=F(x+0)-F(x)=0.
Kadangi F(x) tolydi i§ kaires, tai P(&=x)=F(x+0)=F(x+0)-F(x)=0,
F(x+0)= tIim0 F(t). Kadangi pasiskirstymo funkcija tolydi i§ Kkairés, tai

vx, xeR, F(x)=F(x-0). Taigi P(&=x)=F((x+0)-F(x-0)=0,(d¢l  F(x)
tolydumo).

Tolydieji atsitiktiniai dydziai skirstomi ] absoliu¢iai tolydziuosius ir
singuliarinius. Praktiniuose taikymuose singuliarieji pasiskirstymai nevartojami, todél
toliau nagrinésime absoliuciai tolydziuosius pasiskirstymus.

Apibrézimas: Atsitiktiniu dydziué vadinamas absoliuciai tolydziuoju, jei

egzistuoja neneigiama funkcija p(x) tokia, kad VxeR. F.(x)=P(¢ < x)='[_x p(y)dy.

Funkcija p(x) vadiname atsitiktinio dydzio& tankio funkcija. Tankio funkcija turi $ias

savybes:
1. Tankio funkcija p(x) yra neneigiama ir normuota:
1.1. p(x) >0 (pagal apibrézimg),

1.2. f p(x)dx =1, nes F,(+)=1.
2. Tikimybé, kad absoliuciai tolydusis atsitiktinis dydis jgis reikSme, priklausancia
b
intervalui  [a, b), apibréziama lygybe Pla<&<b)= L p(x)dx,  nes

Pla<&<b)=F,(b)-F.(a)=P( <b)-P(<a)=[ p(yldy—[" p(yddy=

= p(y)dy.

Zinome, kad P(&=x)=0, Vx eR,jei & tolydinis. Todél
Pl@a<&<b)=Pla<&<b)+P(E=b)=Pa<&<b) Analogiskai

Pla<&é<b)=Pla<é&<b)ir Pla<&<b)=Pla<&<h)
3. Jei p(x) tolydi taske x, tai p(x)= % F(x). F(x)= J._X p(y)dy, tai iplaukia i¥ integralo

su kintamu virSutiniu réZiu savybés.
Dél sios savybés tankio funkcija p(x) kartais vadinama diferencialine skirstinio
funkcija, o skirstinio funkcija F(x)- integraline skirstinio funkcija.
PaaiSkinsime  tikimybiy  tankio funkcijos  prasme. IS lygybés
F(x+ Ax)—F(x . P(x<é&<x+Ax . X+AX -
lim ( A)? (x)_ lim ( QZAX ) turime L p(y)dy. Taigi
P(x <& < x+Ax) = p(x)dx. 1!!
jei Ax > 0 kiek norima mazas, tada tikimybé, kad atsitiktinis dydis jgys reikSme i§
intervalo[x, X+AX] apytiksliai lygi tankio funkcijos reikSmés taske x ir intervalo ilgio
AXx santykiuli.
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/ \

X

X AX

Uzbrik$niuotos  figiros plotas lygus P(x<&<x+Ax), o du Kartus
uzbriik$niuotas figtiros plotas lygus p(X)AX.

Apskritai, kiekviena realioji neneigiama funkcija p(x) yra tam tikro absoliuciai
tolydZziojo atsitiktinio dydZio tankio funkcija, jei ji neneigiama ir normuota:

a) p(x)=0,

b) f p(x)dx =1.
Pavyzdys: Duota atsitiktinio dydzio skirstinio funkcija:
0, kaix<l]

F.(x)=F(x)=P(<x) = %(X2 ~x) kail<x<2,

1, kaix>2.
Rasti tankio funkcijg p(x). Nubrézti p(x) ir F(x) grafikus.

F(X) A

v

1 2 X
F(1)=0, F(1—0)=£rlr_10F(+)=O,
F(1+0)=0, F(+0)= lim F(+)=0,

|:(2):%(22 —2):%(4—2):1, F(2+0)=1.

Siuo atveju F(x) tolydi, todél p(x)= F’(x):
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0, kaix<1,

p(x) = x—%, kail< x <2,

0, kaix>2.
o) T
3/2
1/2
1 2 X >

p(1)=0, p(1-0)= lim p(+)=0,

1 1 1 3
1+0)=1-=—=—, 2)=2-—=—,
p(1+0) 55 p(2) =5

Pavyzdys: Atsitiktinj dydj & vadiname tolygiai pasiskirs¢iusiu atkarpoje [a,b], kuriai
priklauso visos galimos jo reik§més, jei tankio funkcija yra pastovi toje atkarpoje. Rasime
tankio funkcija p(X) ir pasiskirstymo funkcija X e[a,b].rasime ja i§ salygos

b b 1 L.
dx = | cdx=1.cx2=1clb-a)=Lc=—.T
L p(x)dx Lc x=1.cx2=1clb-a)=1c - Teigi

0, kaix<a,

p(x) = i, kaia < x<bh,
b-a

0, kaix>h.
Rasime F(x):
kai x < a, F(x)='|‘7X p(y)dy =f 0dy =0.
. a b x 1 1 X—a
kai a<x<b, F(x)= d dy = dy = o Xza
ai a<x<b, F()=] ply)dy+[ plydy =] -—dy=——"—yli=—
X a b X b 1
g, F()=[" ply)dy=[_ p(yldy-+[ py)dy+[ p(y)dy =0+[ ——dy+0=
ai Xx>b, b
:;a:]__
b-a
F(X)A
1

v




o) T

1
bh-a

Y

Atsitiktiniy dydZziy skaitinés charakteristikos

Atsitiktinj dydj visiskai apibiidina jo tikimybiy pasiskirstymo funkcija. Taciau
praktiskai daznai pakanka ir ne tokiy i§samiy atsitiktinio dydzio charakteristiky.

6.1 Vidurkis

Tai viena i§ svarbiausiy atsitiktiniy dydziy skaitiniy charakteristiky. Tarkime N
karty iSmatave dydj &£gavome jo reikSmes X, X,,...X,. Reik§mé X, pasikartojo

k,karty,..., reikSmeé X =Ky karty. Aritmetinis vidurkis
XKy + XK, +..+ X K &k
E= 1M1 2R2 mmzzxi_', (1)
K, +k, +...+k, = N

Kai matavimy skaicius N didelis apibtidina dydZio & galimy reikSmiy grupavimosi centrg
(viduting reikSmg).

Empiringje (1) vidurkio skai¢iavimo formuléje, keisdami santykinj daznj k;/n
tikimybémis p, = P(é =X; ), gausime tikimybiy teorijoje ir matematinéje statistikoje
naudojamg teorinio vidurkio sgvoka. Dabar ja ir apibréSime. Sakykime, kad atsitiktinis
dydis & yra diskretusis su pasiskirstymo désniu:

3 X X s X,

p=PE=x) | p P, - P,

1 apibrézimas. DiskrecCiojo atsitiktinio dydzio ¢  vadiname skaiCiy
E& :in i (2). Tarkime, kad atsitiktinis dydis & tolydusis ir jo tankis yra p,(x).

2 apibrézimas. Absoliuciai tolydziojo atsitiktinio dydzio & vidurkiu vadiname

skaiciy E¢ = [ xp,(x)ax (3)

Apibrézimuose reikalaujame, kad eiluté ir integralas konverguoty absoliuciai.
Vidurkis yra vienetinis tikimybiy masés pasiskirstymo ties¢je centro koordinaté. Tai
atsitiktinio dydzio jgyjamy reik§miy grupavimosi centras.

1 pavyzdys. Dviejy Sauliy pataikymo ] taikinj tikimybiy pasiskirstymo désniai
yra:
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z 10 |9 |8
pi 0,6 0,2 0’2

7 10 |9
g |05 |05

Kuris Saulys taiklesnis, jei taiklumo kriterijus- surinkty tasky vidurkis?

Tarkime &ir 7 - surinkti taskai. Tada vidurkiai:
E£=10-0,6+9-0,2+8-0,2=9,4
En=10-05+9-05=95

Suprantame, pa 10 Stviy pirmasis Saulys surinks vidutiniSkai 94, o antrasis 95
taskus. Sio kriterijaus pazifiriu antrasis Saulys yra taiklesnis.

2 pavyzdys. Tikimybé, kad variklis uzsives pasukus raktu, lygi p. Kiek
vidutiniskai karty reikés pasukti raktu, kad variklis uzsivesty?

Tarkime, rakta pasukome ¢ karty. Kadangi, tai Bernulio eksperimentai (atlikus

cksperimenta jvyksta A arba Air pasirodymo jvykio tikimybé A pastovi) tai
¢ pasiskirstymo désnis yra metrinis: P(f = k) = pg“?, vk =1, g =1- p. Vidurkis

. 1-q+q _p p 1
E k k K - = - _P_*
&= § P& =k) = § pg* p(Eq) ( q} p(l 0F a-af p’ p

Alsku, jei t1k1mybe p maza, tuomet vidutinis bandymy skaicius kad variklis
uzsives yra didelis.

Toliau aptarsime atsitiktiniy dydziy funkcijos vidurkiy skai¢iavimg. Tarkime, kad
atsitiktinis dydis £yra diskretusis ir 7= f(&). Pritaike vidurkio apibrézima, gauname

En+Ef (f) = Z Y, P(77 = yk) (4) Taciau, prisiming atsitiktinio argumento funkcijos
K
pasiskirstymo skaiciavimg, gausime: E7+ Ef Zf Xk cf Xk (5) Taigi, norint

apskaiciuoti atsitiktinio argumento funkcijos 77 = f(é) vidurkj, nebiitina Zinoti atsitiktinio
dydzio n pasiskirstymo désnj, pakanka Zzinoti tik atsitiktinio dydzio & pasiskirstymo
désnj.

Jei atsitiktinis dydis & absoliugiai tolydusis su tankio funkcija p,(x)ir atsitiktinis

dydis 7= f(£), tai En:_[: yp,](y)dy (6) arba, kaip ir diskregiuoju atveju

En=[_f(p.(x)y (7)

3 pavyzdys. Kvadrato krastinés ilgis & tolygiai pasiskirstys intervale (0,2). Rasti
Sio kvadrato ploto viduting reikSmg.

1/2, 0<x<2,
pg(X)=
0, xeg(0,2).
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Kvadrato plotas n=_E&% Panaudoje (7) formule, gausime
1x3, 4

g2 [Py2 2,2 1 _
En=E& _Lox pg(x)dx_J‘ox S =T li=3

23103

Tarkime, kad (£,7)- dvimatis atsitiktinis vektorius ir atsitiktinis dydis &= f(&,7).
Tuomet analogiskai vienmaciui atvejui

(8) Eé’:Ef(f,n):zzf(xi,yj):’(f:xi,n:yj),kai gir n- diskretieji atsitiktiniai

dydziai, ir (9) E¢=Ef(£&,n)=[ [ f(xy)p.(x y)ixdy, kur p,(xy)- atsitiktinio
dydzio ¢ tankio funkcija, o &ir i tolydieji atsitiktiniai dydziai.

6.2 Vidurkio savybés

Tarkime, kad atsitiktinio dydzio & vidurkiai egzistuoja. Tuomet i§ eiluciy ir integralo
savybiy gausime pagrindines vidurkio savybes.

1.

SAVYBES:
EC=C, C-konstanta. Tikrai, mes pastovy dydi C imame nagrinéti kaip diskretyjj
atsitiktinj dydj £su P(£=C)=1. Tuomet E£=C-1=C

|ECISE[S]

Jei £>0,tai EE>0,tai seka i$ apibréZimo.

Bet kuriems atsitiktiniams dydziams £ir 7, E(f + 77): EE+En. Sig savybe
jrodysime absoliuciai tolydiesiems atsitiktiniams dydziams. Pasinaudoje (9) formule,
atsitiktiniams dydziui {=&+7, gauname

EE+n)=]" [ (x+y)p.06y)dxay =[" x([” p,(x y)dy)dx+
[y po o y)dxdy = [ xp (dx+[" y, (y)dy = EE+ Enp.

Tegul &y &y - bet kokie atsitiktiniai dydziai. Tuomet

E(G &0 &) =ES +ES +..+ES)).
Jei atsitiktiniai dydziai & ir n nepriklausomi, tai E&np=ES+En.Sia savybe
jrodysime diskretiems atsitiktiniams dydziams. Jei £ir pnepriklausomi, tai
P(f =X,n= Yj): P(s = Xi)P(n: yj)Tuomet
Esn =Y > xy,PE=x.m=y,)= X X xyPE=x)Plr=y,)=

i i

= inP(§ =X )Z yJ'P(77 = yj'):EéKEU-

i i

Ecé =cEE. Ecé =) oxp; =c) X p, =CEE. &- diskretusis atsitiktinis dydis.
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Dispersija

Atsitiktinis dydZzio (a.d) & vidurkis EE apibudina reikSmés grupavimosi centrg. Dabar

apibrésime iSskalidymo Sio centro atzvilgiu charakteristikg- dispersija.
1 ap. A.d. dispersija D vadiname $io dydzio nuokrypio nuo vidutinio kvadrato vidurki:

DE=E(§-E€).
IS apibrézimo iSplaukia:

DE=D (x —E&)’P(E =), kai & diskretusis dydis ir

D¢ = [(x—E&)’ p,(x)dx, kai & tolydusis ad.

2 ap. A.d. & standartiniu nuokrypiu arba standartu vadiname kvadrating Saknj is$

dispersijos o =/D&

Standarto o dispersija sutampa su dydzio & dispersija.
Pvz. Turime a.d., tolygiai pasisikirs¢iusj intervalw (a,b):

1/(b—a), xe(a,b) .. ) .
p.(x) = . Apskai¢iuosime dispersija:
0, xeg(a,b)

E&= j: Xp, (X)dx = Eﬁ j:+ j::j: Xp, (x)dx =

2
a pb-a b—a 2 2(b-a) 2
™ a+b,, h,ooa+by, 1 B
Df—Lo(x—T) pg(x)dx—L(x—T) k=

_ é(ﬁxzdx—(am)ﬁxdx+%(a+b)2j:dx) _

1 (b3—a3_(bZ—aZ)(b—a)+(b—a)2(b—a>j:

“b-a 3 2 4
_(b*+ab+a® (a+b)’ +(a+b)2 B
3 2 4
_4b®+4ab+4a”®-3a’-6ab-3b* a’-2ab+b® _(a-b)’
12 12 12
Standartas

_ /pz_lp-2 _b-a
TP = 2

Dispersijos savybés

DEE(SEH

DE>0
DEEZ-(EL’
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IS apibrézimo seka, kad

DE=E(&FEY*=E(&-EEL+(EYH)=ES-EQEY+E(EL =EL-2EEEHEY’=
=E&-(EQ*=EL-EZ

DC=0. Tikrai DC=E(C-EC)?>=E(C-C) ?>=E0=0.

Jei a.d. & ir n nepriklausomi, tai D(&+7r)=D<&+D, jei EEn=EEn. IS tikryjy
D(&+m)=E(&+ -E(&+1))*=E(&+ rEGEn)*=E((S&EQ+(-En))*=E(SEQ*+2E(SEL(1-
En)+E(1-En)>=D&+D, nes jei & ir m nepriklausomi, tai E(&-E&E(7-E 77)=0*0=0.

1 iSvada. Baigtinio skaiCiaus kas du nepriklausomy dydziy sumos dispersija yra lygi
dispersijy sumai:

D(Y.4) =3 DS

2 igvada. D(&+C)=D&+DC=DE.

1 pvz.
Atsitiktinis  dydis & pasiskirstes pagal Ko$i  pasisikristymo  désnj, t.y.
p.(x)= ;2, X € R. Koks bus $io désnio vidurkis ir dispersija?

1+ Xx°)

E€ egzistuoja tada, kai fo | x| p (x)dx < oo.
Kosy pasiskirstymo atveju

_[ Ix dx J-ao xdx _ _[ d(1+x)
ﬂ(

1+ x%) LT 1+ x°

=1|n(1+ X*)|5 =0
T

Taigi integralas diverguoja. Vidurkis neegzistuoja, kartu neegzistuoja ir dispersija.
Aukstesniy eiliy momentai

Be jau nagrinéty skaitiniy charakteristiky vidurkio ir dispersijos atsitiktinius dydzius
apibtdina ir kitos skaitinés charakteristikos.

1 ap. A.d. &, k-osios eilés pradiniu momentu A, vadiname jo k-ojo laipsnio vidurkj, t.y.
M=EEX, k=1,2,3... I§ §io apibrézimo seka tokie teiginiai:

Jei a.d. & yra diskretusis, kurio paskirstymo désnis yra toks:

}‘; X1 X2 .. Xn

P(&=xi) P1 P2 Pn

tai jo k-asis pradinis (paprastasis) momentas
A, =EE“ =) x{p;, 0 absoliutusis pradinis momentas B, =E|&[=) | x, p..
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Jei ad. & yra tolydusis su tankio funkcija p.(x), tai 4, = E&X =f x¥ p. (x)dx, 0

absoliutusis pradinis momentas B, =E|&|“= j|x|" p;(X)dx. Pirmos eilés pradinis

momentas yra jaunagrinétas vidurkis. Toliau apibréSime centrinius momentus.

2 ap. A.d. &, k-tosios eilés centriniu momentu g, vadiname jo nuokrypio nuo vidurkio k-
tojo laipsnio vidurkj, t.y.

i, =E(E-E&)  k=23... 1, =0 bet kokiam &,

Kai a.d. & yra diskretusis, tai z, = E(5—E&)" =) (x —E&) p;, o jei ad. & tolydusis,
tai 1 =E(-E&" =] (x~E&"p, (x)dx

Analogiskai apibréziami ir k-tosios eilés centriniai absoliutieji momentai:

v, =E|§-E£['= Y| % —E£ [P,

k_ [” k
v =E|&-E&[ =] |x—E&[p,()dx
Antros eilés centrinis momentas yra jau nagrinéta dispersija. Paminésime kitas praktikoje
daznai taikomus a.d. skaitines charakteristikas.
Trecios eilés centrinis momentas g, apibudina a.d. asimetrikSmuma. Todél skaiciy

V= ﬂ—g vadiname asimetrijos koeficientu.
(o}

Jei pasiskirstymas simetrikSas vidurkio atzvilgiu, asimetrijos koeficientas y, =0.

Skaic¢iy 7, =ﬂ—j—3vadiname ekscesu. Jis apibiidina pasiskirstymo tankio kreives
o

smailiavirsiiniSkuma.

3 ap. Ad. & p-tos eilés kvantiliu vadiname skaiiy Xp, kuris tenkina salyga

F.(x,)<p<F.(x,+0),0<p<l.

Kai ¢ yra tolydusis a.d. p-tos eilés kvantilis yra lygties F.(x,) = psprendinys.

A

v

Fg(xp) = P(§< Xp)
P <x,)<p< lim F.()
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Vienas i$ kvantiliy yra mediane x12 t.y. F(X12)=1/2. T.y. P(§<x12)=1/2.
A

1/2

v

1/2

Dvimacio atsitiktinio dydZio skaitinés charakteristikos. Koreliacijos koeficientas

Vidurkio ir dispersijos neuztenka norint apibudinti dvimatj a.d. Praktikoje daznai
naudojamos charakteristikos nusakancios rysj tarp dydziy & ir m. Tai koreliacija ir
koreliacijos koeficientas.

1 ap. Dviejy a.d. & ir n nuokrypiy nuo jy vidurkiy sandaugos vidurkj vadiname a.d. & ir n
kovariacija ir zymime Cov(&, n)=E(&E&)(n-En).

Savybés:

cov =D

cov(& n)=cov(n,&) (simetriSkumo savybé)

2. Dydzius § ir n vadiname nekoreliuotais, jei cov(&,77)=0.

3. Jei a.d. € ir n nepriklausomi, tai jie yra nekoreliuoti, t.y. cov(&,7)=0.

IS tikryju:  cov(&n):=E(SEQ(n-En)=E(Sn-SEn-nES+ECEn)=ESn-ESEn=EER-
E&En=0. Taigi cov(& n):=E(&ES(n-En)=E&n-EL&ER=0. Atvirkstinis teiginys yra
neteisingas. Jei cov(¢ 7)=0, tai nereiksia, kaad a.d. & ir n yra nepriklausomi.

4. Cov(C1&+Ca&,n)=Cicov(&r, n)+Cocov(&, 7).

|cov(& m)|<=+/DéDn

3 ap. Dviejy a.d. & ir n koreliacijos koeficientu vadiname dyd;j
p(ETT) = cové,np _ E(E-ES(n—En)

VDD JE(E-E&)E(n-En)’
Koreliacijos koeficientas yra kikybiné a.d. & ir n priklausomybés charakteristika.
Savybés.
|o(& n)|<=1. Tai i$plaukia i§ 5 savybés.
Jei a.d. & ir n nepriklausomi, tai p(§,n)=0.
|p(§n)|=1 tik tada, kai tarp & ir n yra tiesiné priklausomybé t.y. n=a&+b ir atvirksciai, jei
n=a&+b, tai p(&,n)==1.
Koreliacijos koeficientas apibudina tiesinj tikimybinj rysj. Jei p(&n)>0, teigiama
koreliacija: vienam dydziui didéjant, antras turi tendencijg didéti. Jei p(§,n)<0 neigiama
koreliacija : vienam dydziui did¢jant, kitas turi tendencijg mazéti.
Dabar panagrinésime tris svarbius teoriniu pozitiriu ir praktikoje pasiskirstymo désnius.
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Normalusis (Gauso) pasiskirstymo désnis

Tai labai svarbus tolidziyjy pasiskirstymy pavyzdys.

Ap. Sakome, kad a.d. & pasiskirstes pagal normalyjj désnj, jei jo tankio funkcija
_(x-a)?

e 2 xeR.

1
p: (X) =p(x) =
: 4 \N2ro
Parametrai aeR, oeR. Simboliskai zymime & —N(a,o). Pasiskirstymo funkcija

(y-a)

.00 =D(x;n,0) = [p(y)dy =
Vidurkis. -

{- (X )}dx Panaudoj¢ keitinj (x-a)/c=t ir Puasono

o0 1 o0
E& = | Xp(X;a,0)dx = Xe
3 Iw p(xa,0) TML X
1,
integralg fe 2"t = N2rm

Gauname

1 e ot 1 . L
EEf=——— ot+a)e 2dt=—(o| te 2dt+al e 2dt)=
¢ \/ELO( ) \/g( Lo Lo )

1
=——aJ2r =a.
\N2r

Taigi a=E¢.

Dispersija.

C(x= a)°
DE=E(¢-E£)2=E (E-a)’= \/i [" (x-a)e " dx=(1). (x-a)lo=t, todel dx=olt
O

2 oy 206° o, -
1)= t e zdt——az t2e 2gt=—22 [Ttde 2 =
@ I \/27[ ‘[0 27 jo
262 v 202 /272_ o '
—_ o te 2 ‘ /—I —\/ﬂ T = o?. Taigi parodéme, kad DE=E(E-a)>=c".

Taigi parametrai, esantys a.d. & apibrézime, turi tokia tikimybing prasme:

a-yra a.d. & vidurkis. o- standartas o=vo’ , kur o’ a.d. & dispersija. Normalyjj a.d.
visiSkai nusako vidurkis ir dispersija.
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Asimetrijos koeficientas.

_(x-a)?
Y, = 63,;13—E(§ a)’ = \/_I(X a)’e 2°° dx=0. Kadangi pointegriné¢ f-ja

nelyginé. Tuomet 7, =0. Ekscesas
_(x-a)?
72:%—3 14 \/_I(x a)'e 2o dx-3=
11 %, -5 1 .
=— t'e 2 dt-3=——1(- o’ |t’de *°)-3=
oo 27['([ o'’ oer '([
'[2 6 0 _i t2
e 2°t2dt—3=— o’ [tde 2 -3= e 20°dt—3=
23] et e ]
tZ
ije 2 gt —3-— 0 Y27 _3_3_3_0
27 N2 2

Taigi 7, =0. Imkime atskira atvejj, kai a=0, o=1,ty. & - N(0,1).

Tai standartinis normalusis pasiskirstymas. Jo tankis
1 2
P(X)=p(x01) =— , XeR,ir pasiskirstymo funkcija

2

\/_
d(x) = d)(xOl)_Ti 2" qu. Funkcijoms o@(X)=p(-x) ir ®(x)=1-d(-x) yra

standartinés lentelés.

A 4 O(X)

v

D) = e 2 du 1/2.

L

labai daznai skaiciavimuose naudojama Laplaso f-ja:
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Y(x)= du, Y(-x)=-¥Y(x). Teisinga lygybé

Ti :
Plu<é<b)= ‘P(b_—mj_q{%) @), M=ES Tikrai, nes

o)

1 b (x-m)?
e 2 dx=
o~ 2r '!:

Pu<é<b)= j.gp(x;m,a)dx =

7

a-m

1o b et (b—mj (a—m)
m!edt !edt\Pa ¥ =
1 pav. Gamykloje pagamintos detalés ilgis & - N(24,6;0,2). Jei detalés ilgis yra intervale
24-25 cm, tai ji atitinka techniniams reikalavimams. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai
paimta detalé atitinka reikalavimams ?
a=24, b=25, m=24,6 , 5°=0,04 .
25—24,6)_T[24—24,6
0,2 0,2
=¥(2)+¥Y(3)=0,4772+0,4986 = 0,9758.
Sios tikimybeés statisitinis aiskinimas: techninius reikalavimus vidutinigkai atitinka 97,58
proc gaminiy.
c-my taisyklé. Kai & - N(m,o) gauname Sitokj nuokrypio nuo vidurkio tikimybés
jvertj: P(|-m|<tc)=2P(t), t>0. Tikrai panaudoj¢ (1), gauname:

P(24 < £ < 25) :‘P( Jz‘P(Z)—‘P(—3)=

P(l&-m|<to)= P(m-to<&<m+to)=
m+to—m m—to-m
=y () =
=Y(t) - lP(—t) =Y(t)+ ‘P(t) =2¥(t)
Atskirais atvejais, kai t=1,2,3

tai
0,68,t=1,
P(|&-m|<tc)=2¥(t)=40,95 , t = 2,
0.997,t=3

Tai rodo, kad normalusis dydis smarkiai koncentruotas vidurkio aplinkje.
InZinieringje praktikoje daZniausiai naudajame 2c taisykle.

Pastebésime, kad normalieji a.d. yra stabilis sudéties operacijos atzvilgiu: jei
nepriklausomi a.d. & - N(myo1), n - N(mz,62), tai &+n - N(mi+my; Jof +o7 ).
Normalusis désnis labai daznai naudojamas praktikoje. Jis gerai apibiidina gyvy
organizmy antropologinius duomenis (iigj, svorj, krurtinés apimtj), molekuliy judéjima
dujose, viduting oro temperatiirg pasirinktame rajone, atsitiktinio triukSmo lygj, prietaisy
paklaidas ir t.t.
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Binominis ir Puasono deésniai

Sie désniai yra diskre¢iyjy pasiskirstymy pavyzdziai.
1 ap. Sakame kad ad. & pasiskirstes pagal binominj désnj, jei
P(E=k)=C'p*q"™*, q=1-p,vk=0,n. Désnis priklauso nuo abiejy parametry: n ir

O<p<I. Slmbohskla raSoma & @ - B(n,p). Norédami apskaiciuoti skaitines
charakteristikas, §j dydj iSreiSkime nepriklausomy ir vienodai pasiskirsCiusiy a.d. suma:

E=&1+&at.. . +En.

Kikevieno dydzio pasisikirstymo désnis yra §is:

g |1 0
p q
Vi, i=1n.
Vidurkis

EEE(L+&H+...+&H)=ESL+ESL .. +E&H=nE1=np, nes E&=1p+0g=p. Savo ruoztu
DED(G+E+...+&)= D&a+..+D&= nDi=n(E&2-( E&)  2)=n(1%p+02g-p?)=n(p-
p)=np(1-p)=npg. o*=npg, o =+/npa.

Analogiskai trecios eilés centrinis momentas:
Hy =E(& - Ef)a :ZE(é:i - Eé:i)s = ZE(fi - p)3 =nE(S, - p)3 =
i=1 i=1

=n[(t- p)* p+(0- p)*qJ=nlt- p)p(t- p)? - p*q]=npafa- p)* - p?]=
=npafl-2p+ p* - p*|=npa(t-2p).
Asimetrijos koeficientas
y, =#a _NPAU=2p) 1-2p

=

o®  npgnpg /npq

Bernulio formulés P, (k) =C!p“q"*isplaukia, jog Sis désnis naudotinas Bernulio
eksperimanty schemoje, kai sprendziamas uzdavinys: atlickame n eksperimenty. Kokia
tikimybeé, kad jvykis A pasirodys k karty, jei kiekviename eksperimente P(A)=p.

Kai eksperimenty skai¢ius n didelis, o tikimybé p maza, naudotina Puasono
aproksimacija, o kai n didelis o p néra maza, tinka normaliné aproksimacija (Muavro ir
Laplaso teorema).

2 ap. Sakome, kad ad. & pasiskirstes pagal Puasono désnj jei

ﬂk -2
P(&=k)=
Zymésime & - P(A). Vidurkis

/Ik ) L yhn
E&= Zka(f X) = Zk =8 & (k1)

Vadma51 Puasono pa51sk1rstqu visiSkai apibiidina jo vidurkis.
Dispersija:

Kai p=1/2 (simetrikskas pasiskirstymas) y, =1. I§

, vk =0,00. Désnis priklauso nuo vieno parametro A>0. Simboliskai

=e*Je* = 1. E&=.
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1% =

Zﬂ/k - 2 —/1
D& =E&? —(E&)° _Zk o Z(k 1+1)(k D

o’ 2 A 2 | 2x A }
[ j_ﬂ =€ (ﬂé(k—z)' z(k 1>'j

2.k _)<k 1! Zl<k—1)!

k=1
—e (et +eN)- A=V +A-AF =1
D&=A. Puasono désnis yra stabilus sudéties atzvilgiu: sudédami du nepriklausomus

Puasono a.d., gauname Puasono dydj, t.y. jei

E - P(M),m - P(h),tada
—(A+42) m
F’(f+77:m):e o (n/ﬁ+ﬂ«z) ty. E+n - P(u+h).
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