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1 Aibiy atvaizdziai

Aibés savoka yra pirminé ir neapibréziama naudojant kitas savokas. Ja ga-
lima tik paaiskinti sinonimais bei pavyzdziais. Aibe vadiname rinkinj kokiy
nors objekty, sujungty j vieng visuma pagal kurj nors pozymj. Taciau prak-
tiskai apibudinant aibes, nurodant jy charakteringajj elementy pozymj, su-
siduriama su sunkumais, kurie susije su kalbos nevienareikSmiskumu. Todél
matematikoje buvo sukurtos aibiy teorijos aksiomatikos. Juy ¢ia nenagrinési-
me.

Objektai, kurie sudaro aibe, vadinami aibés elementais. Aibé, neturinti né
vieno elemento, vadinama tu$cia ir Zymima (). Sutarta, kad tuscioji aibé yra
kiekvienos aibés poaibis. Jeigu aibe sudaro baigtinis elementy skaicius, tai
aibé vadinama baigtine. Tuscioji aibé pagal apibrézimg yra baigtine. Jeigu
aibe sudaro begalinis elementy skaicius, tai ji vadinama begaline. Aibé, kurig
sudaro vienas elementas, vadinama vienelemente.

1.1 apibrézimas. Sakykime, X, Y yra dvi aibés ir nurodytas désnis (tai-
syklé), kuris kiekvienam x € X priskiria vienintelj y € Y. Tas désnis (tai-
syklé) yra vadinamas aibés X atvaizdZiu aibéje Y ir Zymima f: X — Y
f:X32— flx)2Y;y=f(x), z€X.

Atvaizdzio sinonimai yra terminai funkcija, operatorius, atitiktis, trans-
formacija. Elementas y = f(x) yra vadinamas funkcijos f reiksme taske x,
aibé X — funkcijos f apibréZimo sritimi (Zymime D(f)), aibé y — funkcijos
f kitimo sritimi, aibé R(f) := {f(z) € Y: x € X} — funkcijos f reikSmiy
sritimi.

Jei AC X, BCY, tai aibé
f(A) :={f(x) eY: = €A}
yra vadinama aibés A vaizdu, o aibé
f7i(B):={z e X: f(x) € B}
— aibés B pirmavaizdziu. Jeigu B = {y}, tai aibé
fHy) =z fl2) =y}

yra vadinama elemento y pirmavaizdZiu.

Jeigu f(X) =Y, tai atvaizdis f yra vadinamas aibés X siurjekcija i aibe

Y arba aibés X atvaizdziu j aibe Y. Vadinasi, f: X — Y yra siurjekcija, jei
visiems y € Y egzistuoja x € X toks, kad f(z) = y.
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Jeigu f: X — Y, Voy, 9 € X, 21 # a9 turime, kad f(x1) # f(x2),
tai atvaizdis f vadinamas aibés X injekcija aibéje Y. Arba, jei visiems
y € f(X) CY egzistuoja vienintelis x € X toks, kad f(z) = v.

Jeigu f: X — Y yra ir injekcija, ir siurjekcija, tai atvaizdis f yra vadina-
mas bijekcija arba abipusiskai vienareiksmiu atvaizdziu ir zymima f: X SY.

Jeigu f: X S Y tai funkcija f~1: Y 3 f(z) — 2 yra vadinama funkcijos
atvirkstine.

Aisku, jei funkcija f néra bijekcija, tai jai atvirkstiné neegzistuoja. IS
tikryjy, jei f néra injekcija, tai kazkokiam elementui y € Y gali atitikti
keletas elementy x i$ aibés X, o tai priestarauja funkcijos apibrézimui. Jei f
néra siurjekcija, tai aibéje Y bus elementy, kuriems X néra pirmavaizdziy,
t.y. Siems elementams atvirkstiné funkcija neapibreézta.




Paveikslélyje (a) pavaizduotas rySys néra funkcija. Paveikslelyje (b) —
funkcija, paveikslélyje (c) — siurjekcija, paveikslélyje (d) — injekcija, o pasku-
tiniame — bijekcija.

1 pvz. Tarkime X =Y =R ir f(z) = 32 —2, x € R. Tada f yra
bijekcija. Atvirkstine funkcija bus z = (y +2)/3.

2 pvz. Tarkime, kad X =Y = R. Funkcija f(x) = 2° néra siurjekcija,
nes neigiami skaiciai i§ Y = R néra vaizdai elementy is X =R, kai f: X —
Y.

3 pvz. Tarkime, kad X =Y =R ir

fla) = {2x—1, r <0,

x, x> 0.

Si funkcija néra siurjekcija, nes aibés X vaizdas nesutampa su aibe Y, t.y.
egzistuoja tokiy y € Y, kurie nepriklauso f(X).

4 pvz. Raskite bijekcija, t.y. abipusiskai vienareikSmj atvaizdj, tarp
aibiy X ={1,2,3,...}ir Y ={2,4,6,...,2n,...}.

Kiekvienam aibés X elmentui n priskiriame aibés Y elementg 2n. Taigi
sukonstravome bijekcija f: X — Y, kurios analiziné israiska f(n) = 2n.

5 pvz. Raskite bijekcija tarp aibiy X = [0,1] ir Y = [a, )], a < b.

Pasinaudoje tieses lygtimi per du taskus, t.y.

Yy—th T I

Y2—Y1 T2—I
ir paéme y; = a, yo = b, 1 = 0, o = 1 gausime, kad atvaizdis f(x) =
a+ (b — a)zx yra bijekcija.

6 pvz. Irodykite, kad funkcija f: R — R apibrézta lygybe f(z) =
23 — x + 1 néra injekcija.

Kadangi f(z) = x(2? — 1) + 1, tai f(1) = 1 ir f(-1) = 1. Dviem
skirtingoms argumento reikSméms gauname tg pacig funkcijos reikSme. Todél
si funkcija néra injekcija.

7 pvz. Ar funkcija f: N\{1} — N apibrézta lygybe f(n) = n + (—1)"
yra bijekcija?

Ji nebus bijekcija, nes néra siurjekcija. Funkcija f aibe N\{1} atvaizduoja
i N\{1}, t.y. f(N\{1}) = N\{1}, o ne f(N\{1}) = N kaip turéty buti
siurjekcijos atveju.

Uzduotys

342, kaix <0,

1. Ar funkcija f: R — R, apibrézta lygyb =
r funkcija f — R, apibrézta lygybe f(x) {4_% kai 2 >0

yra injekcija?



r—1, kaix <1,
2. Tarkime, f: R — R, apibréztalygybe f(z) =S ax +b, kaiz € (1,2),
rx+1, kaiz>2
Parinkite a ir b taip, kad funkcija buty bijekcija.
x, kai z € (—00,0),
3. Ar atvaizdis f(z) = { —2?, kai z €[0,2), yra siurjekcija,
r—1, kaiz €2, +00)
injekcija, bijekcija is R j R?
4. Trodykite, kad funkcija f: [1,00) — [0,00) apibrézta lygybe f(z) =
x — % yra bijekcija.
5. Ar funkcija f: R — R apibrézta lygybe f(x) = min(z, 2?) yra siu-
rjekcija?
6. Irodykite, kad funkcija f: R — R apibrézta lygybe f(x) = 2% + 2z +1
yra injekcija.
7. Ar atvaizdis f(2) = z + (=1)* yra bijekcija i§ Z j Z? Cia Z yra
sveikyjy skaiciy aibé.
8. Pazymeékime lyginiy skaiciy poaibj is Z raide L. Sukonstruokite bijek-
cijgis L i N.
9. Sukonstruokite bent viena bijekcija tarp [0, 1) ir [0, co).

10. Ar funkcija
x, YRS Q7
flx) =
—z, xe€R\Q

yra bijekcija? Cia Q yra racionaliyjy skai¢iy aibeé.
11. Sukonstruokite bijekcija i QN [a,b] i Q N [c,d]. Ciaa < b, c < d, Q
— racionaliyjy skaiciy aibe.

2 Ekvivalancdios aibés

Paméginsime rasti budus aibéms palyginti pagal ju elementy gausuma.

Jei turime dvi baigtines aibes A ir B, tai nustatyti, kurioje is jy daugiau
elementy, galime sSitaip. Suskaiciuokime aibés A elementus, t.y. kiekvienam
aibés A elementui priskirkime is eilés po vieng naturalyjj skaiciy. Ta patj
padarykime ir su aibés B elementais. Palygine vienos ir kitos aibés elementy
skaiciy, galésime pasakyti, kuri i$ aibiy turi daugiau elementy, o gal abi turi
ju po lygiai. Pastebésime, kad tvarka, kuria skaiciuosime elementus, visai
nesvarbu. Taciau galime palyginti abiejy aibiy elementy skaic¢ius ir neskai-
c¢iuodami jy elementy. Tuo tikslu pakanka kiekvienam aibés A elementui
priskirti lygiai vieng aibés B elementa. Jei liks aibés A elementy, tai joje



yra daugiau elementy, negu aibéje B. Pagaliau, jei neliks nei vieno aibés A
ir nei vieno aibés B elemento, tai abi aibés turi vienoda elementy skaiciy.
Pastaruoju atveju tarp abiejy aibiy bus nustatyta abipusiskai vienareiksme
atitinkamybé, t.y. bijekcija. Kokia tvarka priskiriame vienos aibés elementus
kitos aibés elementams, — mums vistiek, svarbu tik, kad egzistuoty abipusis-
kai vienareikSmeé atitinkamybé.

Nagrinékime begalines aibes. Kaip jas palyginti? Mes negalime kalbéti
apie ju elementy skaiciy, kaip baigtiniy aibiy atveju. Kiekybine bet kokios
aibés charakteristika, kuri apibendrina aibés elementy skaiciaus savoka, yra
aibés galia.

2.1 apibrézimas. Dvi aibés vadinamos ekvivalencéiomsis arba vienodos ga-
lios, jei tarp jy galima nustatyti abipusiskai vienareiksme atitikty. Aibiy ek-
vivalentumg Zymésime A ~ B.

Taigi, juy palyginimui, kaip ir baigtiniy aibiy atveju, pakanka sukonstruoti
bijekcija.

Dvi baigtinés aibés yra ekvivalencios tada ir tik tada, kai jos turi ta
patj elementy skaiciy. Kiekvienai aibei priskiriame simbolj, kurj vadinsime
aibés kardinaliniu skaic¢iumi arba galia. Baigtinés aibés A galia laikysime jos
elementy skaiciy N4 ir raSome card A = N4. Tuscia aibé () turi galig lygig
nuliui, t.y. card @ = 0.

Nusakant abiejy aibiy ekvivalentumg, pakanka nurodyti bent viena abi-
pusiskai vienareikSme atitiktj tarp siy aibiy.

1 pvz. Raskime bijekcija tarp aibiy Z ir N.

Funkcija

z €7,

£(2) 2z+1, kaiz >0,
zZ) =
! 2|z|, kai z <0,

(t.y. mneneigiamam skai¢iui z > 0, z € Z, priskiriame nelyginj naturaluji
skaic¢iy 2z + 1, o neigiamam skaiciui z < 0, z € Z, — lyginj naturalyjj skaiciu)
yra bijekcija tarp aibiy Z ir N.

Funkcija
n
fa(n) = [5] (=)™, neN
irgi yra bijekcija tarp aibiy N ir Z. U

2 pvz. [rodykite, kad aibés R ir (0,1) yra ekvivalencios. Pakanka su-
konstruoti bent viena bijekcija tarp nagrinéjamy aibiy. Zinome, kad

tgx: (—7/2,7/2) = R ir ctg z: (0,7) — R.

Norédami pritaikyti Sias funkcijas, turime sukonstruoti funkcijas, kurios in-
tervala (0, 1) atvaizduoja j intervalg (—n /2, 7/2) arba (0, 7). Kadangi tiesinés
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funkcijos
1
g(z) = 7T($—§> (0,1) = (—1/2,7/2) it h(z)=max: (0,1) — (0,7),
tai sudétinés funkcijos
1

te(g(x)) = tg 7T<z - 5) . (0,1) =R,  ctg(h(z) = ctg 7z: (0,1) — R.
Panasiai samprotaujant, galima jrodyti, kad

1 1 ) 1

—arctgx+§: R — (0,1) ir —arcctgzr: R — (0,1).

7r m

Nesunku pastebeéti, kad funkcija

T

In 0,1) > R. O

11—z
Is ekvivalentumo apibrézimo betarpiskai isplaukia tokios ekvivalentumo
savybeés:
1) A ~ A (refleksyvumas);
2) jeigu A ~ B, tai B ~ A;
3) jeigu A~ B, B~ (C,tai A~ C.

Uzduotys

1. Irodykite, kad aibés R ir (a,b) yra ekvivalencios.
2. Irodykite, kad aibés [r, 37) ir [3, 00) yra ekvivalencios.
3. Irodykite, kad aibés [3m, 00) ir [0, 7) yra ekvivalencios.

3 Skaicios aibés

Tarp begaliniy aibiy savo paprastumu isSsiskiria naturaliyjy skaiciy aibé. Ai-
bés, ekvivalencios naturaliyjy skaiciy aibei, yra vadinamos skaiciomis aibé-
mis. Visos kitos begalinés aibés vadinamos neskaic¢iomis.

Aibé yra skaiti, jei jos elementus galima sunumeruoti naturaliaisiais skai-
¢iais, naudojant visus tokius skaicius, taip, kad skirtingi elementai turéty
skirtingus numerius.

1 pvz. Imkime Z. Sveikyjy skaiciy aibé yra skaiti, nes aibés Z ir N yra
ekvivalencios, nors ir Z D N. Lyginiy skai¢iy aibé {2,4,6,8, ...} yra skaiti,
nes tarp aibiy {2,4,6,8, ...} ir N galima sukonstruoti bijekcija n < 2n, nors
ir {2,4,...,2n,...} CN. O



Priminsime, kad jei dvi aibés yra ekvivalencios, tai sakoma, kad jos yra
vienodos galios. Naturaliyjy skaiciy aibés galia arba kardinalinj skaiciy zy-
mésime card N. Taigi card Z = card{2,4,...,2n,...} = cardN.

Galima jrodyti, kad naturaliyjy skaiciy aibés N galia yra maziausia tarp
visy begaliniy aibiy galiy.

3.1 teorema. Is kiekvienos begalinés aibés galima isskirti skaity poaiby.

Irodymas. Sakykime, turime begaline aibe A. Imkime kurj nors jos ele-
menta a;. Kadangi aibé begaliné, tai aibé A — {a;} bus taip begaliné ir is
jos galima isskirti elementa as. Aibé A — {a1,as} — taip pat begalinée. IS
jos galime iSskirti elementg as. Si procesg galésime testi neapibréztai ilgai.
Gausime elementy seka aq, ao, ..., ay,, ... kuri sudarys aibés A poaibj.

3.2 teorema. Kiekvienos skaicios aibés poaibis yra baigtinis arba skaitus.

Irodymas. Sakykime, A — skaiti aibé, B — jos poaibis. Sunumeruosime A
elementus naturaliaisiais skaiciais: aq, as, as, . ... Perzvelgsime dabar is eilés
visus Siuos elementus ir iSrinksime iS jy aibés B elementus, iSdéstydami juos
ta tvarka, kuria jie pasitaikys tarp aibés A elementy: a,,, @, , Gng, - . . Gausis
arba baigtiné aibé arba begaliné seka. Pastaruoju atveju turesime, kad B
yra skaiti.

3.1 isvada. Jei is skaicios aibés atimsime baigtine aibe, tai skirtumas bus
skaiti aibeé.

Irodymas. Sakykime, A — skaiti, B — baigtiné aibé. Jei skirtumas A — B
buty baigtiné aibeé, tai aibé (A — B) + B buty baigtiné, o to negali buti, nes
A C (A— B)+ B. Tuo budu, A — B yra begaliné aibé. Taciau A — B C A,
todél pagal 3.2 teorema ji yra skaiti.

3.3 teorema. Skaiciy aibiy skaiti suma yra skaiti.

Irodymas. Sakysime turime skaicig sistema aibiy A, Ao, ... Aibes ir juy ele-
mentus uzrasykime tokiu budu

A = {Cln, a12, 013, A14 - - }
Ay = {a21, 22, 23, A24 . . -},
Az = {a31, a3z, 33, 434 . . }
Ay = {CL41, (42, A43, A44 - - }

Teoremos jrodymui pakanka rasti buda, kaip parasyti sekos pavidalu visus
Siuos elementus, i$ pasikartojanciy imant tik po viena elementa. Tai galima
atlikti Sitaip:

aiy, 21, A12, A31, A22, 413, 41, A32, A23, A14, . . .



Pradzioje imame elementus, kuriy abiejy indeksy suma yra 2, po to tuos,
kuriy indeksy suma yra 3, toliau — suma 4, suma — 5 ir t.t. IS pasikartojanciy
elementy imsime tik po vieng elementa. Tuo budu iSsemsime visy aibiy visus
skirtingus elementus, t.y. ty aibiy suma. Gausime begaline seka, nes j ja jeis,
pavyzdziui, visi aibés A; elementai. Taigi suma yra skaiti aibé.

Budas, kuriuo sunumeravome aibiy sumos elementus, néra vienintelis.
Galéjome juos numeruoti, skysime, ir Sitaip:

ai1, @21, (22, A12, A31, A32, A33, 423, @13, - - - ;

aii, @12, Gz1, 413, A22, A31, A14, A23, 432, 441, - - -
3.4 teorema. Visy racionaliyjy skaiciy aibé yra skaiti.

Irodymas. Sakykime, Vk € N

k k k
Ey=<q—,—,=,... ¢.
: {1 273" }
Tada Ej, ~ N ir iS 3.3 teoremos iSplaukia, kad U2, E; ~ N. Taigi visy
teigiamy racionaliyjy skaiciy aibé yra skaiti.
Analogiskai, visy neigiamyjy racionaliyjy skaiciy aibé yra ekvivalenti ai-
bei N. Taigi aibé Q yra skaiti. O

Dviejy aibiy A ir B saundauga vadiname visuma dvejetu (a, b), ¢ia a yra
bet kuris aibés A elementas, o b — bet kuris aibés B elementas, ir Zymime
A x B. Daznai taip apibrézta aibiy sandauga vadinama Dekarto sandauga.

2 pvz. A=/{a,b,c}, B={cd}, tai

A x B={(a,c),(a,d),(b,c),(bd),(cc),(c,d)}.

Jei aibé A turi m, o B — n elementy, tai, aisku, A x B turi m - n elementy.
O
Bendru atveju saundaga A x B néra komutatyvi, t.y. A x B # B x A.
3pvz. E=[1,2], F=[3,4],tal E X F # F X E. O

Jei Ay, A, ..., A, —Dbet kokios aibés, tai jy sandauga Ay x Ay X...x A, =
n
k)_(lAn vadiname visuma elementy (aq,as, ..., a,), kur aj,as, ..., a, nepri-

klausomai vienas nuo kito perbéga atitinkamai visus aibiy Aq, As,..., A,
elementus. Analogiskai, aibiy sekos Aj, Ao, ..., A,,... sandauga A; x Ay X

XA, X L= k)_(lAn vadiname aibe visu seku (aq,as,...,a,,...), kur

ai, s, ..., a,, ... nepriklausomai vienas kito perbéga atitinkamai visus aibiy
Ay, As, ... A, ... elementus. Paprastai sandaugg A x A, A X A X A ir t.t.
zymi A?, A3 ir t.t.
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3.5 teorema. Baigtinio skaiciaus skaiciy aibiy sandauga yra skaiti.

Irodymas. Sig teorems jrodysime tik dviejy aibiy atveju. Bendru atveju jos
irodyma galima rasti [2] knygoje. Nagrinékime dvi aibes A = {a,...,ap,...}
ir B={by,...,b,,...}. Pagal apibrézima juy sandauga yra sudaryta is visy
galimy dvejety (x1, z3), kur x; perbéga visus aibés A elementus, o x5 — visus

aibés B elementus. Teisinga lygybé Ax B = OLj {(a1,by), (az,b,), (as, by), ...}
n=1

Kadangi aibés { (a1, b,), (a2, b,), (a3, b,), ...} yra skaicios, tai ir ju suma yra
skaiti. Tai seka i$ 3.3 teoremos.

4 pvz. Irodykite, kad R™ tasky aibé {(r1,72,...,7,)}, kuriy koordinatés
yra racionalieji skai¢iai, yra skaiti.

Kadangi vektorius (r1,...,7,) € Q", o Q" yra baigtinio skai¢iaus (n
yra fiksuotas baigtinis skai¢ius) skai¢iy aibiy sandauga, tai vektoriy aibé
{(r1,...,7mn)} yra skaiti.

Uzduotys

1. Irodykite, kad aibé {e": n € N} yra skaiti.

2. Irodykite, kad visy plokstumos apskritimy, kuriy centrai turi raciona-
ligsias koordinates ir kuriy spinduliai yra racionalieji skai¢iai, aibé yra skaiti.

3. Raskite aibés galia, jei ji sudaryta is visy baigtiniy deSimtainiy trup-
meny.

4. Raskite funkcijos z — [] triikio tasky aibés galia. Cia [x] — sveikoji x
dalis, t.y. [z] yra didziausias sveikasis skaiCius, nevirsijantis x.

5. Irodykite, kad jei atstumas tarp bet kokiy dviejuy tiesés aibés A tasky
yra didesnis uz vienetg, tai aibé A yra baigtiné arba skaiti.

6. Sakykime, kad nagrinéjame tolydzias iS deSinés ir turincias ribas is
kairés monotonines funkcijas apibréztas intervale [a, b, a < b. [rodykite, kad
tokiy monotoniniy funkcijy trukio tasky aibé yra baigtiné arba skaiti.

4 Kontinuumo galios aibés
Gali susidaryti jspudis, kad visos begalinés aibés yra skaicios. Taciau taip
nera.

4.1 lema. (Idétyju intervaly lema) Jei ([ay,by,]) uZdaryjy intervaly seka ir
[a1,b1] D [az, be] D [as, bs] D ..., tai egzistuoja realusis skaicius, priklausantis
visiems intervalams [ay,, by,).

Irodysime, kad intervalas [0, 1], taigi juo labiau ir platesné aibé R, yra
neskaicios aibés. Kadangi racionaliyjy skaic¢iy aibé Q yra skaiti, tai reiks,
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kad Q galia yra mazesné uz R galia ir net uz intervalo [0, 1] galia, t.y. kad
racionaliyjy skaiciy yra ,, daug maziau” negu realiyjy skaiciy.

4.1 teorema. Intervalas [0, 1] yra neskaiti aibé.

Irodymas. Tarkime priesingai teoremos teiginiui, kad [0, 1] — skaiti aibe.
Tada visus aibés [0, 1] elementus galima paraSyti sekos pavidalu zi,z,, . ..
Padalinkime intervalg [0,1] j tris vienodo ilgio intervalus [0,1], [, 2], [2,1].
Né vienas realusis skaic¢ius negali priklausyti visiems trims intervalams, to-
dél z; nepriklauso bent vienam i Siy intervaly. Pazymeékime [aq,b] ta is
intervaly [0, 3], [,3], [3,1], kuriam nepriklauso x1. Intervaly [ay,bi] vél
dalykime tokiu pat budu j tris dalis ir pazymékime [as, bo] ta dalj, kuriai ne-
priklauso 5. Jei jau iSrinkti intervalai [a;,b1] D -+ D [an, by] it zx € [ay, by
su visais k < n, tai, dalydami intervala [a,,b,] i tris lygias dalis, vél gali-
me pazymeéti [a,.1, b,41] ta dalinj intervala, kuriam nepriklauso x,,;. Taigi
irodéme, kad galime sukonstruoti monotoniskai mazéjancia intervaly seka
[a1,b1] D [ag,bo] D ---, turincia savybe, kad z,, ¢ [a,,b,]. Pagal idéty
intervaly lema egzistuoja realusis skaicius ¢, priklausantis visiems Siems in-
tervalams ir juo labiau intervalui [0, 1]. Bet jis nesutampa né su vienu sekos
X1, T, ... nariu, nes, jei jis buty lygus kuriam nors sekos nariui, sakykime xy,
tai negaléty priklausyti intervalui [a, bx]. Gauta priestara jrodo, kad aibé
[0, 1] negali buti skaiti. O

Jei a < b, tai funkcija p(z) = a+ (b — a) yra bijekcija [0, 1] — [a,b], t.y.
[a,b] ~ [0,1], todél ir [a, b] yra neskaiti aibé. Aibés, ekvivalencios intervalui
[0, 1], yra vadinamos kontinuumo galios aibémis, arba tiesiog — kontinuumasis.

4.2 teorema. Jei prie begalinés neskaicios aibés A pridésime baigtine arba
skaiciq aibe B, tai gautoji aibé bus ekvivalenti aibei A, t.y. A+ B ~ A.

4.3 teorema. Jei is begalinés neskaicios aibés A atimsime baigtine arba skai-
cig atbe B, tai gautoji aibé A — B bus ekvivalenti aibei A.

Pvz. 1) IS 4.3 teoremos isplaukia, kad (0,1) ~ [0, 1]. Galima ir tiesiogiai
sukonstruoti bijekcija tarp (0,1) ir [0, 1]. IS intervalo (0, 1) pasirenkame skai-
¢iy seka x, = #17 n € N. (Sekos pasirinkimas néra vienintelis. Seka galime
pasirinkti daugeliu budy.) Bijekcija f: [0,1] — (0, 1) konstruojama taip:

f0) = 20 =Lt ) =tme nen,

5) )
f(x) = =z, kaiz e (0,1)\{z,, n>1}.

2) Aibé R turi kontinuumo galia, nes, pvz., funkcija f(z) = In ;% yra
bijekcija tarp (0,1) ir R.
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3) Iracionaliyjy skai¢iy aibé i R turi kontinuumo galig (ziur. 4.3 teore-
4) Visy tolydziy funkciju, apibrézty intervale [0, 1], aibé turi kontinuumo
galig. U

Egzistuoja ne tik skaicios galios, kontinuumo galios aibés, bet ir didesnés
galios aibés. Egzistuoja kiek norima dideli kardinaliniai skaiciai.

Pvz. 1) Visy realiyju funkcijuy, apibrézty intervale [0, 1], aibé turi galia
didesne nei kontinuumas.

2) Visy abés R poaibiy aibés galia yra didesné, nei kontinuumas.

5 Aibiy sistemos

Tarkime aibé S yra aibiy sistema. Aibé V' yra vadinama aibiy sistemos
vienetu, jei V' € S ir kiekviena sistemos S aibé yra V' poaibis.
Pvz. S = {{1,2},{7}.{1,2,7,9}}, V = {1,2,7,9}.

5.1 apibrézimas. Netuscia aibiy sistema A vadinama aibiy algebra, jei
1) sistemai priklauso vienetas,
2)ABe A= AUBe A ANBEc A,
3)Ae A= Ac A

2) salygoje pakanka reikalauti, kad arba AU B € A, artba AN B € A,
nes AUB=(ANB), ANB=(AUB).

Pvz. 1. Bet kurios aibés visy poaibiy sistema yra algebra.

2. A= {0, A}, ¢ia A # (), yra algebra.

3. Nagrinékime aibiy sistema S = {{1,2},{4},{1,2,3,4,5}}. Ji néra
algebra. Visada Sig aibiy sistemg galime papildyti aibémis iki ji taps algebra.
Stai keli pildiniai:

A = {0,{1,2,3,4,5},{1,2},{3,4,5}, {4},{1,2,3,5},{1,2,4}, {3, 5} },

A= {0,{1.2.3,4,5), {1),{2.3,4,5}, {1,2}, {3,4,5}, {4}, {1.2.3,5}. {1, 2,4},
{3,5},{1,4},{2,3,5},{1,3,4,5}, {2}, {1,3,5},{2,4} },

F = {Visi galimi aibés {1,2,3,4,5} poaibiai}. O

Netuscia aibiy sistema F vadinama aibiy o-algebra, jei ji yra algebra ir,
jei A, e F,neN, tai U2, A, € FarbaN,2, A, € F.

Tarkime, V' yra aibiy sistemos S vienetas. S visada galima papildyti
naujomis aibémis — V' poaibiais, kad ji virsty o-algebra. Pakanka ta sistema
papildyti iki visy aibés V' poaibiy sistemos. Taciau kartais galima elgtis
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ekonomiskiau — imti maziau papildomy aibiy. Tarp visy o-algebry, kurioms
priklauso sistemos S aibés, yra pati negausiausia o(S), kuri vadinama o-
algebra, generuota sistemos S, arba maziausia o-algebra, kuriai priklauso S.
Visada egzistuoja vienintelé tokia o-algebra, t.y. o-algebra turinti savybes:
a) S C o(S) ; b) jei S priklauso kuriai nors aibés V' poaibiy sistemos o-
algebrai A, tai ir o(S) C A.

Auksciau pateiktame pavyzdyje mes papildéme aibiy sistemg S iki algeb-
ros. Maziausia algebra, generuota aibiy sistemos S, yra algebra A, kurig
zymeésime a(S).

1 pvz. Ar aibiy sistema {[2, 5], (1,4),0, (1, 5]} yra algebra?

Aibiy sistema {[2,5],(1,4),0, (1,5]} néra algebra, nes, pvz., aibés [2, 5]
papildinys nepriklauso Siai aibiy sistemai. Sios aibiy sistemos vienetas yra
aibé (1,5]. Aibiy sistema

{(1,5,0,[2,5],(1,2),(1,4),[4,5],(1,2) U [4,5], [2,4)}
bus algebra.
Uzduotys

1. Sukonstruokite maziausias algebras generuotas aibiy sistemy & =
{{1}, {1,2,3,4}} ir G = {{1,3},{1,2,3,4}}. Ar jos sutampa?

2. Ar aibiy sistema {(2,4], {1}, 0} yra algebra? Jei ji néra algebra, tai Sia
aibiy sistemg papildyti aibémis taip, kad ji buty algebra.

6 Borelio o-algebra

Labai svarbus generuotos o-algebros pavyzdys yra Borelio o-algebra tieséje,
kuria galime apibreézti

BR) =o({(a,b): abeR}).

Borelio g-algebros B(R) aibés vadinamos Borelio aibémis.

Priminsime, kad jei aibiy rinkinys A yra o-algebros G poaibis, tai o(A) C
G. Vadinasi, norint parodyti, kad o(A,)=0(Bs) dviem skirtingoms aibiy
sistemoms {A,} ir {Bs}, reikia jrodyti, kad A, € o(Bs) visiems « ir kad
Bs € 0(A,) visiems [3.

Pavyzdziui, nagrinékime

By(R) = a( {(a,b): a,be Q}), Q — racionaliyju skaiciy aibé.

Norint jrodyti lygybe Bg(R) = B(R) mums pakanka parodyti, kad bet koks
intervalas (a,b) € Bo(R). Sj fakta gauname is to, kad bet kokiems realiesiems
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skai¢iams a < b egzistuoja tokie racionalieji skaiciai ¢, < r,, kad ¢, | a,

r, Tbir
(a,b) = U(gn,70) € Bo(R).

n

6.1 teiginys. Teisingos lygybés

oc({(a,b): a<beR}) = o({([a,b]: a<beR}) =
= o({(—00,b]: beR}) =
= o({(—o0,b] : beQ}).

Borelio g-algebra B(R) galime apibrézti ir kiek kitaip.

Nagrinékime skaiciy ties¢ R ir (a,b] = {z € R: a < x < b}, dia —o0 <
a < b < oco. Intervala (a,oco] sutapatinsime su intervalu (a,o0). Tuomet
intervalo (—oo, b] papildinys turi norima pavidala, t. y. jis atviras i$ kairés
ir uzdaras i$ desinés.

Pazymeékime aibiy i R, sudaryty i$ baigtinio skaic¢iaus nesikertanciy in-
tervaly (a, b] junginiy, sistema raide A, t. y.

A€ .A, Jel A= Z(ai, bl] ir (ai, bl] N (ak,bk] = (Z), Jel 1 # k.

1=1

Tarkime, kad () € A. Parodysime, kad A yra algebra.

Sakykime, A = (a1, b;|U...U(ay, b, yra nagrinéjamo pavidalo aibé, t. y.
A € A. Tuomet A = (—o0, a;|U(by, as]U. . .U(b,_1, an)U(b,, 0o] (jei a; # —oo,
0 b, # o0) ir jis priklauso A (kai kurie i$ Siy intervaly gali buti tuscios aibés,
jei b; sutaps su a;41). Sakykime, B € Air B = (¢1,dy]U...U (¢, d,]. Tada
ANB = UL, UL, {(a;,b;] N (cj,d;]}. Kiekviena sankirta yra intervalas (jo
pavidalas (-,-]) arba tus¢ia aibé. Gauname nesikertanciy intervaly sajungas.
Todel AN B € A. Taigi A yra algebra.

Sitaip apibrézta aibiy sistema néra o-algebra, nes paémus aibiy seka A, =
(0,1 — 1] € A gausime, kad U2, A, = (0,1) ¢ A.

Pazymekime 7 = {(a,b]: a,b € R} C A. Nesunku pastebéti, kad o(Z) =
o(A) = B(R).

Aisku, kad 7 C A. Kadangi

o0

(a,0) = (a,b—l—%), a<b,

n=1

tai 0(Z) C o(A) C B(R). Belieka jrodyti, kad (a,b) € o(Z). Tai iSplaukia i3
lygybeés

(a,b) = |J (a,b—l , a<b.
n=1 n
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Pastebésime, kad

la,b) = <a—l,b>, a<b

{a} = ﬁ (a—g,a].

Taigi Borelio o-algebrai B(R) priklauso ne tik intervalai (a,b), (a,b], bet
ir vientagkeés aibés {a} bei intervalai [a,b). Siai o-algebrai, be jau minéty
intervalu (a, b, (a,b), [a,b], [a,b) ir vientaskeés aibes {a}, priklauso begaliniai
intervalai (—o0, b], (—o0, b), (a, o).

6.2 teiginys. FEgzistuoja R poaibis, kuris nepriklauso B(R), t. y. ne visos
aibés yra Borelio aibés.

Nepaisant sio teiginio, praktiskai visos aibés, su kuriomis susiduriame,
yra Borelio aibés.

1 pvz. Racionaliyjy skaiciy aibé yra Borelo aibé. Kadangi racionaliyjy
skaiCiy aibé yra skaiti Q = {rq,79,...}, tai ja galima uzrasyti kaip sajunga
vientaskiy aibiy Q = U2, {ry}. IS o-algebros apibrézimo isplaukia, kad ji
yra Borelio aibé.

2 pvz. Iracionaliyjy skaic¢iy aibé yra Borelo aibé. Kadangi iracionaliyjy
skai¢iy aibé yra racionaliyjy skaiciy aibés pildinys iki visy realiyjuy skaiciy,
tai ji yra Borelio aibeé.

3 pvz. (Kantoro aibé) Sis pavyzdys rodo, kad Borelio aibémis gali biiti
labai komplikuotos aibés. Nagrinékime vienetinj intervala [0, 1]. Daliname
ji i tris lygias dalis. Vidurine dalj iSmetame, t.y. intervala A; = (1/3,2/3).
Gausime aibe C; = [0,1/3] U [2/3, 1], kuri susideda i$ dviejy intervaly. Kiek-
viena is iy intervaly skaidome j tris lygias dalis ir pasaliname vidurines dalis.
Gausime aibe Cy = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U[8/9, 1], kuri sudaryta is
keturiy intervaly. Tesiame Sj procesa toliau. Tuomet k-oji aibé sudaryta is
2F intervaly, kuriy kiekvieno ilgis yra 37%. Aibé

C= ﬂ Ck
k=1
vadinama Kantoro aibe. Ji yra Borelio aibé. Ji yra neskaiti aibé. Jos galia

— kontinuumas. Be to, iSmesty intervaly ilgiy suma

- s N I
> S =>3(5)

k=1 k=0

3

nes pirmajame Zingsnyje iSmetame intervala, kurio ilgis 1, antrajame — 2 %,

3
o k-tajame — 2571 ($)F. O
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Baigtiniam intervalui [a, b] apibrésime Borelio o-algebra lygybe
B(la,b]) = {ANa,b0]: AcBR)}.

Daugiamaciu atveju Borelio c-algebra B(R?) yra apibréziama kaip o-
algebra, generuota daugiakampiy I; X ... X Iy, ¢ia I, k = 1,...,d, yra
intervalai i§ R. Galima jrodyti, kad B(RY) = o({B; X ... x By}), ¢ia By, €
BR), k=1, ...,d.

7 Funkcijos be antros rusies trukiy

Klasikinéje matematinéje analizéje pagrindinj vaidmenj vaidina tolydzios funk-
cijos. Ju klasé yra uzdara paprasciausiy aritmetiniy operacijy atzvilgiu: dvie-
ju tolydziy funkcijy suma, skirtumas, sandauga ir dalmuo (jei turi prasme)
yra tolydzios funkcijos. Taciau taip néra, kai nagrinéjame pagrindine mate-
matinés analizés operacijg — peréjimg prie ribos. Ne visada tolydziy funkcijy
sekos riba, jei ji egzistuoja, yra tolydi funkcija

Pvz. Tolydziy funkcijy

1 —nx, kai0<x <,
fn('r) = <1 "
0, kai <zl
sekos riba, kai n — oo, yra truki funkcija

fa) = {1, kai 2 = 0,

0, kai0 <z < 1.

Tam, kad ribiné funkcija buty tolydi, reikia papildomy salygu.

7.1 apibrézimas. Sakoma, kad seka funkcijy f,(x) i funkcijq f(z) konver-
guoja tolygiai intervale [a, b], jei kiekvieng € > 0 atitinka toks numeris N (),
kad visi x € [a,b], kai n > N, tenkina nelygybe

|[fu(z) = fz)] <e. (1)

7.1 teorema. Jei visi funkcijy sekos nariai yra tolydzios intervale [a, b] funk-
cijos ir ta seka konverguoja tolygiai [a, b], tai ir tos sekos ribiné funkcija tolydi

[a, b].

Anksciau nagrinétame pavyzdyje funkcijy seka konverguoja j trukig ribine
funkcija, nes tos sekos konvergavimas intervale [0, 1] néra tolygus. Irodysime
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1

tai. Tuo tikslu imkime intervalui [0, 1] priklausanciy tasky z, = 5-,

sekg. Kadangi fo(z,) = 5 ir f(z,) = 0, tai bet kokiam n € N

n €N,

1
) — )] = 5.
t.y. kaie < 3, visi intervalo [0, 1] taskai x kartu negali tenkinti (1) nelygybes,
kad ir koks buty n.

7.2 apibrézimas. Funkcija ¢: [a,b] — R vadinama ldiptine funkcija, jei
intervalg [a,b] galima taip suskaidyti i baigting skaiciy intervaly Iy, k =
1,2,...,m, Ul Irx = la,b], kad kiekviename intervale Iy funkcija ¢ buty
pastovi (t.y. 3¢, € R, k=1,2,....m : ¢(x) = ¢, kai x € I).

7.1 pastaba. Vientaské aibé {c} laikoma uZdaruoju intervalu [c, c|.

@

a ’ b X

7.1 teiginys. Sakykime, f € C([a,b]). Apibrézkime laiptiniy funkciju sekq
{on} lygybémis

xp), kaix € |x},x}.), k=0,1,2,....n—1,
%(x):{f( ) [, 7y ) @)

fb), kaiz=2a=h,

o =a+ b_T“ k, k=0,1,2,....,n. Tada seka {¢,} konverquoja j f tolygiai
intervale [a, b].

Yy
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Irodymas. Laisvai pasirenkame ¢ > 0. Kadangi f yra tolygiai tolydi inter-
vale [a,b] (Kantoro teorema), tai atsiras toks 6 > 0, kad

[f(x) = fW)l <&, kailr—y[ <9, =,y €la,b].

Paéme toki N € N, kad I’_T“ < 0, gauname, kad su visais x € [a,b] turime
|pn(z) — f(x)] < e, kai n > N. I§ tikryjy, jei n > N, tai bet kokiam
taskui « € [a,b) paimkime intervalg [x}, 2}, ), kuriam jis priklauso. Tada
lzp — x| < 6, ir todél |p,(x) — f(z)| = |f(a}) — f(z)] < e. O taske x = b
visada turime ¢,(b) — f(b) = 0 < e. Tai reiskia, kad seka ¢, konverguoja i f
tolygiai intervale [a, b] (IV pasirinkimas priklauso tik nuo € > 0 ir nepriklauso
nuo z € [a, b]).

7.2 pastaba. Is teoremos jrodymo nesunku matyti, kad tolygus konvergavi-
mas ¢, = f intervale |a,b] isliks, jei

a) vietoje tasky x}} = a + =% k, suskaidanciy intervalg [a,b] j n vienodo
ilgio b_T“ intervaly [z}, 27 ,], k =0,1,2,...,n — 1, imsime bet kokius taskus

a=xy <z} <---<xzp =0b, n€N, tenkinancius sqlygq

n n :
max |z, — ;| — 0, kain — 0;
OSkSkn—1| k+1 k| ) )

b) laiptinés funkcijos ¢, reiksmes apibrésime ne funkcijos f reiksmémis
kairivosiuose atitinkamo skaidinio intervaly [}, x| galuose, o bet kokiuose
ty intervaly taskuose & € [z, 27,4, t.y. tmsime

bu(z) = f&r), kaix e[z}, 2},), k=0,1,2,...,n—1,
" F),  kaiz=a"=b,

7.2 teorema. 1) Bet kokiai funkcijai f € D([a,b]), t.y. be I1 rusies trukiy,
egzistuoja laiptiniy funkcijy seka {¢,} konverguojanti i f tolygiai intervale
[a, 0].

2) Kiekvienos funkcijos f € D([a,b]) trukio tasky aibé yra baigtiné arba
skaiti.

3) Kiekviena funkcija f € D([a,b]) yra aprézta.

Sios teoremos jrodyma galima perskaityti [4] knygoje.

8 Mati funkcija

Pastebésime, kad pereinant prie tolydziy funkcijy ribos galime gauti ne tik
trukig funkcijg, bet ir funkcija, kuri truki visuose taskuose. Tokia yra Dirichlé
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funkcija. Ja galime apibrézti kaip riba

lim lim cos™ 2nnlz = z € R.

n—0o0 M—00

{1, kai x yra racionalus,

0, kai x yra iracionalus,

Ribiné funkcija vadinama Dirichlé funkcija.
Dabar jvesime ir nagrinésime nauja klase funkcijy, kuriy ribos vél pri-
klauso tai paciai klasei.

8.1 apibrézimas. Pora (E, A), sudaryta is aibés E ir jos poaibiy o-algebros
A, vadinama maciaja erdve. Aibés i§ A vadinamos maciosiomis aibémis
(arba, tiksliau, — A-maciosiomis aibémis).
8.2 apibrézimas. Sakysime, (Ey, A1) ir (Ey, A2) — macios erdvés. Sako-
ma, kad atvaizdis f: By — Eo yra matus (arba, tiksliau, A;/Ay-matus), jei
fYB)={xz € Ey: f(x)€ B} € A suvisomis B € Aj.

Nagrinékime realiaja funkcija f: (E, A) — (R, B(R)).
8.1 teorema. Reali funkcija f(z) yra mati tada ir tik tada kai visiems ¢ € R
aibé {x: f(x) < c} yra mati, t.y. {xr € E: f(z) <c} ={x € E: f(x) €
(—o0,c)} € A.

Pvz. 1. Trodysime, kad funkcija f(z) = 2% yra B(R)-mati.

Sprendimas. Pakanka pastebéti, kad

0, jei ¢ <0,
{x: —\/E<:17<\/E}, jeic>0

Abi aibés priklauso B(R). Todeél funkcija f(z) = 2 yra B(R)-mati.
2. Irodysime, kad funkcija f(x) = [z], apibrézta intervale [—3,2], yra
B([—3, 2])-mati.

{z: x2<c}:{

Sprendimas.
0, jei ¢ < —3,
[—3,—2), jei —3<c< -2
(2 [o] <c} = [-3,—1), jei —2<c< -1,

Nagrinéjamoji aibé {z: [z] < ¢} yra arba tuscia aibé, arba intervalas (pusiau
uzdaras arba uzdaras). Tokio tipo aibés yra Borelio aibés. Todél funkcija
f(z) = [z], apibrézta intervale [—3,2], yra B(|—3,2])-mati. O
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8.2 teorema. Jei funkcija f(x) yra mati, tai visiems realiesiems a ir bet
kokiam skaiciy tiesés intervalui I aibés

{z: f(z) <a}, A{z: f(z)>a}, {x: flo) Za}, {z: flz) =a},
{z: f(x)el}

yra macios.

Irodymas. [rodymas seka is lygybiy

[e.9]

(v f(x)<a} = ﬂ{x: f(x)<a+%},

(2 () >a) = Tar J@) <al,
{z: flz)Za} = {z: f(z) <aj,
{x: agf(x)<a+%} = {x: f(x)}a}ﬂ{x: f(x)<a+%},

[e.e]

{z: f(z)=a} = ﬂ{x aéf(:c)<a+%}. O

n=1

8.3 teorema. Jei funkcija f(x) yra mati, tai macios ir funkcijos 1) f(x)+a,
¢ia a = const; 2) af(x); 3) [f(x)|: 4) f2(2); 5) 5 » jei f(x) # 0.
Irodymas. 1) {z: f(z)+a<c}={z: f(x)<c—a}.

2) Jei a =0, tai

E, kaic>0,
: < =
{w: aflw) <ef {(D, kai ¢ < 0.

Jei a # 0, tai

{z: f(z) <}, kaia>0,

{z: af(SL’)<C}:{{x: f(x)> £}, kaia<O.

0, jei ¢ <0,
{z: —a< f(zr)<a}, jeic>0.

{z: |f(2)l <} = {

L fx) <c) = 9, oS
{z: fA(x) <c} {{x |f(x)| < /c}, jeic>0.
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. {z: f(z) <0}, jei c =0,
{x: m<c}: {z: f(z) <0}U{z: f(z)>1} jeic>0,
{z: 1< f(z) <0}, jei ¢ < 0.

8.4 teorema. Jei funkcijos f ir g yra macios, tai aibé {x: g(r) < f(z)}
yra mati.

Irodymas. Jei kuriam nors x turime g(x) < f(x), tai galime rasti tokj
racionalyjj skaiciy r, kad g(z) < r < f(x). Tuomet

e}

s gle) < S0} = Ules alo) < re < S@)
= U (o g <ndnfes 5@ >n})
k=1

¢ia {ry} — visi racionalus skaiciai.

8.5 teorema. Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra macios ir | f(x)] < oo, |g(x)| <

00, tai macios ir funkcijos f(z) — g(x), f(x) + g(x), f(z) - g(z), J;g;, jei tik

jos apibréztos E.

Irodymas. Kadangi g(z) + a yra mati funkcija, tai {z: f(z) — g(x) <
a} = {x: f(x) < g(z) + a} yra mati (remiamés 8.4 teorema). IS lygybés
f(z) + g(x) = f(x) — (—1)g(z) seka, kad f(x) + g(x) yra mati funkcija
(remiameés 8.3 teoremos 2) teiginiu ir ka tik jrodytu tvirtinimu).

Tada funkcijos f(z) - g(z) matumas seka i$ lygybés

[(f(z) + g9(2))* = (f(2) — 9(x))’]

N

f(x) - g(x) =

(remiamés 8.3 teorema ir pries tai jrodytu teiginiu).

Funkcijos % matumas seka i$ 8.3 teoremos ir kg tik jrodyto tvirtinimo,

nes i) )
x
— = flz) —.
ERRATE
8.6 teorema. Jei {f,} yra maciujy funkcijy seka, taisup,, f.(x), inf, f.(z),
lim,, f.(z) 9r lim,, f,(x) — maciosios funkcijos.
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Irodymas. Teisinga lygybé

{z: inf fa(@) < c} = J{z: fulz) <c} €A, ceR

IS tikryju, jei kuriame nors taske xy turime inf, f,,(zo) < ¢, tai bent vienas
is skai¢iu f,(xo), n € N, yra maZesnis uz c, ir atvirksiai, jei bent vienas
fn(xo) < ¢, tai inf,, f,(xo) < c. Todél inf,, f,(x) yra macioji funkcija.
Kadangi sup,, f.(z) = —inf,(—f.(x)), tai ir sup,, f,(x) yra macioji funk-
cija.
Kadangi lim,, f,(2) = inf,, sup,,s,, fm(2) ir lim,, f,(z) = sup, inf,,>, fo(2),
tai jos taip pat macios funkcijos.

8.7 teorema. Jei maciy funkcijy seka { f,(z)} konverguoja i funkcijq f(z) =

lim,, f,(x), tai ribiné funkcija f(x) yra mati.

8.3 apibrézimas. Realia paprastgja funkcija erdvéje (E, A) vadiname baig-

tine realiq maciq funcijq, 1gyjanciq tik baigting skirtingy reiksmivy skaiciy.
Paprastoji, tai laiptinés funkcijos apibendrinimas (pakeitéme [a,b] i F).

Jei paprastoji funkcija f jgyja reikSmes yi,...,y, ir visos yra skirtingos,

tai pazyméje Ay = f~'(w) = {2: f(¥) = u} € A, gauname f(z) =
Sh_ 1kl (x), z € E. Cia 1,4, yra aibés Ay indikatorius, t.y.

L [t jei x € Ay,
AT 0, jei x ¢ Ay.

Jei f: (B, A) — (R, B(R)), tai jau zinome ka reiskia, kad f yra mati. Bet
jei turime funkcijy seka, tai pereinant prie ribos galime gauti funkcija, kuri
igyja reikimes R = [—o0, +00]. Ka galima pasakyti apie ju matuma?

1 pvz. Nagrinékime seka

n, kail<$<1+$,
falz) = 1
Jr—1"

Aisku, kad ji konverguoja j funkcija

kai 1+ 5 <z <2

00, kai x =1,

Jei zg € (1,2], tai fu(zo) = f(x0), kai n pakankamai didelis. Jei x = 1,
tai f(1) = o0, o f,(1) = n. Vadinasi lim, . fo(1) = f(1).
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8.4 apibrézimas. Tarkime (E, A) yra mati erdvé ir f: E — R = [—o00, +00].
Funkcija f yra mati jei kiekvienam ¢ € R aibé {x: f(x) < c} € A.

8.8 teorema. Funkcija f: E — R yra mati tada ir tik tada, kai egzistuoja
paprastyjy funkcijy seka {f,,n € N}, konverguojanti j f visuose taskuose
re k.

Irodymas. Butinumas. Sakykime, f yra macioji funkcija. Kadangi f yra
dviejy neneigiamy maciyjy funkcijuy skirtumas f*—f~, ¢éia f*(z) = max{f(z), 0},
[~ = max(—f(x),0}, f£ > 0, tai pakanka iSnagrinéti atvéjj, kai funkcija f
yra neneigiama.

Pazymekime

Kitaip sakant

fulz) = ig__n1> jei i2_n1 <fl@) <&, i=1,2,..,n-2",
" n,  jei f(z) = n.

Kiekviena funkcija f,(z) yra paprastoji neneigiama funkcija. Lengva su-
vokti, kad seka {f,(z)} yra nemazéjanti. I8 tikryju, sakykime, n — bet kuris
sveikas teigiamas skaicius ir o — bet kuris E taskas. Jei

E—1

< < — 9
tai f,(zo) = %L, Galimi du atvejai:
2k — 2 2k — 1 2k —1 2k
W < f(.flf(]) < W arba W < f(.flf(]) < 2n+1 .

Pirmuoju atveju
2k — 2
fo1(z0) = o+l fa(@0)

antruoju
2k—1  2k—2
frr1(z0) = ontl > ontl fn(o)

Sakykime dabar, kad f(xg) > n, tada f,(xo) =n. Jein < f(xg) <n+1,
tai patenkinta kuri nors is nelygybiy

(I=2"""n41,...,2"(n 4+ 1))

s < flwo) < onil

24



ir
[—1
fri1(z0) = il >n = fn(xo).

Jei f(zo) = n+ 1, tai foyi(zo) = n+ 1. Tuo budu, visais atvejais

fa(@o) < fat1 (o).
Be to, seka {f,(x)} tenkina nelygybes
)

fla) =27" < folz) < flz),  Jel fz) <n,
fulz) =n < f(x), jei f(z) = n.

Imkime kuri nors aibés F taska xq. Jei f(xy) < oo, tai visiems pakanka-
mai dideliems n

f(xo) <mn ir f(xo) — 27" < fulwo) < f(wo),

taigi fn(zo) T f(zo). Jei f(zg) = oo, tai visiems n turime f,(z9) = n,
vadinasi, f,(zg) — 0o = f(xo).

Bendru atveju f(z) = f*(z) — f~(x). Pastebesime, kad kiekviename tas-
ke bent viena i$ funkciju f*(z), f~(z) lygi nuliui. Pagal ka tik jrodyta teiginj
egzistuoja dvi paprastuju funkciju sekos {f,(z)} ir {g.(x)}, konverguojan-
¢ios atitinkamai j funkcijas f*(x) ir f~(x). Tada f,(z) — g,(x) konverguoja
i f(x). Dvieju paprastuju funkcijy skirtumas yra, aisku, paprastoji funkcija,
tai butinumas pilnai jrodytas.

Pakankamumas. Tarkime, kad {f,,n € N} — paprastyju funkcijy seka,
kuri konverguoja i funkcija f(z) visiems z € E. Tada visiems ¢ € R

{z: f(z <c}—UU ﬂ{x fulz c—%}EA.

k=1m=1n=m

IS tikryju, sakykime zq € {x: f(x) < ¢}. Tada f(zg) < c ir egzistuoja
toks k, kad f(z9) < ¢ — %. Fiksuojame §itg k. Tuomet galima rasti tokj
didelj m, kad kai n > m, tai teisinga nelygybé f,(xq) < ¢ — %, nes f,(xg) =
[fn(zo) — f(x0)] + f(x0). Todeél xy priklauso desinei pusei.

Tarkime z( priklauso desinei pusei. Tuomet egzistuoja toks k, kad visiems
pakankamai dideliems n teisinga nelygybé f,,(zo) < c—3. Bet tada f(xo) < c.
Vadinasi, z priklauso kairigjai pusei.

2 pvz. Nagrinékime funkcija
(z) = {3, kai x yra racionalus, € [0,1].

2, kai x yra iracionalus,

Ji yra visur truki. Imkime bet kokj xy € [0,1]. Jei xy yra racionalusis, tai
visada galima rasti racionaliujy skai¢iy seka r, (pvz. zo+ %) konverguojancia
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i zo ir iracionaliyjy skaiCiy seka x,, (pvz. xo + a—ln, oy, - iracionalieji skaiciai
T oo; tokie yra, pvz., skaitiai v/2, v/3, v/5, V7, V/8, ...) konverguojancia j
xo. Turime lim, ., f(r,) = 3, o lim, . f(z,) = 2. Todél zy yra trukio
taskas, nes riba neegzistuoja. Jei x(y yra iracionalusis, tai visada galima
rasti racionaliyju skaiciy seka r, (pvz. jei xy = ag,a1a9...4a, ..., tai r, =
ap, ay1as . . . a,) konverguojancia i xy ir iracionaliyjy skaiciy seka a, (pvz. xo+
%) konverguojancia i zo. Bet ir vél lim, .., f(r,) = 3, o lim, ., f(a,) = 2.
Vadinasi, funkcija f(z) truki kiekviename intervalo [0, 1] taske. Taciau ji yra
mati funkcija. Racionaliyjy skaiciy aibé Q yra mati, nes racionaliyjy tasky
aibé yra skaiti. Vadinasi, ir [0; 1]\Q € B([0;1]). Kadangi

0, kai ¢ < 2,
{f(z) <c} =4[0;1\Q, kai2<c<3,
0,1],  kaic>3,

tai funkcija f(x) yra mati.

3 pvz. Tarkime, kad 15(z) yra aibés @ indikatorius; ¢ia @ iracionaliyjy
skaiciy aibe. [rodyti, kad funkcija 2 - 15(x) yra mati funkcija Borelio o-
algebros atzvilgiu.

Sprendimas. PasiZymékime g(x) = x2. Naujoji funkcija g(x) skiriasi
nuo f(x) = 2? - 15() tik racionaliyju skaiciy aibéje. Tuo ir pasinaudosime
spresdami §j uzdavinj. Naudodamiesi apibrézimu ir kg tik minétu pastebéji-
mu, gauname

{z: flo) <c} = A{z: flo) <c flx) =g(0)}U{z: flz) <c flz) # g(z)}
= {z: g(@) <c flz) = glx)} Uz f(z) <c f(z) # g(2)}
= ({x $2<c}ﬂ@)u({z: f(x)<c}ﬂQ)
= ({o: —Ve<az<vVe}nQ)u({z: f(2)<cnQ).

Pirmoji sajungos aibé priklauso B(R), nes atviras intervalas ir iracionaliyjy
skaiCiy aibé yra Borelio aibés. Antroji aibé irgi priklauso B(R), nes ji yra
racionaliyjy skaiciy aibés poaibis. Todél ja galima uzrasyti kaip baigtine ar
skaicig sajunga vientaskiy aibiy, kurios yra Borelio aibés.

Uzduotys
1. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad laiptiné funkcija

1, kai z € [—1,2),
f(z) =140, kaix=2,
—1, kaix € (2,3
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yra B([—1, 3])-mati funkcija.
2. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad funkcijos

l1—nz, kai0<a<i,
f”(x): -1 "
0, kai = <z <1

yra B([0, 1])-macios.

3. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad funkcija f(z) = 2-1(_o,—2)(z) —
22 11_90)(2) +0- 1 1)(7) + /T 11,00y (2) yra B(R)-mati funkeija. Cia 14(x
aibés A indikatorius.

4. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad funkcija

x2, kai z € [0, 1),
fle)=493—2, kaizell,2],
-3, kaize (23]

yra B([0, 3]-mati funkcija.
5. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad funkcija

K2 kai x € Q,
f@) = {—x, kai € Q

yra B(R)-mati funkcija. Cia Q yra racionaliyjy skai¢iy aibé.

6. Pasinaudoje apibrézimu jrodykite, kad indikatorinés funkcijos 1g(z)
sandauga su bet kokia funkcija f(z) yra B(R)-mati funkcija.

7. Sakykime, funkcija f(z) yra apibrézta R ir B(R)-mati. Pasinaudoje
apibrézimu jrodykite, kad funkcija

f(z), kaiz e {zx: a< f(x)<b},
F(x)= 1D, kai x € {z: f(z)> b},
a, kai z € {z: f(z) <a}

yra B(R)-mati funkcija.

9 Aibés matas

Kas tai yra matas? Nagrinékime realiyjuy skaic¢iy tiese. Imkime bet kokj
baigtinj tos tieseés intervala I. Jis gali buti [a,b], (a,b], [a,b), (a,b). Jo
ilgis, t.y. b — a, vadinamas intervalo / matu. Zymésime m(I). Jei turime
intervalg [a,al, tai jo matas m([a,a]) = 0. Naturalu, kad tuscios aibés ()
matas m(0) = 0.
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Sakoma, kad aibés N C R matas lygus 0 (arba N yra nulinio mato aibé),
jei su kiekvienu € > 0 egzistuoja tokia intervaly seka {I™,n € N}, kad

NclUrm i Y m(I"<e
n=1 n=1

Tokiu atveju rasoma m(N) = 0. Visy nulinio mato aibiy klas¢ zymésime N

9.1 teiginys. (Nulinio mato aibiu savybes)
1) JeiNeN,ACN, tai Ae N.
2) J@ZNZ EN, 1= 1,2,..., taszilNZ GN.

Irodymas. 1) Akivaizdu.
2) Laisvai pasirenkame ¢ > 0. Kiekvienam ¢ € N egzistuoja tokia sistema
{I",n € N}, kad

N Ym) <
n=1 n=1
Uvncyuynr «© YSYmiIn<Yy o=
1=1 i=1n=1 i=1n=1 1=1 2

Dabar uztenka pastebéti, kad intervaly sistema {I*,i € N,n € N} yra skaiti,

.....

nuo sumavimo tvarkos).

Po daugiau intuityviai aiskaus mato apibrézimo pateiksime formaly api-
brézima.
9.1 apibrézimas. Matu aibés E poaibiy algebroje A vadinamas atvaizdis
w: A — Ry, tenkinantis aksiomas:

a) (D) = 0;
b) (o-adityvumas) jei {A;, 7 € N} — poromis nesikertanciy aibiy is A seka
ir U, A; € A, tai

u( U Az) =D u(A)
i=1 i=1
Jei u(E) < 0o, tai matas p vadinamas baigtiniu.

9.1 teorema. Matas p algebroje A pasiZymi siomis savybémis:
1) (monotoniskumas) jei Ay, Ay € A, Ay C Ay, tai (A1) < p(Az);
2) (stiprus adityvumas) jei Aj, Ay € A, tai

p(Ar) + p(Az) = p(Ar U Ag) + (A N Ag);
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3) (o-pusiauadityvumas) jei aibiy is A sekos {A;,i € N} sqjunga U2, A; €
A, tai

u(@l Ai) < gu(&);

4) (tolydumas i$ apacios) jei A, T A algebroje A, tai u(A,) T pn(A);
5) (tolydumas is virsaus) jei A,, | A algebroje A, tai u(A,) | u(A). O

Nagrinékime intervala (0, 1]. Pazymékime aibiy is (0, 1], sudaryty is baig-
tinio skaiciaus nesikertanciy intervaly (a,b| junginiy, sistema raide A, t.y.

A€ .A, Jel A= Z(ai, bl] ir (ai, bl] N (ak, bk] = @, Jel 1 # k.
i=1
Tarkime, kad ) € A. Tuomet A yra algebra. Irodymas analogiskas kaip ir
R atveju (ziuréti 6 skyriy).
Aibei A priskiriame skaiciy

n(A) = .Z;(bi — a;).
Tada p yra matas apibréztas algebroje A. Jj galima pratesti iki vienintelio
mato m erdvéje ((0, 1], B((0,1))), ¢ia B((0,1]) = o(A). Matas m vadinamas
Lebego matu apibréztu macioje erdvéje ((0, 1], B((0,1])). Analogiskai galime
sukonstruoti o-baigtinj Lebego matg macioje erdvéje B(R), t.y. mata, kuris
yra baigtinis m([a, b]) < oo, bet kokiems a,b € R, a < b.
Taigi Lebego matas m bet kokiam baigtiniam intervalui I priskiria skai-

¢iy, lygy intervalo ilgiui. Vientaskés aibés Lebego matas yra lygus nuliui.
Tikrai,

0<m({a}) < m((a— l,a+lD _Z — 0, kal n— oo.
n n n
Papildykime Borelio o-algebra B((0, 1]) Lebego nulinio mato aibémis, t.y.
aibémis A C (0, 1], kurioms galime rasti tokias Borelio aibes A C A C B,
kad m(B\A) = 0. Gautoji naujoji aibiy sistema B((0, 1]) yra o-algebra. Ji
vadinama intervalo (0, 1] Lebego aibiy sistema.
1 pvz. Sakykime Q yra racionaliyju skai¢iy aibé intervale [0,1]. Tada
n(Q) =0.

.....

yra skaiti vientaskiy aibiy sgjunga. Lieka pritaikyti 9.1 Teiginio 2 savybe.
Todél racionaliyjy skaiciy aibés matas yra 0.

2 pvz. Nagrinékime Kantoro aibe C'. Jos matas m(C) = 0, nors ji yra
kontinuumo galios.
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Irodymas. Is 9.1 teiginio ir aibés C' apibrézimo seka, kad

m(C) = lim m(C,) = lim (%) = 0. O

Jei intervalas I yra begalinis, t.y. (—o0,a), (—00,al, (b, o0), [b, 00), tai jo
matas lygus oo.

Savoka ,,beveik visur”. Sakoma, kad kokia nors erdvés R tasky savybeé
galioja beveik visur (sutrumpintai b.v.) aibéje A C R, jei ji galioja visuose
aibés A taskuose, iSskyrus nulinio mato aibe.

3pvz. 1) f,, = f bv. aibéje A <= A\{z € A: f.(z) — f(x)} eN

2) Sakoma, kad funkcija f: A — R = [—00, +00] yra beveik visur baigti-
né, jei {x € A: f(z) = too} e N

3) Sakoma, kad funkcija f: A — R yra tolydi beveik visur aibéje A C R,
jeigu jos visy trukio tasky aibé yra nulinio mato. Pvz., bet kokia funkcija
f € D([a,b]) yra tolydi b.v. intervale [a, b], nes jos trukio tasky aibé yra
skaiti ir todél yra nulinio mato. (Bet kokia baigtiné arba skaicioji aibé yra
nulinio mato aibé). Kitas pavyzdys yra funkcija f(z) = [z], t.y. sveikoji dalis
x.

4) Funkcijos

ﬂ@:{& kai 2 € QN [0, 1],

— =2
2, kaizeQnlo0,1], 9(@)

b.v. sutampa.
Uzduotys

1. Ar funkcija f(z) = x — [x] yra beveik visur tolydi? Argumentuokite.
2. Ar funkciju seka f,(z), = € [0, 1], konverguoja beveik visur i f(x),
z € [0,1], jei

lz] al x
h@—{"’k €Qno, 1), f(z) =3.

13, kaizeQnlo,1],

Argumentuokite.
3. Duotos funkcijos

(@) {O, jei x yra racionalusis skaicius,
€T) =

x, jel x yra iracionalusis skaicius,

Nurodykite teisingus atsakymus: a) funkcija f(z) yra beveik visur tolydi; b)
funkcija f(z) yra beveik visur truki; ¢) funkcija f(x) yra beveik visur lygi
funkcijai g(x); d) funkcija f(x) yra beveik visur lygi funkcijai h(x).
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10 Integralas

10.1 apibrézimas. Laiptinés funkcijos p: I — R integralu intervale I vadi-
namas skaicius

[ty =3 umin),
cia y; yra funkcijos @ reiksmeé intervalel_li.
Visy laiptiniy funkcijy intervale I aibe zymeésime S(I).
10.1 teiginys. 1) Tiesiskumas, jei f,g € S(I), o, 5 € R, tai
/I (af(x) + ﬂg(x))dx = oz/lf(a:) dr + 6/Ig(x) dx
2) Jei f,ge S(), f(z) < g(x), z €I, tai

J @) dz < [ gl@) dr;
I I
3) Jei f € S(1I), tai

[ < [
Irodymas. Tarkime f(z) = X, vl (2), g(x) = X2, 2;1p,(x). Tada f(z) =
i Yilnns, (z) i g(z) = ¥, 2j15aB, (7). Todél nesiaurindami bendrumo
galime tarti, kad laiptinés funkcijos f ir g turi tuos pacius pastovumo ,laip-

telius” Iza ty f([lf) = Ez yllfz($)a g($) = Zz ZZ]-I@("E)
1) Funkcijos af + B¢ reiksmé intervale I yra ayi + (zx. Todeél

/I (af(2) + Bg())dze = 3 (ays + Bz) m(l)

k

= o> yem(l) + B zm(ly)
= a [ f@)dr+7 [ gl)dr

2) Jei f < g, tai y, < z visiems k. Todél

[ f@)de =S ypem(n) < X aml) = [ o) de.
k k

3) Suintegrave nelygybe
—[f(2)] < fz) < |f(2)]

ir pasinaudoje 2 savybe, turime

~ [lf@lde < [ f@)de < [ |f@)|do = ‘/If(x) d| < [ |f(@)|dr.
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10.2 apibrézimas. Laiptiniy funkcijy sekq {f,} C S(I) vadinsime Kosi
seka (tiksliau Kosi seka L' prasme), arba fundamentaligja seka, jei

%>03N6Naﬂﬂmyﬁﬂwwww, kain,m>N (%)
1

10.3 apibrézimas. Sakoma, kad funkcija f: I — R = [—o0,+00] yra in-
tegruojama Lebego prasme intervale I, jei egzistuoja laiptiniy funkcijy Kosi
seka {f.} < S(I), konverguojanti j funkcijq f beveik visur (intervale I).
Tokiu atveju funkcijos f Lebego integralu intervale I vadinamas skaicius

/If(x) dzr = lim /Ifn(x) dz

n—oo

Visy integruojamy intervale I funkcijy klase Zymésime L(T).

10.1 pastaba. Pabrésime, kad nurodyta integraly sekos { [; fn(x) dx} baigti-
né riba visada egzistuoja. 1S tikryjy si seka yra skaitiné Kosi seka:

(¥) >Ve>0 3N eN: }ﬁnmmwﬁnmwx

</|fn(:)3)—fm(x)|dz<5, kai n,m > N.
I

Naudojamés, kad laiptinéms funkcijoms teisinga nelygybé

’Aﬂ@w

Todél, remiantis skaiciy sekos konvergavimo Kosi kriterijumi

< [ 1)l da.

3 lim /Ifn(:c) dx € R.

n—oo

Galima jrodyti, kad toks integralo apibrézimas yra korektiskas, t.y. riba

lim /1 fulz) dz

n—oo

nepriklauso nuo Kosi sekos {f,} C S(I), konverguojancios beveik visur j
funkcija f, pasirinkimo.

10.2 teiginys. (Elementariosios integraly savybés)
1) (Tiesiskumas) Jei f,g € L(I), o, B € R, tai oof + Bg € L(I) ir

/1 (Oéf(x) + ﬂg(:c))dx = a/If(:c) dx + ﬁ/lg(x) dz:
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2) Jei f,ge L(I), f > g, tai [, f(x)dx > [; g(x)dz; atskiru atveju

1@ o) < [I5@) da

3) Jei f € L(I), g = f b.v. intervale I, tai g € L(I) ir [;g(x)dx =
1 fz)du.
Irodymas. Irodysime tik 3) savybe. Jei {f,} C S(I) — Kosi seka ir f,, — f
b.v. intervale I, tai taip pat f, — g b.v. intervale I. Tai isplaukia i$ lygybés
{rel: fula) » 9@} =({z e I: ful@) » f@}n{zel: fule) =g(2)})
U({zel: ful@)»g@n{o el fu@) £ g@)}),

nes desinéje lygybés puséje esancios aibés yra nulinio mato. Todél

/Ig(x) dr = lim /Ifn(:c) dx:/lf(x) dz.

n—o0

10.1 teorema. (Lebego ir Rymano integraly palyginimas) Jei aprézta funk-
cija f(z) yra integruojama Rymano prasme intervale [a, b, tai integruojama
ir Lebego prasme ir abu integralai sutampa:

(®) [ fydr= () [ fe)dr

10.2 teorema. (Integruojamumo Rymano prasme kriterijus) Funkcija f: [a,b] —

R yra integruojama Rymano prasme tada ir tik tada, kai f yra aprézta ir to-
lydi beveik visur intervale [a,b]. Taigi R([a,b]) C L([a,b]).

10.2 pastaba. Naudinga paminéti tokius faktus:

1. Jei nagrinéjama funkcija aprézta intervale |a,b] ir turi tik baigting
skaiciy trukiy, tai ji integruojama Rymano prasme (arba egzistuoja jprasti-
nis apibréztinis integralas). (Matematinés analizés kurse sutinkamas teiginys
nagrinéjant apibrézting integralg.)

2. Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra apibréztos intervale |a,b] ir skiriasi tik
baigtiniame tasky skaiciuje, tai is vienos funcijos integruojamumo Rymano
prasme isplaukia kitos funkcijos integruojamumas Rymano prasme. Be to,
(R) [, f(x)dx = (R) [ g(x) .

3. Jei funkcija f € D([a,b]), tai ji integruojama Rymano prasme.

4. Funkcija integruojama Rymano prasme intervale [a,b] yra apréZta.

10.3 pastaba. Jei Lebego integralo apibréZime vietoj paprastai konverguo-
janciy laiptiniy funkcijy seky riby imtume laiptiniy funkcijy tolygias ribas,
tai gautume Rymano integralo apibréZimq. 7 skyriuje buvo jrodyta, kad ga-
lima sukonstruoti laiptiniy funkcijy sekq tolygiai konverguojanciq § tolydzig
funkcijq ar funkcijg be antros rusies trukiy.
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Dabar pateiksime pavyzdj iliustruojantj 10.2 teorema.
1 pvz. Funkcija

1, jeiz€|0,00),
g(x) = .
—1, jeiz € (—o0,0)

yra beveik visur tolydi ir integruojama bet kokiame baigtiniame intervale
[a,b]. Be to, [P g(x)dx = [’ f(z)dz, &a f(z) = sgnz.

10.4 pastaba. Integraly lygybé isplaukia is 10.2 pastabos. Zemiau pateikia-
mas sio fakto grodymas tik nurodo kelig kaip reikia jrodyti 2 teiging, suformu-
luotg 10.2 pastaboje.

Sprendimas. Nagrinésime tik atveji, kai 0 € [a,b]. Kiti atvejai — aki-
vaizdus. Imkime bet kokj intervalo [a,b] skaidinj 7" su taskais a = xy <
T < o < xpq < a1 =0 < 247 < -+ < x,, = b. Sakykime, kad
A; =x; — i1 < €/2, ¢ia e > 0 yra kiek norima mazas skai¢ius. Tada

ZwiAx,- = wpAxy = 2(xp — Tp1) = €,

i=0
¢ia w; yra funkcijos g svyravimai intervaluose [z;,_1,2;], i = 1,2,...,n. I8
Rymano kriterijaus (matematinés analizés kursas) seka, kad funkcija g yra
integruojama intervale [a, b].

Pazymeékime h(z) = g(x) — f(z). Funkcija h(z) lygi nuliui visur, isskyrus
taska = = 0, kuriame h(0) = 1. Vadinasi, ji turi pirmosios rusies trukj taske
x = 0. Todél yra integruojama. Jrodysime, kad ff h(z)dz = 0. Bet kokiam
intervalo [a, b] skaidiniui 7" = {a = x¢, 1, ..., Tk_1, Tk, Tht1, ..., Tp = b} ir
visiems taskams §; € [x;_1,z;], jei tik & # 0, integraliné suma S, (7)) = 0.
Tuo atveju, kai = 0 priklauso kokiam nors intervalui [z;_q,z;] ir § = 0,
tai S,(T) = x; — x;_1. Jei kokio nors skaidinio T taskams z; ; < x; = 0 <
xip1 taskai § = &1 = 0, tai Su(T) = xip1 — z,-1. IS gauty integraliniy
sumy israisky matome, kad integraline suma S,(7) galima padaryti kiek
norima maza, kai A — 0, A = max; A;. Todél [°h(z)dz = 0. Kadangi
f(z) = g(x) — h(z), tai bet kokiam skaidiniui 7" ir bet kokiems taskams &,
integralinés sumos tenkina sarysj

Z f(&)Asz = Z [Q(fz) - h(fi)}Al'z’ = Zg(&)AIz - Z h(fz)AZEz

i=0 i=0 i=0 i=0
Desinés pusés ribos, kai A — 0, egzistuoja, nes funkcijos g(x) ir h(x) yra
integruojamos. Todél egzistuoja ir kairés puses riba, kai A — 0. Vadinasi,
funkcija f(x) yra integruojama ir teisinga lygybe

/abf(x) dr = /abg(x) d.
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2 pvz. Funkcija f(z) = [z] yra beveik visur tolydi R ir integruojama bet
kokiame baigtiniame intervale.
3 pvz. Funkcija

1

flx) =1 -1po-1y(x)+ 1 . _
[ : kgl 2 {Zle 27172?:11 27

)(56) +0-1py(2)

yra beveik visur tolydi [0, 1] ir integruojama Rymano prasme.

10.5 pastaba. Jei funkcija f(x) beveik visur sutampa su tolydZia funkcija
g(z), tai negalime tvirtinti, kad f(x) yra beveik visur tolydi savo apibrézimo
srityje.

10.3 teorema. Jei funkcija f yra mati ir aprézta, tai ji integruojama Lebego
prasme.

3 pvz. Nagrinékime funkcija f apibrézta intervale [0, 1] sekancia lygybe

(z) = {3, kai x yra racionalusis,

2, kai x yra iracionalusis.

Kaip mes jau jsitikinome, si funkcija yra visur truki ir mati. [sitikinsime,
kad ji néra integruojama Rymano prasme. Nagrinékime sumas

Sp = f(&)(x1 — m0) + f(&) (@2 — 1) + - + f(§) (@0 — Tna),

Gia & € [xp_1, 2] ir 0 =29 < 1+ < 2, = 1. Jei & — racionalieji skaiciai,
tai S, = 3ir lim,_ S, = 3. Jei &, — iracionalieji skaiciai, tai lim,, .o, S, = 2.
Todél funkcija néra integruojama Rymano prasme.

Si funkcija integruojama Lebego prasme. Tarkime g(z) = 2. Tada f(z) =
g(x) b.v. Todél

(L)/Olf(x)dx:(L)/Olg(x)dx:(R)/012dx:2. 0

Geometriné interpretacija. Pasiaiskinsime Lebego integralo apibrézi-
ma paprasciausiu atveju. Nagrinékime tolydzig funkcija. Sakykime, funkcija
f(z) apibrézta intervale [a, b], o jos jgyjamos reiksmes yra tarp skai¢iy a ir .
Skaidome intervala [«, (] taskais o = yo < 13 < -+ < y, = [ i dalinius in-
tervalus. Kiekvienam daliniam intervalui [yx_1, yx] egzistuoja intervalo [a, b]
poaibis I, kuriam priklauso visi x, kuriems f(x) € [yx_1, yx] (Ziur. paveiks-
lelj).
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Matas kiekvieno tokio intervalo yra m(ly). Sudarome suma
Sn = yrm(l) + yam(ly) + - -+ yem(ly) + - - - + yom(Ly).

Sios sumos riba, kai ji egzistuoja, yra funkcijos f(x) Lebego integralas ir
Zymima

/ab f(z)dx.

TolydZioms neneigiamoms funkcijoms taip apibréztas Lebego integralas su-
tampa su Rymano integralu ir yra lygus kreivinés trapecijos plotui, t.y. plotui
figuros apribotos abscisiy asies, dvieju tiesiy = a, x = b ir kreivés f(z).

Neapréztos funkcijos

Tarkime, kad funkcija f(x) yra neaprézta, mati, ir neneigiama intervale
I = [a,b], t.y. tokia kaip paveikslélyje.
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Apibrésime funkcija
z), kai 0 < f(z) < M,
Fa(a) = f(x) . f(x)
M, kai f(x) > M.

Si funkcija yra mati ir aprézta. Apréztumas — akivaizdus, o matumas isplau-
kia is lygybés
{z: f(z)<c}, kaic< M,
r: Fylr) <cp =
{ w(@) <cf {[a,b], kai ¢ > M.

Tuomet Lebego integralas nuo neneigiamos funkcijos f(x) intervale I api-
bréziamas lygybe

(L) / f(a)de = lim (L) / Far(2) do.
I M—oo I
Riba visada egzistuoja. Jei ji yra baigtiné, tai funkcija f vadinama sumuo-
jama (integruojama) intervale I. Jei ji begaliné, tai — neintegruojama.

10.4 apibrézimas. Macioji funkcija f vadinama kvaziintegruojama, jei bent
vienas is skaiciy [, f*(x)dx, [; f~(x)dx yra baigtinis. Tokios funkcijos f
integralu [; f(z) dx vadinamas dydis

/If(:c) dx:/Ier(:c) dx—/lf_(:c) dx

Macioji funkcija vadinama integruojama, jei [; f+(x) de < oo ir [, f~(z) dx <
00 .

10.5 apibrézimas. Maciosios funkcijos f: R — R integralu macioje aibéje
A C R vadinamas skaicius

/Af(x)d:c ::/Rf(x)lA(x)d:c
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(su sqlyga, kad pastarasis integralas yra apibréztas).
4 pvz. Ar funkcija
0, kal:L’EQﬂ[l,?],
T@ =11 kizeqn[Ly
=, kaiz :
integruojama Lebego prasme.
Sprendimas. Funkcija f(x) yra neaprézta. Apibréziame funkcijas

0, kai x € QN [1,2],
fal@) =4 2=, kaizeQn[l+ 4,2,
n, kaixe@ﬂ[l,lﬂL#)

ir
1 . 1
=, kail+ 5 <z<2,
gu(w) =4 Vot o

n, kail<r <1+ 5.
Funkcijos f,(z) ir g,(z) beveik visur sutampa. Kadangi funkcijos g,(z) yra
tolydzios ir apréztos intervale [1, 2], tai egzistuoja jy Rymano integralai. Va-
dinasi,

@) [ an@)de = () [ gale)de

14+n~3 p 2 dx
/1 nar 14+n=3 /o — 1

1 3 232 1 3 3 3 1
= n‘$+§([£—1)/ = - _

s n? 20 22 2 2

Kadangi funkciju g, Lebego integralai egzistuoja ir funkcijos f,(z) ir g,(x)
beveik visur sutampa, tai

@) [ 1@y de = (1) [ gate) d

Todél ) ) 5
(L)/ f(z)dz = lim (L)/ fulw)du =3
1 n—oo 1
Uzduotys
1. Nagrinékime funkcija
f(2) x, jei x yra racionalusis skaicius,
€Tr) =
—x, jeil x yra iracionalusis skaicius.
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Ar §i funkcija integruojama Rymano prasme baigtiniame intervale? Ar si
funkcija integruojama Lebego prasme baigtiniame intervale?
2. Apskaiciuokite integrala (L) [y f(z)dz, jei

2%, kaix yra iracionalusis skai¢ius ir > % ,
f(x) = {23 kaiz yra iracionalusis skaicius ir < %,
0, kitais atvejais.

3. Apskai¢iuokite integrala (L) [y f(z)dz, jei

1 : — , »
fla) =V kai x yra iracionalusis skaicius,
2%, kai z yra racionalusis skaicius.

11 Baigtinés variacijos funkcijos

Funkcijos f: [a,b] — R (pilngja) variacija intervale [a, b] vadinamas skaicius
(gali buti lygus +o0)

o(f) = v(f:1a.0]) = sup Y |f (i) = f ()],

¢ia tikslusis virsutinis rézis skai¢iuojamas visy intervalo [a, b] skaidiniy k =
{a =2y <z < - <z, = b}, n €N, atzvilgiu. Jei v(f;[a,b]) < oo, tai
f vadiname baigtinés (arba apréztos) variacijos intervale [a,b] funkcija. Visy
tokiy funkciju aibe zymeésime W ([a, b]).

11.1 teiginys. 1) Funkcija f: [a,b] — R, turinti apréztq isvesting f' in-
tervale [a,b], iSskyrus galbut baigting pirmojo tipo trukio tasky skaiciy, yra
baigtinés variacijos funkcija. Atskiru atveju f € CY([a, b)), t.y. kai f yra
tolydziai diferencijuojama funkcija (turi tolydZig isvestine), yra baigtinés va-
T1actjos ir

o(7ilatl) = [ 17 d

2) Funkcija f: |a,b] — R, isreiskiama dviejy didéjanciy funkcijy skirtumu,
yra baigtinés variacijos funkcija.

11.1 apibrézimas. Sakoma, kad funkcija f: [a,b] — R tenkina Hiolderio
salygq su rodikliv o, o« > 0, jei egzistuoja konstanta L tokia, kad bet kokiems
x,y € [a,b] teisinga nelygybé

f(2) = F(y)] < Llz —y|™.

Konstanta L vadinama Hiolderio konstanta, o o — Hiolderio rodikliu. Jei
a =1, tai sakome kad tenkinama Lipsico sqlyga.

39



1 pvz. Jei funkcija f: [a,b] — R yra LipsSico, tai ji yra baigtinés variacijos
funkcija.
Sprendimas.

Z ’f(fl?z) - f(fl?i—l)’ < LZ |2; — xi—1| = L(b— a).

2 pvz. Apskai¢iuokime funkcijos f(z) = z?%, z € [—1, 2], variacija.
Sprendimas.

0

+x

0
1 -1

U(f; [—1,2]) :/_21\2x\d:c:/ (—2x)dx+/022xda::—x2

3 pvz. Apskaic¢iuokime funkcijos

0, jeix =0,
flx)=q1—2, jei0<z<l,
5, jeix =1

baigtine variacija intervale [0, 1].
Sprendimas. Imkime bet kokj intervalo [0,1] skaidin} 0 = 2o < 21 < ... <
z, = 1. Tuomet

é;ﬁ@o—ﬂmaﬂ

= [#t@0) = )|+ {[£@2) = F@)|+ -+ [flan) = Faaa)|
HF(20) = flwa)|

= |1 — I —O| + {|ZL’2 —ZL’1| +---+ |l’n_1 —[L’n_2|} + |5 - (1 —ZL'n_l)|

=(1—2) 4+ (Tp1 —21) + G+ 20 1) =5+ 201 —71) < 7.

Suma > | f(z;) — f(xi—1)| galima padaryti kiek norima artima 7. Todél
variacija v(f; [0, 1]) = 7.

11.2 teiginys. Kiekviena baigtinés variacijos funkcija f: [a,b] — R yra ap-
rézta.

Irodymas. Tarkime, kad f(x) yra baigtinés variacijos funkcija [a, b] ir  yra
bet kuris [a, b] taskas. IS pilnos variacijos apibrézimo turime, kad

|[f(z) = fa)] + [ f(b) = f(2)] < v(f;]a, b))

Todel |f(x) = f(a)| < o(f; [a, b]) ir [|f(z)] = |f(a)]| < [f(x) = f(a)]. Vadinasi,
[f (@) <olf;[a, b]) + [ f(a)l.
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11.3 teiginys. Funkcija f: [a,b] — R turi intervale [a,b] baigtine variaci-
ja tada ir tik tada, kai ji yra dviejy nemaZéjanciy tame intervale funkcijy
skirtumas.

11.1 pastaba. Funkcijg f(x) visada galima uzrasyti taip: f(x) = v(z) —
u(z), v(z) = v(f;la, z]), u(z) = v(f;la, z]) — f(z).

4 pvz. Uzradysime funkcija f(z) = 2?, z € [-2, 3], kaip dviejy nemaZze-
janc¢iy tame intervale funkcijy skirtuma.

Sprendimas. Nesunku suvokti, kad

f(x) = g(x)=h(x),  g(z)= {0’2

<
x

ZIJ'<0, _:1;27 _2<LE<O,
h(z) =
<3 0<x <3

2
xTr-, 0 < y 07
Si uzdavinj galima spresti ir naudojantis 11.1 pastaba. Kadangi funkcija
f(x) = z* yra tolydZiai diferencijuojama intervale [—2, 3], tai

@ —2 [*, tdt, kai —2 <z <0,
o(fil-2,a]) = [ 2tlar={" .
2 =2 [C,tdt+2 [ytdt, kai(0 <z <3,
B —t2‘_27 kai —2<1’<07_ —22+4, kai —2<2<0,
—t2’02+t2§, kai 0 < 2 < 3, 4+2%,  kai0<z<3
ir
—21’2+4, _2<$<07
u(z) =
4, 0<x<3.
Uzduotys
1. Ar funkcija
x2, kai 0 <z <1,
flz)=123r -2, kail<zxz<2,
2z, kai 2 <2 <3

yra baigtinés variacijos intervale [0, 3]?

2. Ar funkcija f(z) = 2* — 3[z], apibrézta intervale [0, 3], yra baigtinés
variacijos?

3. Ar funkcija

sin 2z, kai0 <x < Z,
flx) = 2
1 +cos2r, kai § <z <,
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yra baigtinés variacijos intervale [0, 7|?
4. Apskaic¢iuokime funkcijos

r—1, jeix <1,
f(x) = <10, jeix =1,

22, jeixz >1

baigtine variacija intervale [0,2]. Ats.: 23.
5. Baigtinés variacijos funkcija

—22, jeixz €]0,1),
f(x) =10, jei x =1,
1, jei x € (1, 2]

uzrasykite kaip dviejy nemazéjanciy funkcijy skirtuma.

12 Styltjeso integralas

12.1 apibrézimas. Funkcijos f € S([a,b]) Styltjeso integralu funkcijos g €
W([a,b]) atzvilgiuv vadinamas skaicius

b n—1
| @) dg(a) = X fulglain) — o).

cia fr — funkcijos f reiksmé jos pastovumo intervale Iy su galais xp < Tpiq,
ty. Iy = (Tr, Trgr), [Th, Trral, [Th, Teg)s (T, Trga -

12.2 apibrézimas. Funkcijos f € D([a,b]) Styltjeso integralu funkcijos g €
W([a,b]) atzvilgiv vadinamas skaicius

/abf(x) dg(x) = nh_)nolo /ab On(z) dg(x),

cia {¢pn} — bet kokia laiptiniy funkcijy seka, konverguojanti tolygiai intervale
la,b] i funkeija .

12.1 teorema. (Styltjeso integralo egzistavimas ir apibrézimo korektisku-
mas.)

1) Apibrézime nurodyta riba visada egzistuoja ir neprikauso nuo sekos
{én} pasirinkimo.

2) Jei f € D([a,b]) ir g € W([a,b]), tai

/abf(x) dg(z)| < sup |f(z)] - v(g;[a,b)).

a<e<b
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3) Jei f € C([a,b]) ir g € C([a,b]), tai
[ 1@ dga) = [ 1)

13 Metrinés erdveés

Aibé, kurioje vienaip ar kitaip apibrézta sekos ribos sgvoka, paprastai va-
dinama erdve. Erdveés, kurios elementais yra funkcijos arba skaitinés sekos,
vadinsime funkcinémis erdvémis. Kai kuriy operatoriy klasiy, apibrézty funk-
cinése erdvése, nagrinéjimas ir sudaro funkcinés analizés pagrinda.

Viena i§ pagrindiniy analizés operacijy yra peréjimas prie ribos. Si opera-
cija grindziama faktu, kad skaiciy tieséje yra apibréztas atstumas nuo vieno
tasko iki kito. Daugelis analizés pagrindiniy tvirtinimy remiasi atstumo sa-
voka. Apibendrindami realiyjy skaic¢iy samprata kaip aibe, kurioje jvestas
atstumas tarp elementy, mes gauname metrinés erdvés savoka.

13.1 apibrézimas. Metrine erdve vadinama pora (X, p), susidedanti is tam
tikros aibés (erdvés) X elementy ir atstumo, t.y. vienareiksmés, neneigiamos,
realiosios funkcijos p(x,y) apibréztos bet kuriems x iry is X ir tenkinancios
sekancias tris aksiomas:

1) p(z,y) = 0 tada ir tik tada, kai x =y,

2) p(z,y) = p(y, z) (simetrijos aksioma),

3) plz,2) < p(x,y) + ply, 2) (trikampio aksioma).

Pvz. 1) Aibé realiyjy skai¢iy su atstumu p(z,y) = |r — y| yra metriné
erdve R
2) Aibé elementy = = (x1, x9, ..., T,) su atstumu

n
Z (yr — zp)?

vadinama n-macia aritmetine Euklidine erdve R”. 1) ir 2) aksiomos yra aki-
vaizdziai patenkintos. Patikrinsime 3) aksioma. Tarkime, © = (z1,x2, ..., Z,),
y=(y1,Y2,.-,Yn) ir 2 = (21, 29, ..., 2,). Tuomet trikampio nelygybé atrodo
taip;

k=1

\liZk_Ik \li(yk_fk)z‘l' izk—yk (3)

Pazymeékime vy, — xr = ag, 2 — yp = bp. Tuomet 2z — xp = ag + by ir

Jki ak—l—bk \lzak kib% (4)
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Si nelygybeé seka i§ Kosi-Buniakovskio nelygybés

Zak+bk = Zai%—QZakbk%—Zbi
k=1

k=1 k=1 k=1
n n n n
2 2 2 2
k=1 k=1 k=1 k=1

(5

Taigi jrodéme nelygybe (4), o tuo paciu ir nelygybe (3).
3) Aibe elementy = = (x1, xa, ..., T,) su atstumu

Y) = |yk — il
k=1

zymime RY. Akivaizdziai patenkintos aksiomos 1)-3).

4) Apibrézkime atstuma tarp elementy poo(z,y) = maxice<n [Yp — Tk
Sia erdve Zymime R” .

5) Aibé C(]a, b]) visu tolydziy realiyju funkeiju, apibrézty intervale [a, b],
su atstumu p(z,y) = max,<<p |2(t) — y(t)| vadinama visy tolydziy funkcijy
erdve.

Patikrinsime metrikos aksiomas. Akivaizdu, kad p(z,y) > 0. Be to
plx,y) = 0, jei z(t) = y(t), Vt € [a,b]. Akivaizdu, kad p(x,y) = p(y, ).
Belieka patikrinti trikampio aksioma. Bet kokiam ¢ € [a, b]

jz(t) — 2(2)] () = y(O)] + [y(t) = 2(1)]

<
< max |o(t) —y(t)] + max [y(t) — =(t)] = p(z,y) + p(y, 2)-

Todél

pla, 2) = max [u(t) — 2(t)| < p(@,y) + p(y, 2)-

Kas siuo atveju yra atstumas — ziuréekite paveikslelj
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df,e)

6) Funkcija x(t), apibrézta ir mati intervale [0, 1] vadinama integruojama
p-tuoju laipsniu arba funkcija i§ klasés L, ([0, 1]), jei

1
/ |2 (t)[Pdt < oo,
0

¢ia p > 1, o integralas — Lebego. Dvi funkcijas, besiskirianc¢ias nulinio mato
aibéje, laikysime tapaciomis. Jei z € L,([0,1]) ir y € L,([0, 1]), tai apibre-
ziame atstuma lygybe

o) = ([ a0 - siopar) )

7) Ar erdve R su funkcija p(x,y) = sin?(z — y) yra metriné? Ne, nes
funkcija p(z,y) netenkina 1-osios atstumo aksiomos, t.y. i$ lygybés sin?(x —
y) = 0 neisplaukia lygybé x = y. Paimkime pvz. y = x + 7. Tada sin?(x —
y) =0, bet z # y.

8) Ar erdve R su funkcija p(z,y) = (z —y)? yra metriné? Ne, nes funkcija
p(x,y) netenkina 3-osios atstumo aksiomos. Turéty buti teisinga nelygybé

(r—2*<(r—y)?+(y—2)? arba (a+0b)*<a®+10%
jei pazymeésime a = r — y, b = y — z. Akivaizdu, kad pastaroji nelygybe
yra neteisinga, kai a,b > 0 arba a,b < 0. Vadinasi, funkcija p(x,y) néra
atstumas.
UzZduotys
1. Aibéje R apibrézkime funkcija p(z,y) = |arctgx — arctgy|. Ar si

funkcija yra yra metrika?
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2. Aibéje R apibrezkime funkcija p(x,y) = |[z] — [y]| . Ar si funkcija yra
yra metrika? Cia [z] — svekoji x dalis.

3. Aibéje R apibrézkime funkcija p(z,y) = /| — y|. Ar si funkcija yra
yra metrika?

4. Aibéje R apibrézkime funkcija p(z,y) = In(1 + |z —y| ). Ar $i funkcija
yra yra metrika?

5. Aibgje R apibrézkime funkcija p(z,y) = 152'@/‘ . Ar si funkcija yra
yra metrika?
6. Aibéje N apibrézkime funkcija p(z,y) = |z/y| . Ar §i funkcija yra yra

metrika?

7. Aibéje R apibrézkime funkcija p(x,y) = |arctg(x — y)|. Ar §i funkcija
yra yra metrika?

8. Aibéje R apibrézkime funkcija p(z,y) = In(1+
yra yra metrika?

lz—y|
1+|z—yl

). Ar si funkcija

14 Atviros ir uzdaros aibés

Jei (X, p) yra metriné erdvé ir Y C X, tai j aibe Y galima ziuréti kaip j
atskirg metrine erdve su ta pacia metrika kaip ir aibéje X. Tokia metriné
erdve (Y, p) yra vadinama metrinés erdvés (X, p) poerdviu.

Sakykime a € X ir r > 0. Aibe

B(a,r) ={x € X: p(zr,a) <r}

vadinsime atviruoju rutuliv arba rutuliu su centru taske a ir spinduliu r, o
aibe
{re X: plz,a) <r}
— uZdaruoju rutuliu.
1 pvz. Jei X =R ir p(z,y) = |x —y|, z,y € X, tai atvirasis rutulys su
centru taske a € R ir spinduliu r yra intervalas (a —r,a + 7).
2 pvz. Jei X =R? ir My = (x1,11) € R%, My = (29,9) € R? ir

do(,y) = /(21 — 22)2 + (31 — )2,

tai atviruoju rutuliv su centru taske A = (a,b) € R? ir spinduliu 7 > 0
vadinsime skritulj su centru taske A ir spinduliu » > 0. Atviras rutulys
B(0, 1) pavaizduotas paveikslélyje (a).

3 pvz. Jei X =R? d(z,y) = max{|z; — y1|, |r2 — yo|}, tai B(0,1) yra
kvadratas (ziur. pav. (b)).

4 pvz. Jei X = R?, dy(z,y) = |1 —y1|+|v2—12|, tai B(0, 1) yra pasuktas
kvadratas (ziur. pav. (c)).
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5 pvz. Jei X = R?,

ds(w,y) = Jer — P + |22 — g,

tai B(0,1) pavaizduotas pav. (d).

B (0)C (R?, dy) B{(0)C (R2, dy)

(c) (d)

6 pvz. Tarkime, kad X = C([a,b]) ir doo(f, 9) = max,<i<p | f(2) — g(1)].
Erdvéje C([0,1]) nubrézkime rutuli B(0,1). Siuo atveju rutulio centras
yra tolydi funkcija tapatingai lygi nuliui, t.y. atkarpa nuo 0 iki 1 (z asyje).
Atviras rutulys B(0, 1) yra staciakampio vidus, kurio krastinés jam nepri-
klauso (paveikslélis kairéje). Fiksuokime funkcija, pvz., f(t) = 2. Nubrézki-
me rutulj B(f,1) (paveikslélis desinéje).
)

= 4

0z O oz 04 06 08
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Metrinés erdvés X tasko a rutuline aplinka vadinsime bet kokio spindulio
atvirajj rutulj su centru taske a; tasko a aplinka vadinsime bet kokj aibés X
poaibj A, uzdengiantj bent vieng tasko a rutuline aplinka, t.y. jei egzistuoja
toks r, kad B(a,r) C A. Aibés X poaibj A vadinsime atviruoju metrinéje
erdvéje X, jei kiekvienam aibés A taskui a egzistuoja tokia rutuliné aplinka
B(a,r), kad B(a,r) C A, t.y. jei aibé A yra kiekvieno savo tasko aplinka.
Aibés X poaibj A vadinsime uZdaruoju, jei X\ A yra atviroji aibé metriné-
je erdvéje X. TusCioji aibeé ) ir visa metriné erdve X yra ir atvirosios, ir
uzdarosios aibés.

Tarkime, a yra metrinés erdvés X taskas ir A C X. Taskas a vadinamas
ribiniu aibés A tasku, jei kiekvienoje jo aplinkoje yra bent vienas aibés A
taskas nesutampantis su a. Ribinis taskas gali priklausyti aibei A, o gali ir
nepriklausyti.

Aibé, gauta prijungus prie A visus jos ribinius taskus, vadinama aibés A
uZdariniu ir Zymima [A].

14.1 teorema. UZdarinys tenkina sekancias savybes:

1) Ac[4], 2)[[A]]=[A4], 3)jeiaC B,tai[A] C [B],
4) [AUB] =[AJU[B], 5)[0]=0, 6) [A] yra uzdara aibé.

14.1 apibrézimas. Metrinés erdvés aibé A vadinama aprézta, jei ji yra
kokio nors rutulio poaibis.

Pvz. Nagrinékime aibe E tolydziu funkciju apibrézty intervale [0, 1] ir
tenkinanciy nelygybe A < f(z) < B (¢ia A < B — duoti skaiciai). Tuomet
aibé E yra uzdara erdvéje C(]0, 1]).

Sprendimas. Sio pavyzdzio sprendima pateiksime kitame skyrelyje.

Pvz. Nagrinékime aibe E tolydziy funkciju apibrézty intervale [0, 1] ir
tenkinanciy nelygybe A < f(z) < B (¢ia A < B — duoti skaiciai). Tuomet
aibé E yra atvira erdvéje C([0, 1]).

Sprendimas. Tarkime ¢ € E. Tada A < p(x) < B visiems z € [0, 1].
Pazymékime maxoc,<1 () = § ir mingc, 1 p(x) = a. Aisku, kad 8 # B,
nes maxo<,<1 ©(«) igyjamas tam tikrame taske zo € [0,1], t.y. (zo) = 5.
Bet p(z9) < B. Todél < B. Analogiskai, @ > A. Pazymeékime ¢ = min(a—
A, B — [3). Tada visos funkcijos tenkinancios nelygybe ¢(x) — e < g(x) <
¢(x) + € priklauso aibei E. IS kitos pusés, visos tokios funkcijos g sudaro
funkcijos ¢(z) e-aplinka. Taip yra todél, nes tik tokios funkcijos tenkina
nelygybe p(p, g) < €. Vadinasi, kartu su funkcija g(z) aibei E priklauso tam
tikra funkcijos ¢ aplinka. Todél E yra atvira aibe erdvéje C([0, 1]).

14.2 teorema. Metrinéje erdvéje bet kokia skaiti atviryjy aibiy sqjunga ir
baigtinio skaiciaus atviryjy aibiy sankirta yra atviroji aibeé.
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Irodymas. 1. Sakykime, kad A = U, A,. Jei x € A, tai x priklauso kokiai
nors aibei A,, o kadangi A, — atviroji aibé, tai ji yra tasko x aplinka. Be
to, A, C A. Taigi egzistuoja tokia kiekvieno aibés A tasko x aplinka, kad
A, C A, todél pagal atvirosios aibés apibrezima aibé A yra atvira.

2. Tegu {Ay,..., A,} — baigtiné atviry aibiy sistema ir A = N}_, A.
Jeix € A, tai x € A, Vk = 1,...,n. Kadangi aibés A, yra atvirosios, tai
egzistuoja tokios tasko z rutulinés aplinkos Vi, kad V), C A, k= 1,...,n.
Pazymekime ¢ tasko x rutulinés aplinkos Vj spindulj, t.y. Vi = B(z,¢y).
Tada aibe V' = N}_, Vi yra tasko = rutuliné aplinka (baigtinio skaiciaus
rutuliy su bendru centru sankirta yra lygi vienam is ty rutuliy, butent tam,
kurio spindulys maziausias). Be to V' C Vj, C Ay visiems k = 1,...,n. Todél
V C A. Taigi egzistuoja tokia bet kokio x € A rutuliné aplinka V', kad
V C A. Todél pagal apibrezimg aibé A yra atvira.

Pvz. M2, (1—-2,2+ 1) =11,2].

14.1 iSvada. Metrinéje erdvéje bet kokia skaiti uZdaryjy aibiy sankirta ir
baigtinio skaiciaus uZdaryjy aitbiy sqjunga yra uzZdaroji aibé.

Uzduotys

1. Sakykime, F'(x) yra fiksuota tolydi funkcija apibrézta intervale [0, 1].
Irodykite, kad aibé visu tolydziu funkciju, apibrézty intervale [0, 1] ir tenki-
nanciy nelygybe f(z) < F(x) yra uzdara erdvéje C([0, 1]).

2. Patikrinkite, ar erdvése C([0,1]), L,(0,1), p > 0, apréztos Sios aibés:

a) My = {t",n € N};

b) My = {nt,n € N};

) Mz = {0 < a< oo}
M,
M;

(@]

(o9

) ={l—-at?’,0< a < A};
) = {5 0 <a < oo}
3. Patikrinkite, ar erdvése ¢, £, p > 0, apréztos Sios aibés:
a) My ={(1,2,...,n,0,...),n € N}
b) My ={(1,1,...,1,0,...),n € N};
N

@

¢) My ={(0,...,0,1,0,...),n € N};

d) M4:{(1’%>--- 1 0,...),nEN};

')

_ 11 1
ev) M5 = {(n_-|—1>n_+2”m——m>)’n€N}
Cia ¢ — visy konverguojanciy skaitiniy seky = = (x1,2,...) aibé su
metrika p(x,y) = sup, |, — ya|; F, p > 0, — aibé visy skaitiniy seky
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x = (21, 29,...), kurioms konverguoja eiluté >3, |zx|?, su metrika

[e'e] 1/17 [e'e)
p(z,y) = <Z |$k—yk|p> , p=1, plz,y) =D |lzr—yul’, 0<p<1.
k=1 k=1

3. Skai¢ius sup, ,cp p(7,y) vadinamas aibés M C (X, p) diametru ir

zymimas diam M. Raskite Siy erdveés R? aibiy diametrus:
2

a) My = {(x,y) € R?: & + 2 <1, a,b>0};
)

b) My = {(z,y) € R?: alz| +bly| <1, a,b> 0};
c) Mz ={(z,y) € R*: max(|z],aly|) <1, a > 0}
d) My ={(z,y) e R?: ax®> <y <b, a,b>0}.

4. Raskite siy erdves C([0, 1]) aibiy diametrus:
a) My = {arctg(t — o), a € R};
b) M2 = {tn, n e N}

15 Sekos riba

15.1 apibrézimas. Sakykime, kad (x,) yra metrinés erdvés X seka. Sakysi-
me, kad si seka konverguoja § taskq x, jei kiekvienai rutulinei tasko x aplinkai
B(z,e) priklauso visi taskai x,,, pradedant tam tikru numeriu N.. RasSysime
x, — * arba lim,, x, = x.

Sj apibrézimg galima suformuluoti ir kitaip.
15.2 apibrézimas. Metrinés erdvés X tasky seka (x,) konverguoja j taskq
r € X, jei lim,_oop(xn,x) = 0. Taskqg, x = lim, z,, vadinsime sekos (x,)
riba. Sekq (x,) vadinsime konverguojancia, jei ji konverguoja i kokj nors
erdvés X taskq.

IS apibrezimo seka, kad jei z, konverguoja j taska x, tai ir bet koks jos
posekis konverguoja j ta patj taska.
15.1 teorema. Metrinés erdvés seka (x,) gali konverguoti ne daugiau kaip
1 vieng ribg.
Irodymas. Tarkime, x,, — z ir x,, — y. Tuomet bet kokiam ¢ > 0

p(x,y) < p(rn, ) + p(Tn, y) <&,

kai n yra pakankamai didelis. Kadangi x ir y yra fiksuoti taskai, o € > 0 bet
koks, tai i nelygybé galima tik tuo atveju, jei p(x,y) = 0, t.y. kai z = y.
15.2 teorema. Metrinés erdvés (X, p) aibé A yra uzdara tada ir tik tada,
jei kiekviena tasky (x,) seka is A, t.y. (x,) C A, konverguojanti erdvéje X
turi ribg kuri priklauso A.
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Irodymas. Butinumas. Tarkime, kad A yra uzdara. Reikia jrodyti, kad
A = [A]. Akivaizdu, kad A C [A]. Tarkime, kad egzistuoja toks taskas x¢ €
[A], kuris nepriklauso A. Vadinasi, g € X\ A, t.y. zo priklauso atvirai aibei
X\A. O tai reiskia, kad zp € X\A su kazkokia rutuline aplinka B(zq, 7).
Sioje rutulinéje aplinkoje B(xg,r) néra aibés A tasky. Bet tai priestarauja,
kad zo € [A].

Pakankamumas. Tarkime, kad bet kokiai (z,) C A konverguojanciai
i € X taskas x priklauso ir A. Tada A yra uzdara, nes is uzdarinio [A]
apibrézimo seka, kad A = [A4]. O [4] yra uzdara aibe.

Pvz. Nagrinékime aibe E tolydziu funkciju apibrézty intervale [0, 1] ir
tenkinanciy nelygybe A < f(z) < B (¢ia A < B — duoti skaiciai). Tuomet
aibé E yra uzdara erdvéje C(]0, 1]).

Sprendimas. Sakykime, ¢(z) yra aibés FE ribinis elementas. Tuomet
galésime surasti aibés F elementuy seka {f,(z)}, kuri konverguoja i ¢(z),
t.y. SupPgcrci [fn(®) — @(x)] — 0, kai n — oo. Taigi turime funkcijy seka
{fn(z)}, kuri tolygiai konverguoja i ¢(z). Kadangi kiekvienam z € [0, 1],
A < fu(x) < B, tai ir ribai teisinga nelygybé A < lim, f,(z) < B, t.y.
A< ¢(z) < B.

Uzduotys

1. Kuriose i8 erdviy C([0,1]), L,(0,1), p > 0, konverguoja Sios sekos:
nt, kai0<t<1/n,
I, kail/n<t<1;

b) x,(t) = t™;
c) xn(t) =t — 17"

2. Ar erdvéje (P, p > 1, konverguoja sekos:

1 1 1
a)x("):{ -~-,—,0,...};

ne’ e’ pe

n

n) -y 1. 1 . 1
b)l‘ Tl 1+n0 240 Pm4nd

16 Tirstosios aibés

16.1 apibrézimas. Aibé A C (X, p) yra visur tirsta erdvéje X, jei jos uz-
darinys [A] sutampa su visa erdve X .

Vaizdziai kalbant, jei A yra visur tirSta X, tai X taskai yra artimi A
taskams.
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16.1 teorema. Tarkime, A C X, (X,p) yra metriné erdvé. Tada A yra
visur tirsta erdvéje X tada ir tik tada, jei kiekvienam € > 0 ir kiekvienam
xr € X egzistuoja elementas a € A toks, kad p(x,a) < e.

Irodymas. Jei A yra visur tirsta X, tai kiekviena konverguojanti aibés A
seka turi riba x, kuri priklauso [A] = X. Todél kiekvienam e > 0 ir pakan-
kankamai dideliam n atstumas p(z,,r) < ¢, kai z,, € A.

Atvirksciai, jei p(x,,x) < e, tai imdami vis mazéjancius e, gausime seka
A elementy a,, konverguojanciy j taskg x € X.

16.2 apibrézimas. Metriné erdvé (X, p) vadinama separabilia, jei joje yra
skaiti visur tirsta aibeé.

IS (16.1) teoremos seka, kad jei (X, p) yra separabili, tai kiekvienam = €

X egzistuoja skaiti tasky aibé {x1, z9, ..., z,, ...} tokia, kad kiekvienam ¢ >
0 ir kiekvienam = € A yra elementas x,, Sioje aibéje toks, kad p(z, x,) < e.
Pavyzdziai

1) R yra separabili, nes racionaliyju skai¢iy aibé yra visur tirsta ir skaiti.

2) Erdvés R™, R} ir RZ yra separabilios (vektonai su racionaliomis koor-
dinatémis).

3) Erdve C(]0,1]) separabili. Nagrinékime erdvéje C([0,1]) visy dau-
gianariy su racionaliais koeficientais aibe Cy. Aibé Cy yra skaiti. Dabar
isitikmsime, kad ji visur tirsta C'([0,1]). IS Vejerstraso teoremos turime, kad
bet kokiai funkcijai x(t) € C([0,1]) egzistuoja daugianaris p(t) toks, kad
sup, |z(t) —p(t)| < 5, ¢la e > 0 — duotas skaicius. Be to, egzistuoja toks dau-
gianaris py(t) su racionaliais koeficientais, kad sup, |p(t) — po(t)| < 5. Todel
p(z,po) = sup, |z(t) — p(t)| < e. O tai ir reikéjo jrodyti.

4) Erdve L,([0, 1]) — separabeli. Aibé visy tolydziy funkcijy intervale [0,1]
yra visur tirsta L, ([0, 1]). Visy polinomy su racionaliaisiais koeficientais aibé
yra skaiti ir visur tirsta L, ([0, 1]).

5) Skaiciy seky erdve I, (p > 1) su metrika p(z,y) = (352, | — yi|?) /7.
Tai aibé seky x = (xq,x9,...) tokiy, kad Y32, |zk|P < oo. Ji separabeli.
Tarkime Ey — aibé elementy {ry,rs,...,r,,0,0,...}, ¢ia r, — bet kokie racio-
nalieji skaiciai, o n € N irgi bet koks. Aibé Ej yra skaiti ir visur tirsta [,.
Tikrai, tarkime x = (21,22, ...) € [, yra bet koks aibés elementas ir tarkime
duotas € > 0. Rasime tokji n € N, kad 232, [zx|? < 5. Dabar paimkime

elementy xo = (r1,72,...,7,,0,0,...) toki, kad >-7_; |2 — 7¢[P < 5. Tuomet
P > eP  eP
{p(a:,xo)} =D o=+ D |wfP <=4+ = =€
k=1 k=n+1 2 2

Todél p(x, xg) < €.
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6) Erdve [* yra neseparabeli. [*° — tai aibé visy aprézty skaitiniy seky
aibé su metrika p(z,y) = sup, |rx — yxl|, t.y. kiekvienam jos elementui x

egzistuoja tokia konstanta K, kad |z;| < K, Vi.

17 Pilnosios metrinés erdveés

17.1 apibrézimas. Metrinés erdvés elementy seka (x,) vadinama funda-
mentaligja arba Kosi seka, jei kiekvienam € > 0 egzistuoja toks N € N, kad
p (T, x,) < e, jeim,n > N.

Metriné erdvé vadinama pilngja metrine erdve, jei kiekviena jos elementy
fundamentalioji seka konverguoja j kokj nors tos erdvés elementg.

Kiekviena konverguojanti seka yra fundamentalioji. Imkime ¢ > 0. Ka-
dangi lim,, .o p(7,, ) = 0, tai egzistuoja toks N € N, kad p(x,,z) < 5, kai
n > N. Sakykime, kad n,m > N. Tada

p(an. ) < plam, ) + plam) < 5 +5 = <.
Pilny erdviy pvz.:
1) R yra pilna erdvé. Tai zinome i§ matematinés analizés kurso. (Kosi
kriterijus: Seka (z,) konverguoja tada ir tik tada, kai ji yra fundamentalioji.)
2) Erdvés R™ pilnumas seka i§ R! pilnumo. Tarkime, (z)) yra funda-
mentalioji R™ tasky seka, t.y. kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks N = N,

kad

n 2

Z (xlip) . xliq)) < 22

k=1
visiems p,q > N. Cia z® = (:cﬁp’, ...,zP)). Tuomet kiekvienam k =
1,2,...,n gauname \x,ip)—x,iq)| <e,Vp,g> N, t.y. (:c,(f)) yra fundamentalioji

skaiciy seka. Pazymékime

— T (p) —
xp = lim ", r=(21,...,2T,).
p—oo

Tuomet lim,_ z® =gz

3) Metriné erdvé (C([a, b)), p) - pilna. Cia atstumas p(z,y) = sup,««, |2(t)—
y(t)]. Tarkime, (x,(t)) yra kokia nors fundamentalioji seka erdvéje C([a, b]).
Tai reiskia, kad kiekvienam e > 0 egzistuoja toks NV, kad

() = 2 (t)] <e, (5)

kai n,m > N visiems ¢, a < t < b. Vadinasi, seka (x,(t)) tolygiai konver-
guoja. Priminsime ka tai reiskia.
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17.1 teorema. (Kosi kriterijus) Funkcijy seka { f,.(x)} aibéje X konverguoja
tolygiar § kokig nors ribine funkcijg tada ir tik tada, kai kiekvieng € > 0
atitinka toks numeris N(g), kad visi x is aibés X tenkina nelygybe

}fn+m(x> - fn(x>| <§g,
kain > N(g), o m — bet kuris naturalusis skaic¢ius (m € N).

Vél pasinaudokime matematine analize. Kadangi seka {z,(t)} tolygiai
konverguoja ir funkcijos z,,(t) yra tolydzios, tai ribiné funkcija z(t) bus tolydi.
Pereikime prie ribos nelygybéje (5), kai m — oco. Tuomet

[on(t) — ()] <&, VtirVn> N.

O tai ir reiskia, kad {z,(t)} konverguoja i x(t) metrikos p atzvilgiu. O

Dabar pateiksime kelis pvz. erdviuy, kurios néra pilnos.

1) Nagrinékime racionaliyju skai¢iy aibe Q su atstumu p(ry,ry) = |r; —
ry|. Erdve (Q,p) yra metrine. Paimkime sekg z, = (1 + )", Si seka yra
fundamentali, nes ji konverguoja i e, bet jos riba nepriklauso Q.

2) Nagrinekime erdve C1([0, 1]), t.y. C([0, 1]) su metrika

of0) = [ 17(@) — gla) da:

Nagrinéjama metrika galima interpretuoti kaip plota tarp kreiviy f ir g.

fv)

*
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\Q )
| Y

a b X

di(f,8)

Parodysime, kad ji nepilna. Konstruojame seka

. 11
—1, ka10<x<§—ﬁ,

fa@)={nz—2%, kais—+<az<s+-, n=3
1, kai%—l—%<x<1,
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Si seka fundamentali, nes kai m > n

1/2—1/n
1/2+1/n
+/1/2_1/n n(@) = fm@)drt [ (@) = fnl)] de
1/2+1/n 9 4
= /1/2_1/n | fr(x) — frnu(2)|dz < 2- ~=-

Vadinasi, p(fn, fm) < €, kai n > [g] = N(e).
Nesunku pastebéti, kad kiekviename taske z € [0, 1]
—1, kaiz €[0,1),
fa(x) — g(z) = {0,  kaiz =g,

1, kaize(3,1],

1

2

t.y. funkcijos f, konverguoja pataskiui j trukia funkcija.
Funkcija §(z) beveik visur lygi funkcijai

)1 kaixE[O,%),
g(x)_{l, kai z € [5,1].

Funkcija g(x) yra beveik visur tolydi ir

/\9 )| dz =0,

t.y. p(g,g) = 0. Todél pakanka nagrinéti atstuma ,o(fn,g). Aisku, kad

phg) = [ 1@ —g@ldrt [ @) - gl e

1/2+1/n 1/2+1/n
N 2/ |fn($)—9(x)lda::2/ (1—nx+@>d;p
1/2 1/2 9
2 1/2+1/n 1
2 2 Jhy n

Gavome, kad erdvéje C1([0,1]) fundamentalioji funkciju seka {f,} konver-
guoja j trukia funkcija g(z). Todél erdve C;([0, 1]) néra pilna.
3) Erdve Cy([0, 1)), t.y. C([0,1]) su metrika

{ [ I de}m

irgi néra pilna.
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17.2 teorema. Metriné erdvé X bus pilna tada ir tik tada, kai joje bet kuri
idéty vienas 3 kitg uzdary rutuliy seka, kuriy spinduliai artéja § nuly, turi
netusciqg sankirtq.

Si teorema apibendrina jdéty vienas j kitg intervaly lema, kuri formuluo-
jama matematinéje analizéje.

17.3 teorema. Pilnos metrinés erdvés (X, p) poerdvis (Y, p) yra pilna erdvé
tada ir tik tada, jei Y yra uZdara aibé.

Pvz. Aibée X = {r € R: 0 <z < 1} C R su metrika d(z,y) = |z — y|
néra pilna erdve, bet {x € R: 0 <z < 1} jau pilna erdve.

18 Tolydus metriniy erdviy atvaizdziai

18.1 apibrézimas. Tarkime, (X, p) ir (Y,d) yra dvi metrinés erdvés, o f —
atvaizdis is X 3 Y, ty. f: X — Y. Atvaizdj f vadinsime tolydziu taske
xo € X, jei kiekvienam € > 0 egzistuoja toks 6(e,zq) > 0, kad

A(f(@), f(x0) <

visiems x € B(xg,0) = {x € X: p(x,z9) < 0}. Atvaizdis f: X — Y
vadinamas tolydziuoju, jei jis yra tolydus kiekviename erdvés X taske.
18.2 apibrézimas. Sakoma, kad atvaizdis f: (X, p) — (Y,d) tenkina Lip-
sico sqlygq su konstanta L, jei su bet kokiais x,y € X teisinga nelygybé

d(f(), () < Lp(z,y).

Akivaizdu, kad jei atvaizdis tenkina LipsSico salyga, tai jis yra tolydus.
Tikrai. Imkime bet kokj ¢ > 0 ir pazymékime § = ¢/L. Tuomet, kai p(z,y) <
9, tai d(f(z), f(y)) < Lp(z,y) <e.

1 pvz. Atvaizdis f(z) = [ z(t)sintdt i§ erdves C([0,1]) i R, t.y.
f:C([0,1]) — R, yra Lipsico.

Sprendimas.

[f(x) = fy)l =

/01 (2(t) = y(1)) sintdt} < /01 () — y(t)| dt
< max [2(t) — y(t)| /01 dt = max |z(t) — y(t)|.

0<t<1 0<it<1

2 pvz. Atvaizdis f: C([0,1]) — C([0,1]), apibréztas lygybe (fz)(t) =
z(0) - £2, yra LipSico.
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Sprendimas. Pasiaiskinkime, kaip suprasti uzrasa (fx)(t). Kiekvienai
funkcijai (aibes C([0, 1]) elementui) x € C([0,1]) priskiriama kita funkcija
fz, kurios reismé taske ¢ apibréziama lygybe x(0) - t2. Taigi

p(fz, fy) = max |2(0) - = y(0) - £*] = |2(0) — y(0)| < max [w(t) - y(?)] -

0<t<1 0<t<1

Uzduotys

Ar atvaizdziai f yra tolydus:
a) f: C([0,1]) — R apibréztas lygybe f(z) = 2(0) — 2z(3) + 4x(1);

b) f: C([0,1]) — R apibréztas lygybe f(z) = fy t~'/2(t) dt;

c¢) f: C([0,1]) — C([0,1]) apibréztas lygybe (fz)(t) = [y sin(t—s)z(s) ds;
d) f: C([0,1]) — C([0,1]) apibréztas lygybe (fz)(t) = z(0) - t2;

e) f: C([0,1]) — C(]0,1]) apibréztas lygybe (fz)(t) = z*(t)?

19 Erdvés pildinys

Jei erdve (X, p) néra pilna, tai ja visada galima tam tikru budu jjungti j pilng
erdve.

19.1 apibrézimas. Tarkime, (X, p) ir (Y, d) yra dvi metrinés erdvés. Abipu-
siskai vienareiksmis atvaizdis (bijekcija) f: X — Y vadinamas izometrija,
jei p(z,y) = d(f(x), f(y)) visiems x,y € X. Erdvés (X,p) ir (Y,d), tarp
kuriy galima sukonstruoti izometring atvaizdi, vadinamos izometrinémis.
Erdviy (X, p) ir (Y, d) izometrija reiskia, kad metriniai rysiai tarp ju ele-
menty yra tie patys. Gali skirtis tik elementy kilmé (prigimtis), o tai metriniy
erdviy poziuriu yra neesminga. Ateityje izometrines erdves tapatinsime.

19.2 apibrézimas. Aibé A C (X, p) yra visur tirsta erdvéje X, jei jos uz-
darinys [A] sutampa su visa erdve X .

19.3 apibrézimas. Tarkime, (X, p) yra metriné erdvé. Pilna metriné erd-
vé (X*, p*) vadinama erdvés (X, p) pildiniu, jei 3 erdvés (X*, p*) poerdvis
(Y, p*), kuris yra visur tirstas (X*, p*) ir kuris yra izometrinis (X, p).
19.1 teorema. Kickvieng metrine erdve galima papildyti iki pilnosios. Visi
jos pildiniai yra izometriski.

1 pvz. Aibé visy realiyjy skaiciy yra racionaliyjy skaiciy pildinys, nes
racionaliyjy skaiciy aibé yra visur tirsta erdvéje R.
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2 pvz. Tarkime, Cy([0, 1]) — erdvé daugianariy, apibrézty intervale [0,1]
su metrika p (p,q) = max |p(t) —q(t)[, p,q € Co([0,1]). Erdvée Co([0,1])

0< 1< 1
yra nepilna, bet ji visur tirsta C ([0, 1]). Dabar tuo jsitikinsime.

I$ Vejerstraso teoremos turime, kad bet kokiai funkcijai x(t) € C(]0,1])
egzistuoja daugianaris p(t) toks, kad sup, |z(t) — p(t)| < ¢, t.y. p(z,p) < ¢,
¢ia € > 0 — duotas skaicius. O tai ir reikéjo jrodyti.

Todél erdves Cy ([0, 1]) pildinys yra izometriskas erdvei C ([0, 1]).

3 pvz. Erdves C, ([0, 1]), t.y. erdve tolydziy funkcijy su metrika p (z,y) =

1 v
<0f |z (t) —y (1) dt) , pildinys yra erdve, izometrine L, ([0, 1]).

20 Sutraukiantysis atvaizdis

Tarkime, (X, p) yra metriné erdve.

20.1 apibrézimas. Atvaizdis A : X — X wvadinamas sutraukianciuoju, jei
3 teigiamas skaicius o < 1 toks, kad p (Azx, Ay) < ap (z,y) visiems z,y € X.
Taskas x, su kurivo Ax = x, vadinamas atvaizdzio A nejudamuoju tasku.

20.1 teorema. (Banacho teorema) Bet koks sutraukiantysis atvaizdis, api-
bréztas pilnoje metrinéje erdvéje X, turi vieng ir tik vieng nejudamqji taskq.

Irodymas. Fiksuokime bet kurj elementyg xqy € X ir apibrézkime z; =
Axg, 19 = Az = Az ir t.t., t.y. apibrézkime z,, = Az,_; = A"x.

Irodysime, kad (z,) yra Kosi seka. Remiantis Sios sekos nariy apibrézi-
mais ir tardami, kad m > n, turime:

p(Tn, Tm) = p(A"xo, AMx0) < "p (T0, Trnn)
< a"{p(wo,z1) +p(x1,22) + . + P (Tmn—1, Trmn) }
1
1 —
Kadangi o < 1, tai imdami n pakankamai didelj gausime, kad desiné puseé
gali buti kiek norima maza. IS ¢ia seka, kad (z,) yra Kosi seka. Kadangi
erdvé X yra pilna, tai 3 toks elementas z € X, kad nh_)rglo Ty = T.

< ap(xg, 1) {1 +a+at+..+ am_"_l} < a"p(xo, 1)

Irodysime, kad Az = x. IS tikryjuy,
plr, Ar) < p(w,20) +p (20, Ax) = p (v, 2,) + p (Az, 1, Ax)
< P (ZIJ',LUn) + ap (xn—lvx) .
Taciau bet kokiam £ > 0 ir pakankamai dideliems n turime, kad p (z, x,,) <

ir ap(z,2,-1) < 5. Vadinasi, p(z,Ar) < . Kadangi ¢ > 0 yra laisvai

g
2
pasirinktas, tai p (z, Az) =0, t.y. Az = x.
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Lieka jrodyti, kad nejudamas taskas yra vienintelis. Jei 3 dar vienas
taskas y € X, su kuriuo Ay =y, tai p (z,y) = p (Ax, Ay) < ap(x,y).

Kadangi a < 1, tai §i nelygybé teisinga vieninteliu atveju, kai p (z,y) = 0.
Vadinasi, z = y.

21 Sutraukiancio atvaizdzio taikymas. Kosi
uzdavinys

Nagrinékime diferencialine lygtj

Wy (0
su pradine salyga y (x¢) = yo.

Tarkime, kad f apibrézta ir tolydi tam tikroje srityje GG, kuriai priklauso
taskas (g, o), ir Sioje srityje tenkina Lipsico salyga kintamojo y atzvilgiu,
t.y.

|f (@y1) = f (2,92) | < Ly — 2.

Irodysime, kad tam tikrame intervale |x — zg| < @ egzistuoja ir tik vienas
(6) lygties su pradine salyga y(xo) = yo sprendinys y = ¢(x).
(6) lygtis su pradine salyga y(xo) = yo yra ekvivalenti integralinei lygciai

pla)=w+ [ F(tol®)ar (7)

Kadangi funkcija f yra tolydi, tai |f(x,y)| < K tam tikroje srityje G' C G
kuriai priklauso (xg,y0) € G’. Parinkime a > 0 taip, kad buty patenkintos
salygos:

1) (S(Z,y) < Gl? .]el ‘SL’ o LL’()‘ < a, ‘y - y0| < KCL;

2) L-a< 1.

Pazymeékime raide C* erdve tolydziy funkciju ¢, apibrézty intervale |x —
zo| < a ir tokiy, kad |p(z) — yo| < Ka. Atstuma erdvéje C* apibrézkime
lygybe p(p1, p2) = maxXe)—a<o<aota |£1(2) —p2(x)]. Tuomet (C*, p) yra pilna
metriné erdve, nes ji yra uzdaras pilnos metrinés erdvés poaibis, t.y. C* C
C([zo — a, o + a]). (C* uzdarumas seka i$ pvz., kuris buvo iSnagrinétas 15
skyrelyje.)

Nagrinékime atvaizdj Ay, apibrézta formule

Apla) =w+ [ f(to(®) dr
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ia |z — x| < a. Sis atvaizdis pilng erdve C* atvaizduoja j ja pacig ir yra
sutraukiantysis. Tai dabar ir patikrinsime. Tarkime, kad ¢ € C*, |z — z¢| <
a. Tada

| A () = ol =

/: f(t,gp(t))dt| < Ka.

Vadinasi, A(C*) C C*. Be to,

T

< |f(t>§01(t)> - f(t7902(t))| dt
< L-a  max oi(2) —ea(a)] -

ro—a<r<ro+ta

| Ay () — Apa ()]

Taigi
p(Ap1, Aps) < La- p(p1,02).

Kadangi La < 1, tai atvaizdis A yra sutraukiantysis. Vadinasi, lygtis ¢ =
Agp, t.y (7), turi vienintelj sprendinj erdvéje C*.

Taigi jrodéme Kosi uzdavinio egzistavimo ir vienaties teorema.

(6) lygties sprendinj mes galime ieskoti konstruodami artinj y; = Ayo, yo =
Ay, .oy yn = Ayn_1,... Galima parodyti, kad tikrojo sprendinio y (z) ir
Y (z) skirtumas nevirsija

|l’—l’0|n+l
— Yn <K - L' ——m—
1y (2) — yn () | CEs]

22  Metriniy erdviy kompaktinés aibés

22.1 apibrézimas. Metriné erdvés X aibés K denginiu vadinama tokia tos
metrinés erdvés aibiy sistema D, kad kiekvienas aibés K taskas priklauso
bent vienai sistemos D aibei. Denginys D vadinamas atviruoju, jei visos jo
aibés yra atviros.

Jei D yra aibés K denginys, tai sakysime, kad aibiy sistema D uzdengia
aibe K.

Sakysime, kad i$ aibés K denginio D galime isrinkti baigtinj podenginj,
jei egzistuoja baigtiné denginio D aibiy Ay, £ = 1,2,...,n, sistema D, =
{Ay,..., A}, Dy C D, kuri uzdengia aibe K.

22.2 apibrézimas. Metrinés erdvés X aibé K vadinama kompaktiska, jei
1S kiekvieno atviro jos denginio galima isrinkti baigting podenging. Metriné
erdvé X vadinama metriniu kompaktu arba kompaktiska metrine erd-
ve, jei visa X yra kompaktiska.

22.1 teorema. Kompaktiska metrinés erdvés aibé yra uzdara.
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Irodymas. Sakysime, kad K yra kompaktiska metrinés erdvés X aibé. ro-
dysime, kad aibé X \ K — atvira.

Tegu y € X\ K. Tada egzistuoja tokia kiekvieno tasko x € K atvira
aplinka U, ir tasko y aplinka Vj, (z), kad U, NV, (z) = 0. Visy tokiy aplinky
sistema A = {U, : z € K} yra atviroji kompaktiskos aibés K danga. Todél
is jos galima isrinkti baigtinj podenginj {U,,,U,,,...,U,, } C A.

Tasko y aplinky V, (z1),V, (x2), ...,V (x,) sankirta V irgi yra tasko y
aplinka. Be to, V neturi bendry tasky su aibémis U,, ,k = 1,2, ..., n, taigi ir
su ty aibiy sajunga U} _, U,,. Tadiau K C Up_, U,,. Todel VN K =0, t.y.,
VcX\K.

Irodéme, kad egzistuoja tokia kiekvieno y € X \ K aplinka V', kad V' C
X\ K. Todél aibé X \ K - atvira, o aibé K - uzdara.

22.2 teorema. Kickvienas uZdaros kompaktiskos aibés poaibis yra kompak-
tiska aibé.

Irodymas. Tegu K - kompaktiskos metrinés erdvés X aibe, F C K, ir F -
uzdara erdvéje X. [rodysime, kad F' — kompaktiska aibé.

Sakykime, kad A yra koks nors aibés F' atvirasis denginys. Praplésime
atviry aibiy sistema A, prijungdami prie jos dar viena atvirg aibe, butent,
aibe X \ F. Pazymékime gautaja atviry aibiy sistema A. Sistema A uzden-
gia visg metrine erdve X, taigi ir kompaktiska aibe K. Todél is sistemos
A galima igrinkti baigtinj aibés K podenginj. Tq podenginj sudarys baig-
tinis skaicius sistemos A aibiy Aj, As, ..., A, ir galbut aibée X\ F. Aibiy
sistema {A;, As, ..., A,, X \ F'} uzdengia aibe K ir juo labiau aibés K poaibj
F. Taciau aibéje X \ F néra aibés F' tasky, todél ir sistema {A;, As, ..., A, }
uzdengia aibe F'.

Irodéme, kad bet kokia atviroji aibés F' danga A turi baigtinj podengj
{A1, Ag, ..., A, }. Todél F yra kompaktiska aibé.

22.3 teorema. Kickvienas begalinés kompaktiskos aibés K poaibis turi bent
vieng ribing taskq, priklausant; aibei K .

Irodymas. Sakykime, kad E — begalinés aibés K poaibis. Jie aibé E ne-
turéty ribiniy tasky, priklausanciy aibei K, tai egzistuoty tokia kiekvieno
xr € K rutuliné aplinka B,, kurioje nebuty, nebent, iSskyrus, galbut, patj
taska x, nei vieno tasko i E.

Tokiy aplinky sistema A = {B, : © € K} buty atvirasis aibés denginys.

Isskirkime iS jos baigtinj podengj.

Kadangi visa aibé K, o tuo paciu ir E, yra uzdengtos Sio baigtinio po-
dengio, tai aibé E turi buti baigtiné, nes kiekvienoje aplinkoje gali buti ne
daugiau kaip vienas taskas is F.

Todél begalinés aibés K poaibis E turi turéti ribinius taskus.
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22.4 teorema. Kiekviena kompaktiskos metrinés erdvés elementy seka turi
konverguojant; poseks.

Irodymas. Sakykime, K - kompaktiSka metrinés erdvés aibé ir (z,,) - aibés
K elementy seka.

Jeigu visy sekos (z,,) elementy aibéje A yra tik baigtinis skai¢ius skirtin-
gy elementy, tai sekoje (x,) yra be galo daug lygiu nariy, i§ kuriy galima
sudaryti konverguojantj posekj (visi to posekio nariai buty tarp saves lygus).

Jeigu aibéje A yra be galo daug skirtingy sekos (x,,) nariy, tai i$ 3 teore-
mos seka, kad aibé A turi bent vieng ribinj taska a.

Tegu r,, > 0, ir r,, — O.

Kiekvienoje tasko a rutulingje aplinkoje B (a,,) yra be galo daug aibés
A tasky.

(Jei ju buty tik baigtinis skaicius, tai paémus maziausia atstuma h tarp a
ir ty tasky, kurie nelygus a, ir nubrézus atvira rutulj B (a, h) gautume, kad
tame rutulyje néra sekos (z,,) tasky.

O to negali buti, nes a - ribinis taskas). Sakykime, x,, - bet koks sekos
(x,) narys, priklausantis rutuliui B (a,r1).

Kadangi rutulyje B (a, r2) yra be galo daug sekos (z,,) nariy, tai egzistuoja
ir toks sekos (x,) narys z,, € B(a,r2), kad ny > ni. Jei z,, € B(a,7;)
visiems 1 < 7 < kirny < ng < ... < ng, tai 3 toks sekos (x,) narys
Ty, € B(a,7p41), kad ngy1 > ny (nes rutulyje B (a, r441) yra be galo daug
sekos (z,,) nariy).

Taigi 3 toks sekos (z,) posekis (z,,), kad =, € B(a,rg), t.y. 0 <
p (xnk7 CL) < Tk

Peréje sioje nelygybéje prie ribos gauname lim p (2, , @) = 0, t.y. z,,, — 0.

22.5 teorema. Jei metrinés erdvés aibé yra kompaktiska, tai ta aibé - ap-
rezta.

Irodymas. Sakykime, kad K - kompaktiska metrinés erdvés X aibé, ir z; €
K.

Kadangi K neapibrézta, tai galima surasti elementa zo € K, kuris nepri-
klauso rutuliui B(zq,1).

Pazymékime ry = p(x1,22) + 1. Kadangi K yra neaprézta, tai galime
surasti elementa x3 € K tokj, kad z3 ¢ B (z1,72).

Pazymeékime r3 = p (x1,x3) + 1 ir t.t. Gausime seka (r,,) C K tokia, kad
p(xi,xj) > 1 kaii # j.

Vadinasi, sukonstravome seka, kuri neturi nei vieno konverguojancio po-
sekio. Bet tai priestarauja 4 teoremos tvirtinimui.
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23 Tiesinés erdveés

23.1 apibrézimas. Netuscia elementy x,y, z, ... aibé L vadinama tiesine
arba vektorine erdve, jei ji tenkina sqglygas:
1. Bet kuriems dviems elementams x,y € L vienareiksmiskai apibréztas
trecias elementas z € L, vadinamas jy suma ir Zymimas x + y. Be to:
1)z +y=y+z (komutatyvumas)
2) x4+ (y+2) = (x+y)+ 2z (asociatyvumas)
3) aibéje L egzistuoja toks elementas 0, kad x + 0 = x visiems x € L
(nulio egzistavimas)
4) Kiekvienam x € L egzistuoja toks elementas —x, kad x+(—x) =0
(priesingo elemento egzistavimas)
2. Bet kokiam skaiciui o ir bet kuriam elementui x € L apibréztas ele-
mentas ax € L (elemento x sandauga is skaiciaus o)
1) a(pz) = (af)x
2)1-x==x
3) (a+ )z =ax+ Pz
4)a(z+y) =ar+ay
Tiesine erdve vadiname realigja tiesine erdve, jei skaiciai o, ( yra
realus. Jei skaiciai kompleksiniai, tai erdvé vadinama kompleksine tiesine
erdve.

Pvz.:
1. R su jprastinémis sudéties ir daugybos operacijomis yra tiesiné erdve.
2. R"™ sumg ir daugyba i skaic¢iaus apibréziame formulémis:

(T1, 22, ooy Tn) + (Y1, Y2, oY) = (21 + Y1, T2 + Yoo ooy T + Un)
«Q (flfl,flfg, 7xn)

(axy, axg, ..., axy,) .

Tada R™ bus tiesiné erdvé. Ji vadinama n-macia realia aritmetine erdve.

3. Tolydziosios funkcijos apibréztos intervale [a, b] su jprastinémis sumos
ir sandaugos i$ skaiciaus operacijomis yra tiesine erdve C ([a, b]).

4. Erdves [P (0 < p < 00), I°°, LP (a,b) yra tiesinés.

23.2 apibrézimas. Tiesinés erdvés L ir L* vadinamos izomorfinémis, jei
tarp jy elementy galima nustatyti abipus vienareiksmy atvaizdavimg, islai-
kant; algebrines operacijas, t.y. toky, kad jei x «—— x* iry «—— y*, tai
(x+y) e z* +y* ir ax «—— az”.

Paprastai izomorfinés tiesinés erdvés sutapatinamos, nes jy tiesinés struk-
turos vienodos.
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Pavyzdys
Tarkime, P, (T), T  C R, - polinomy su realiaisiais koeficientais, kuriy
laipsnis nevir§ija k, aibé. Tuomet Py (T') yra tiesine erdve. Erdves R™! ir

P, (a,b]) izomorfinés, o formule f (z) = En: o t*, v = (29,21, ...,0,), t €
k=0

[a, b] aprasytas atvaizdis f : R"*' — P, ([a, _]) yra abipusiskai vienareiksmis.
23.3 apibrézimas. FElementai x4, ...,x, € L vadinami tiesiskai priklau-
somais, jei egzistuoja tokie skaiciai Ay, ..., A, kad >0 _ 1 | A\i| # 0, bet >F _ 1 Ay =
0.
Jei lygybé 373 1 A\xy, = 0 galima tiktai tada, kai \y = ... =\, =0,

tai elementai x+, ..., x,, vadinami tiesiSkai nepriklausomais.

Aibé A C L vadinama tiesiSkai nepriklausoma, jei bet kuris jos ele-
menty baigtinis rinkinys yra tiesiskai nepriklausomas.

Pavyzdys (tiesinis priklausomumas). Tarkime, A, # 0. Tuomet

I A N T o
Tpn = )\n T )\n ) )\n Tn—1,

.. v L. \; .
arba, jei pazymeésime —ﬁ = W, tal xp = 121 + oo + ... + hn—1Tn—1.
Siuo atveju sakome, kad elementas x,, yra tiesiné elementy 1, ..., x, kom-
binacija.

23.4 apibrézimas. Tarkime, L - tiesiné erdvé. Aibé E C L wvadinama
tiesine daugdara, jei aibei E kartu su elementais 1, ..., x, priklauso bet kokia
Ju tiesiné kombinacija aqxy + -+ - - + Q.

Pastebésime, kad tiesinei daugdarai priklauso nulinis elementas 0. IS
tikryjy, kadangi F/ — netuscia, tai jai priklauso kazkoks elementas x. Kadangi
E - tiesiné daugdara, tai jai priklauso ir elementas —x = (—1) - z. Todél jai
priklauso ir z + (—x) = 0.

Tarkime, 1, ..., z, yra tiesinés erdvés L elementai. Visuma visy galimy
sumy > r'_, o x; apibrézia tiesing daugdara Ey erdvéje L. IS tikryju, jei ele-
mentai y; turi pavidalg y; = z;?:la{ x;,, 7 = 1,2,... k, tai bet kokia 8iy
elementy tiesiné kombinacija tenkina lygybe: ayy; +- -+ oy, = >0 5i 2.
Vadinasi, Ej yra tiesiné daugdara.

Taip sukonstruota tiesiné daugdara Fy yra maziausia tiesine daugdara,
kuriai priklauso elementai 1, ..., z,. (Maziausia ta prasme, kad bet kuriai
kitai tiesinei daugdarai F, kuriai priklauso elementai z1, ..., x,, priklauso ir
E()).

Tarkime, {z1,...,z,,...} yra skaiti elementy i§ L aibé. Maziausia tie-
sine daugdara, kuriai priklauso Sie elementai, yra aibé visy galimy sumy
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n

1 A\iz;, ¢ia ne tik \; yra bet kokie skaiciai, bet ir n jgyja bet kokias
naturaligsias reikSmes.

23.5 apibrézimas. Aibés E C L tiesiniu apvalkalu span E vadiname
maziausiq tiesine daugdarg erdvéje L, kurios poaibis yra aibéje E. Taigi,

span ¥ = {Z AT Xy, .., tn € B, A, ...\, ER arba C, n € N}.

i=1

Jei tiesinés erdveés L tiesiné daugdara E apibréziama naudojant baigtinj
skaiciy elementy, tai ji vadinama baigtiniamate.

Jei E — tiesiné daugdara erdveéje L, tai E — tiesiné erdve ty paciy kaip ir
L, sudéties ir daugybos is skaic¢iaus operacijy atzvilgiu.

23.6 apibrézimas. Tiesiné erdvé L vadinama m-mate (Zymima dim L =
m), jei toje erdvéje egzistuoja m tiesiskai nepriklausomy elementy ir bet kurie
m + 1 elementai yra tiesiskai priklausoms.

Jei dim L = n, tai bet kuris n tiesiskai nepriklausomy elementy rinkinys
vadinamas erdvés L baze.

Jei erdvéje L egzistuoja be galo daug tiesiskai nepriklausomy elementy, tai
sakoma, kad L begaliniamaté, arba begalinés dimensijos. Zymima dim L =
00.

Pavyzdys

Tarkime, kad L yra kokia nors tiesiné erdveé ir x yra koks nors jos nenulinis
elementas. Aibé elementy {A\z}, ¢ia A € R arba C, yra vienmate erdve. Ji
vadinama tiese.

Pavyzdys

dim C ([a, b]) = oo, nes seka (t") € C ([a,b]), n = 0,1, ..., yra tiesiskai
nepriklausomy elementy aibeé.

24  Tiesiniai funkcionalai

Skaitine funkcija f, apibrézta tam tikroje tiesinéje erdvéje L, mes vadiname
funkcionalu.

Funkcionalg f vadiname adityviuoju, jei f (z +y) = f (2)+f (y), Vz,y €
L.

Funkcionalg f vadiname homogeniniu, jei f (ax) = af (x), a — bet koks
skaicius.

Adityvujj homogeninj funkcionalg vadiname tiesiniu funkcionalu.

Pavyzdziai:
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1. R”, a = (ai,...,a,) — bet koks n fiksuoty skai¢iy rinkinys. Tuomet

f(x) = Z a; Ti, T € ]R" yra tiesinis funkcionalas erdvéje R™, nes

i=1

Tty = (931+y1,932+y2,.. :Bn+yn) ar = (aay, ..., aay),
fla+y) = Y ai(vi+y)= Zalxl—i—z:alyl_ z) + f(y),

k=1

flax) = kiai (o) = a;aixi = af(zx).

2. Integralas F (z) = [* z (t) dt yra tiesinis funkcionalas erdvéje C ([a, b]).
Tikrinam.

faty) = /ab(ery)(t)dt:/ab (:c(t)+y(t))dt:/ab:c(t)dtJr/aby(t)dt
= f(x)+ f(y)
flaz) = /a(ow:)(t)dt:/a a:v(t)dt:a/a #(t) dt = af(z).

3. Funkcionalas f(z) = x(
nam.

3), « € C([0,1]), yra tiesinis funkcionalas. Tikri-

flx+y) = (I+y)<%> (>+y<> + f(y),
flaz) = (an)(5) =a 2(3) =af)

4. Funkcionalas F(x) = [y |(t)| dt, 2 € C([0,1]), néra tiesinis funkcionalas.
Sprendimas. Imkime dvi tolydzias funkcijas z1(t) =t — 1 ir xo(t) = 1 — ¢
priklausancias erdvei C([0,1]). Aisku, kad F'(z1 + 22) =0, o

F(xl):/Ol |t—1|dt:/01(1—t)dt:1/2, Flzs) = 1/2.

Todél F(x1)+ F(xg) = 1. Taigi F (x1 + z3) # F (x1)+ F (23). Vadinasi, néra
lygybés F (x +y) = F (z) + F (y), Vz,y € C([0, 1]).

5. Funkcionalas f(x) = maxoq<i1 2(t), x € C([0,1]), néra tiesinis funk-
cionalas.

Uzduotys

Ar funkcionalai f: C(][0,1]) — R yra tiesiniai:
=/Olﬁx(t2)dt, 2. f(x) :/01(1—215)9;(15) dt,
3. f(x) = (0 )—2x<;>+4z(1) ?
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25 Normuotosios tiesinés erdves

Tiesinés erdves elemento norma apibendrina skaciaus modulio samprata.
Tiesinés erdvés, kuriose nusakyta norma vadinamos normuotosiomis tiesi-
némis erdvémis. Jos vaidina svarbiausig vaidmenj funkcinés analizés kurse.

25.1 apibrézimas. Tarkime, kad L - tiesiné erdvé. Atvaizdis x — ||z|| :
L — R vadinamas norma erdvéje L, jei ispildytos Sios aksiomos:

1) ||z|]| >0 Vo € L; be to, ||z]| =0 <= z = 0.

2) |laz|| = || - ||=]] Ve e L Va € R arba C

3) Nle+yll <|lzll+lyll  Ve,ye L  (trikampio nelygybé)
Normuotaja tiesine erdve vadinama pora (L, || - ||), kai L — tiesiné erdve,
o || - || - norma erdvéje L.

Skaic¢ius ||z|| vadinamas elemento x € L norma.

Tais atvejais, kai norma fiksuota arba suprantama is konteksto, vietoje
poros (L, || - ||) rasome tiktai L.

Norédami isskirti erdvés norma, priraSysime indeksa: ||z||g, ||z||, ir t.t.

Bet kuri normuota erdve, jvedus joje atstuma p (z,y) = ||z — y|| tampa
metrine erdve. Metrinés erdvés aksiomy teisingumas seka iS 1-3 normos
aksiomy.

Todél normuotosioms erdvéems galima perkelti visas sgvokas ir faktus,
kuriuos suformulavome ir jrodéme metrinése erdvése.

25.2 apibrézimas. Pilna tiesiné normuota erdvé vadinama Banacho erdve.

1 pvz. Realiyjy skaiciy aibéje R atvaizdis x — |z| yra norma.
2 pvz. Kompleksiniy skaiciy aibéje C atvaizdis © — |z| yra norma.

1

3 pvz. Tarkime, z = (1, ..., x,) € R™. Pazymékime ||z|| = (Zzzl |:)3|2)2.

Funkcija z — ||z|| yra norma erdvéje R™. Trikampio nelygybé gaunama pri-
taikius Kosi-Buniakovskio nelygybe:

Sl el < (z W) (z |y|2) .
k k=1 k=1

—1
4 pvz. Erdvé C ([a,b]) bus normuota erdvé, jei norma apibrésime:

a<t<h

el = max [2 (1)) ||x||:[/|x<t>|2dt}; el = [ I @)l at.

5 pvz. Tarkime, kad C! ([a,b]) yra aibé visy tolydZiy diferencijuojamy
funkciju, apibrézty intervale [a, b]. Ji taps normuota erdve, jei norma apibré-
Sime:

|z (t)] + max |z’ (t)] .

[ (t)]] = max, Jax,

NP4
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26 Uzdaviniy atsakymai
3 Skaicios aibés

5. Spendimas. Skaiciy tiese R taskais 0; +1; £2; ... padaliname j skaity
skaic¢iy intervaly, kuriy ilgis yra 1. Kiekvienam is iy intervaly priklauso ne
daugiau kaip vienas aibés A taskas. Vadinasi, tarp aibés A tasky ir dalies
sukonstruoty intervaly egzistuoja abipusiskai vienareiksmis atvaizdis. Todél
aibé A yra baigtiné arba skaiti.

6. Spendimas. Nemazindami bendrumo, nagrinésime monotoniskai di-
déjancias funkcijas. Monotoniskai mazéjanciy funkcijy atveju sprendimas yra
analogiskas. Funkcijos f(x) trukis taske xy yra skirtumas f(xq) — f(zg —0).

Kiekviename trukio taske monotoniskai didéjancios funkcijos trukis yra tei-
giamas. Aibé trukio tasky, kuriuose trukis didesnis uz o (« yra bet koks

realus skaiCius > 0), yra baigtiné. Juy skaicius nevirsija w Pasizymeé-
kime E}, aibe trukio tasky, kuriy trukiai > ;. Tuomet visy funkcijos f(z)

trukio tasky aibe E' = U2, E,. Kadangi aibés Ej, yra baigtinés, tai E yra
baigtiné arba skaiti.

Literatura

[1] A.N. Kolmogorov., S.V. Fomin. Elementy teorii funkcij i funkcionalnogo
analiza. Ucebnik dlja vuzov, Moskva, Nauka, 1989.

[2] J. Kubilius, Realaus kintamojo funkcijy teorija, Mintis, Vilnius, 1970.

[3] L.A. Liusternik, V.I. Sobolev. Kratkij kurs fukcionalnogo analiza. Uceb-
noe posobije, Moskva, Vyssaja skola, 1982

[4] V. Mackevicius, Integralas ir matas, TEV, Vilnius, 1998.

[5] J.Tinsley Oden. Applied functional analysis. A first course for students
of mechanics and engineering science. Civil engineering and engineering
mechanics series. Prentice-Hall, Inc., Englewod Cliffs, New Jersey, 1979.

68



