Papildomi analizes skyriai
1 Aibiy atvaizdziai

Uzduotys

1. Arfunkcija f: R — R, apib&zta lygybef(z) = {3 + ka?x <0,
4—x, kaix >0
yra injekcija?
r—1, kaizx <1,
2. Tarkime,f: R — R, apib@Zta lygybef(z) = < ax + b, kaiz € (1,2),
r+1, kaiz > 2.
Parinkitea ir b taip, kad funkcija b uty bijekcija.
x, kai x € (—o0,0),
3. Ar atvaizdisf(z) = { —2?,  kaiz € [0,2), yra siurjekcija, in-
x—1, kaiz € [2,+00)
jekcija, bijekcijaisSR | R?
4. Jrodykite, kad funkcijgf : [1,00) — [0, c0) apib@zta lygybef (z) = 2 —1
yra bijekcija.

5. Ar funkcija f: R — R apibezta lygybef(x) = min(z, z?) yra siurjekci-
ja?
6. |rodykite, kad funkcijaf : R — R apibezta lygybef(z) = 2° + x + 1 yra

injekcija.

7. Ar atvaizdisf(z) = z + (—1)I*! yra bijekcija i3Z | Z?

8. Pazynekime lyginiy skatiy poaibj iSZ raidelL. Sukonstruokite bijekcija
iSLjN.

9. Sukonstruokite bent viena bijekcija tdfp1) ir [0, co).

10. Ar funkcija
. x, HS Q7
f@) = {—x, x € R\Q

yra bijekcija?CiaQ yra racionaliyjy skaiiy aibe. )
11. Sukonstruokite bijekcija i® N [a,b] | Q N [¢,d]. Ciaa < b, ¢ < d, Q —
racionaliyju skatiy aike.

2 Ekvivalancios aibes

Uzduotys
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1. [rodykite, kad aiBsR ir (a,b) yra ekvivalergios.
2. [rodykite, kad aibs[r, 37) ir [3, 00) yra ekvivalemgios.
3. lrodykite, kad aibs[37, c0) ir [0, 7) yra ekvivalergios.

3 SkaiCios aibes

Uzduotys

1. [rodykite, kad aib {¢": n € N} yra skaiti.

2. Jrodykite, kad visy plokStumos apskritimy, kuriynteai turi racionaliasias
koordinates ir kuriy spinduliai yra racionalieji sk&ii, aile yra skaiti.

3. Raskite aibs galia, jei ji sudaryta is visy baigtiniy deSimtaitiypmeny.

4. Raskite funkcijos: — [z] tr ukio tasky aies galia.Cia [x] — sveikojiz dalis,
t.y. [z] yra didZiausias sveikasis skais, nevirSijantis:.

5. Jrodykite, kad aib tie®s intervaly, kurie kas du neturi bendry tasky, yra
baigtire arba skaiti.

6. Sakykime, kad nagre@jame tolydzias iS de&as ir turirCias ribas i$ kags
monotonines funkcijas apietasR. |rodykite, kad tokiy monotoniniy funkcijy
tr ukio tasky aib yra baigti® arba skaiti.

4  Kontinuumo galios aibes

5 Aibiy sistemos

Uzduotys

1. Sukonstruokite maziausias algebras generuotas agiens)S = {{1},
{1,2,3,4}}ir G = {{1,3},{1,2,3,4}}. Ar jos sutampa?

2. Ar aibiy sistem&[2, 5], (1,4), 0} yra algebra? Jei ji&ra algebra, tai Sia
aibiy sistema papildyti admis taip, kad ji b uty algebra.



6 Borelioo-algebra
7 Funkcijos be antros r usies tr ukiy

8 Mati funkcija

UZduotys
1. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad laiptia funkcija

1, kaize[-1,2),
f(x) =40, kaixz=2,
-1, kaiz € (2,3]

yraB([—1, 3])-mati funkcija.
2. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcijos

1—nx, kai0<<z<L,
falz) = . .
0, kai - <z <1

yra3([0, 1])-macios.

3. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcijgf (z) = = - 1(_ —2)(z) —
221 00)(x) + 0 - Loy (#) + /T - 1100 (2) yraB(R)-mati funkcija.Cia14(z)
aibes A indikatorius.

4. Pasinaudoje apibZzimu jrodykite, kad funkcija

22, kaiz € [0,1),
flx)=<3—z, kaixell,2]
r—3, kaize (23]

yraB([0, 3]-mati funkcija.
5. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad funkcija

Kz kaiz € Q,
f(x)_{—x, kai € Q

yra B(R)-mati funkcija.Cia Q yra racionaliyjy skaiiy aibe.



6. Pasinaudoje apibzimu jrodykite, kad indikatori@s funkcijosly(z) san-
dauga su bet kokia funkcijf(z) yra B(R)-mati funkcija.

7. Sakykime, funkcijaf (x) yra apibeztaR ir B(R)-mati. Pasinaudoje api-
breZimu jrodykite, kad funkcija

f(z), kaize{z: a< f(zx) <b},
F(z) =< b, kaiz € {z: f(z)> b},
a, kaiz € {z: f(z) <a}

yraB(R)-mati funkcija.

9 Aibes matas

Uzduotys

1. Ar funkcija f(x) = = — [z] yra beveik visur tolydi? Argumentuokite.
2. Ar funkcijy sekaf,(x), = € [0, 1], konverguoja beveik visur f(z), = €
[0, 1], jei

fa(z) =

Argumentuokite.
3. Duotos funkcijos

f(z) = 3.

I kaiz e QN 0,1],
3, kaizeQnlo,1],

f(x) 0, jeix yraracionalusis skaius
€T =
x, jeiz yrairacionalusis skaius

Nurodykite teisingus atsakymus: a) funkcfjar) yra beveik visur tolydi; b) funk-
cija f(x) yra beveik visur tr uki; c) funkcijg(x) yra beveik visur lygi funkcijai
g(z); d) funkcija f (x) yra beveik visur lygi funkcijah(x).

10 Integralas

UZduotys
1. Nagrirekime funkcija
x, jeix yraracionalusis skaius
flz) =

—x, jeix yrairacionalusis skaius

4



Ar Si funkcija integruojama Rymano prasme? Ar Si funkcijegruojama Lebego
prasme?
2. Apskatiuokite integralg L) fol f(x)dz, jei

2?, kaix yrairacionalusis skaius ir > 1,
f(x) = ¢ 2% kaiz yrairacionalusis skaius ir < %,
0, kitais atvejais

3. Apskatiuokite integralg L) fol f(x)dz, jei

fa) % ., kaiz yrairacionalusis skaius,
x - - . - -
2%, kaix yra racionalusis skaius

11 Baigtines variacijos funkcijos

Uzduotys
1. Ar funkcija
22, kai0 <z <1,
flz)=¢3x—2, kail <z <2,
2, kai2 <x <3

yra baigtires variacijos interval@, 3]?

2. Ar funkcija f (z) = x? — 3[z|, apib@Zta intervalg0, 3], yra baigtires varia-
cijos?

3. Ar funkcija

sin 2z, kai0 <z < 7,
flw) = .
1+cos2x, kaig<wz<m

yra baigtires variacijos interval@, 7]?
4. Apskatiuokime funkcijos

r—1, jelz <1,
flx) =410, jeiz=1,
x2, jeix>1

baigtine variacija interval@, 2]. Ats.: 23.
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5. Baigtires variacijos funkcija

—22, jeiz €0,1),
f(z) =40, jeiz=1,
1, jeiz e (1,2]

uzraSykite kaip dvieju nemajartiy funkcijy skirtuma.

12 Metrines erdwes

Uzduotys

1. AibejeR apibrezkime funkcijgo(z, y) = | arctg x—arctg y| . Ar Si funkcija
yra yra metrika?

2. AibejeR apibrezkime funkcijap(, y) = | [x] — [y]| . Ar Sifunkcija yra yra
metrika?Cia [z] — svekojiz dalis.

3. AibéjeR apibrezkime funkcijgo(x,y) = +/|z — y| . Ar Si funkcija yra yra
metrika?

4. AibejeR apibrezkime funkcijao(z,y) = In(1 + |x — y|). Ar Si funkcija
yra yra metrika?

5. AibejeR apibezkime funkcijap(z, y) = lfjg“
metrika?

6. Aibeje N apibrezkime funkcijap(z,y) = '“"”g;/y' . Ar Si funkcija yra yra
metrika?

7. Aibéje R apibeZkime funkcijap(x,y) = |arctg(z — y)|. Ar §i funkcija
yra yra metrika?

8. AibejeR apibezkime funkcijgp(z,y) = In(1 + =) . Ar 8i funkcija
yra yra metrika?

. Ar Si funkcija yra yra

13 Atviros ir uzdaros aibes

Uzduotys

1. Sakykime,F'(x) yra fiksuota tolydi funkcija apil&Zta intervald0, 1]. |ro-
dykite, kad aile visy tolydZiy funkcijy, apit#zty interval€0, 1] ir tenkinar€iy
nelygybef(z) < F(x) yra uzdara erdgje C([0, 1]).

2. Patikrinkite, ar erdeseC'([0, 1]), L,(0,1), p > 0, apeztos Sios aibs:
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a) M, = {t",n € N};
b) My = {nt,n S N},
c) Mz = {0 < a < oo};
d) My, ={1—at?’,0 < a < A};
e)M5:{ﬁ,0<a<oo}.
3. Patikrinkite, ar erdesec, (P, p > 0, apreztos Sios aies:
a)M, ={(1,2,...,n,0,...),n € N};
b) M, = {(1,1,...,1,0,...),n € N};
——

n

c) Mz ={(0,...,0,1,0,...),n € N};
——

dyM, ={(1,1... Lo ) neN});

e)M; = {(=5, 745737~ ), € N}.

Cia ¢ — visy konverguojatiy skaitiniy sekyr = (21, 22, ...) aibé su metrika
p(x,y) = sup,, |x, — yn|; ", p > 0, — aike visy skaitiniy seky = (z1, zs, . . .),

kurioms konverguoja eilét) ", | |z,|?, su metrika

[N

o) 1/p 00
o) = (la-ul) o b1 o)=Y leenls 0<p<L
k=1 k=1

3. Skatiussup, ¢, p(7,y) vadinamas aikes M C (X, p) diametru ir Zymi-
masdiam M. Raskite Siy erd@sR? aibiy diametrus:

a) My = {(z,y) € R%: & + % <1, a,b> 0};

b) My = {(x,y) € R?*: al|z|+0bly| <1, a,b > 0};

c) Mz = {(z,y) € R?: max(|z|,aly|) <1, a > 0};

d) My = {(z,y) € R?: az? <y <b, a,b> 0}.

4. Raskite Siy erdssC'([0, 1]) aibiy diametrus:

a) M, = {arctg(t — a), a € R};

b) M2 = {tn, n e N}

14 Sekos riba

UZduotys

1. Kuriose i$ erdviy’ ([0, 1]), L,(0,1), p > 0, konverguoja Sios sekos:
t, kai0<t<1/n,
a)r,(t) =14 /m
1, kail/n<t<1;
b) x,(t) = t™;
C) xn(t) = t" — 17",



2. Arerdwje /P, p > 1, konverguoja sekos:

1 1 1
a)x("):{—,—,-~-,—,O,...};
Zla ne naj

v~
n

b)a™ = {L L ... L 19

14n? 24n”’ Pm4n’ "

15 Tolyd us metriniy erdviy atvaizdziai

Uzduotys

Ar atvaizdziaif yra tolyd us:
a) f: C(]0,1]) — R apibrztas lygybef (z ) (0) - 2x( ) + 4x(1)

b) f: C([0,1]) — R apibeztas lygybef (x fo 13y

c)f: C([0,1]) — C([0,1]) apibreZtas Iygybéfm fo sin( t s) (s) ds;
d) f: C([0,1]) — €([0, 1]) apibreztas |ygybéfx)() z(0) - ¢

&) f: C([0, 1]) — C([0, 1]) apibieZtas lygybe fz)(t) = 2*(1)?

16 Tiesiniai funkcionalai

UZduotys

Ar funkcionalaif: C([0,1]) — R yra tiesiniai:

:/lﬁx(ﬁ)dt, 2. f(x):/1(1—2t)x(t)dt,
3. f(x) = 2(0) — 2:,;(%) +dz(1) 7



