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I skyrius

Tiesiné algebra



§1 Tiesiniy lygciy sistemos. Gauso metodas

1.1. Tiesiniai atvaizdavimai

Atvaizdavimo pavyzdys:
y=f(x)=x

xeD(f)=R' —> R(f)=R'
Apibrézimo sritis ReikSmiy sritis

Apibrézimas. Atvaizdavimas (atskiru atveju funkcija arba tam tikras operatorius) T vadinamas
tiesiniu, jei bet kokiai porai elementy y,, ¥, € D(T)ir bet kokiems «,,a, e R' T tenkina lygybe

Ty +a, )=l (x)+a,T(y,).

Pavyzdys 1:

7(..)= d—() - diferencijavimo veiksmas tiesinis atvaizdavimas ar ne ?
x

a’_() - apibrézimo sritis yra visos diferencijuojamos funkcijos;
X

(1)

teguC"’ - vieng karta diferencijuojamy funkcijy aibé, t.y.
d
D(d—j =cW= If : f—vienq kartq diferencijuojama).
X
Patikrinimas: tegu fife CV; a,,a, € R';

lim = 70 =2

%(al.fl +a2f2)=(a1f1 +a2f2), =(a1f2)’ +(0{2f2)’ :al(ﬁ)’ +a2(f2), :al%(ﬁ)+a2 %(fz)

. atlieka atvaizdavimo vaidmeni ir, kaip isitikinome, yra tiesinis atvaizdavimas.
X

Pavyzdys 2:

l. y=f(x)=ax+b,
2. g(x,y)=cx+dy.

Tikriname, ar funkcija y=f(x) kaip atvaizdavimas yra tiesin¢ ar ne?



*D(T) — atvaizdavimo apibrézimo sritis
*R' —realiyjy skaiciy aibé

‘a,y, +a,y, - tiesiné kombinacija
“tiesés lygtis y =ax+b

*g(x, y) —dvieju kintamyju funkcija

1. Siuo atveju T=f; X, X,,a,,a, € R'; reikia patikrinti f tiesiskuma pagal apibréZima.
D(f)=R'—LI>R(f)=R'
Sflax, +a,x,)=a,f(x)+a,f(x,)

a) a,(ax, +b)+ a, (ax, + b) = a,ax, + a,b + a,ax, + a,b = a,ax, + a,ax, +(a, + a, )b - dediné
lygybés pusé;

b) f(ax, +a,x,)=a(a,x, +a,x,)+b=a,ax, + a,ax, + b - kairé puseé.
a) ir b) laisvieji nariai nesutampa, taigi funkcija f(x)=ax+b kaip atvaizdavimas néra tiesin¢;

atskiru atveju, kai laisvojo nario néra (b=0), t.y. funkcija f(x)=ax kaip atvaizdavimas yra tiesin¢;
tokios funkcijos grafikas (tiesé) eina per koordinaciy pradzia.

NAMU DARBAS

1.Patikrinti, ar funkcija g(x,y)=cx+dy kaip atvaizdavimas yra tiesiné ar ne .

D(g)lele =R? :{(x,y)|xeRl;yeRl}

2. Nubrésti funkcijos z= g(x,y)=x+y=2 grafiko eskizq trimatéje erdvéje R’.

Pastaba. f(x)=ax+b - yra tiesiné funkcija, kai néra laisvo nario b. Analogiskai

g(x,y)=cx+dy

yra tiesinés funkcijos ( svarbu, kad argumentai x,y,z biity
h(x,y,z)=ax+a,y+a,z

pirmame laipsnyje).

1.2. Tiesinés algebrinés lygtys ir juy sistemos

ax = b - paprasciausios tiesinés algebrinés lygties pavyzdys.

Jei kairioji lygties pusé nezinomuyjy atzvilgiu yra tiesinis atvaizdavimas, tai tokia lygtis yra tiesiné.



a,x, +a,x, = b, - viena tiesin¢ lygtis su dviem nezinomaisiais.

a,x,+a,x, +..+a,x,=b,
ay X, +ayX, +...+a,x, =b,, ) ) o 5 5 )
(LS) - $iuo atveju turime 7 tiesiniy lygciy su # neZinomyjy

a,x,+a,x,+..+a,x, =b.

(LS) yra ekvivaléncios, jei ju sprendiniy aibés sutampa, t.y.(LS) gaunamos, viena tam tikru biidu
pertvarkius 1 kita taip, kad sprendiniy aibés nepakisty. Tam naudosime elementarius (LS) pertvarkius
( zr. toliau ).

*R'xR' - Dekartiné sandauga, R* — dvimaté erdve (plokstuma)
*LS - lygciy sistema — tiesiniy algebriniy lygciy sistema

NAMU DARBAS

(LS) eilg apsprendzia nezinomuyju skaicius, jeinantis i (LS). Tegu duota 2-os eilés (LS):

ax+by=c, 5 . ) . ) ) )
(x,y) € R” - taskas, kurio koordinatés tenkina abi lygtis.

dx+cy=f,
., Tiesiy kalba “* paaiskinti, kq reiskia geometrskai, kad:

a) (LS) turi 1-q sprending; b) (LS) neturi sprendiniy, c) (LS) turi © sprendiniy

Pratimas: Kurios is pateikty lygciy yra tiesinés?

1) 3x+2y=5 (5) 2x,—x,+3x,+5x,=0
(2) 2xy—z=3 (6) e =2y=5
3 . T
3) x+Zy—7z'z=\/§ (7) (smg)xl—3x2:\/2
2 1 :
4) Z+y=— (8) sin(zx)+y=0
x z



Tiesinés funkcijos yra (1),(3),(5),(7). Jei 1 lygti ieina nezinomyjy sandauga, nezinomieji yra
netiesiniy funkcijy argumentai arba lygtyje neZinomieji yra ne pirmo laipsnio (t.y. laipsnis
trupmeninis, neigiamas ar dar kitoks), tai lygtis yra netiesiné.

a, X, +a,x,+..+a,x, =b,
ayX, +a,x, +...+a,x, =b,,

(LS)

a,x, +a,x,+.+a, x =b.

rmn-n

Apibrézimas.Sistemos (LS) sprendiniu vadinsime skai¢iy rinking X = d,.d,,...d), kuri

interpretuosime kaip taska n-mat¢je aritmetingje erdvéje R" (vektoriy n—matéje vektoringje erdvéje
V), jei, vieto] x, istat¢ d,, gauname tapatybes.

Elementaris pertvarkymai (pertvarkiai), kurie nekeicia (LS) ekvivalentumo:

1. Bet kuriy lygc€iu sukeitimas vietomis;

2. Bet kurios lygties padauginimas (padalijimas) i§ skai¢iaus # 0;

3 Bet kurias dvi sistemos lygtis galima sudéti (atimti), vietoj vienos i$ ju irasant jy suma

(skirtuma);
X+y+z=2

4. Vienody lygéiy arba tapatybiy pasalinimas 18 (LS): {2x+2y+2z =4/ - pirma ir antra
x+2y+3z=7

lygtys vienodos, taigi vieng jy braukiam, nes, atéme dviguba pirma lygti i§ antros lygties,

gausim tapatybe 0=0.

Teorema : (Alternatyva apie tiesiniy lyg¢iu sistemos sprendinius)

Tiesiniy algebriniy lyg€iy sistemos turi: a) ! - vienintelj sprendinj arba
b) —3 - sprendiniy neturi (neegzistuoja) arba
¢) oo - turi be galo daug sprendiniu.

< Jrodymas:Tegu S - ( LS) sprendiniy aibé.

Jei S turi viena elementa, t.y. atvejis a) , tai nieko irodinéti nereikia.

Jei S = (t.y. sprendiniy aibé yra tus¢ia), tada atvejis b) - irgi nieko nereikia jrodinéti.

Jei S turi bent du elementus, tai parodysime, kad aibé S turi be galo daug elementy.

§=(8,,8,,55,...5,) €S
Tegu - — — —

— - du skirtingi (LS) sprendiniai. Statome iSraiska s + t(E— s),teR',i
S =(8,,85,83...,5,) €S

(LS), t.y. skaiiy rinkini (s, +#(s, —5,), 5, + (S, =, ), ..., s, +1(s, —s,)) , kur t bet koks realus skaicius
(vadinsime ji parametru).

ay (s, +1(s, =) +a, (s, +1(s, —s,)) +...+a, (s, +1(s,—s,)) =b

a,, (s, +t(s_1—sl))+a22(sz +t(§—sz))+...+a2n(sn +t(§—sn)) =b,

a,, (s, +1(s,=5)) +a,, (s, +1(5, =$,)) + .t @, (5, +£(5, =5,) = b,

Paimkime viena i§ lyg€iy ir ja iSnagrinékime:

10



ay (s, +1(5, = 5)) + @y (5, +1(5, = 5,)) + ot @, (s, +1(5, =5,)) =
s, +t(a,s, —a,s ) =b+t(b—b)=b

Ay, +1(a, 8 = ay8))) + a8, +1(a,8, —a,8,)) +...+a,s, inSn ~ LinSy
O tai jrodo, kad jei yra du ar daugiau sprendiniy, tai tuomet yra be galo daug sprendiniy, nes su

skirtingais parametrais t gausime vis skirtingus sprendinius, t.y. turime teoremos c) atveji. >

Apibrézimas: Sistema (LS) vadinama suderinta, jei turi bent vieng sprendinj. Suderinta sistema
su be galo daug sprendiniy vadinama neapibrieztaja (priklausoma). Jei sistema sprendiniy neturi, tai
sakome, kad ji nesuderinta.

1.3. Gauso metodas (nuoseklaus neZinomyjy eliminavimo metodas)

Gauso metodas universalus, leidZiantis greitai ir paprastai surasti bet kokios eilés (LS)
sprendinius; jo esmé gliidi elementariuose pertvarkiuose; ju déka (LS) gali biti suvesta | «trikamp»
arba ,,trapecini‘, arba iSryskéti ,,absurdiska* lygtis, pvz. 0=0 arba kas nors panasaus. Tuomet, kai
gaunamas:

a) trikampis pavidalas,(LS) turi viena sprendini;
b) kai 0 =1 (ar kitokia nesamon¢) - sprendiniy aibé yra tuscia;
c) trapecinis pavidalas, (LS) turi be galo daug sprendiniy.

Pavyzdys 3:
L |x —2x,+2x, =35, 1 -2 2
L,<-3x,+8x,-10x; =-25, | -3 8 —10 |-duotos lygciy sistemos koeficienty matrica;
L, |4x,—3x,+x, =1. 4 -3 1

E(1 -2 2|5
E,| -3 8 10/-25 |- i8plestoji (LS) matrica.

2

El4 -3 1|1

Su iSpléstosios matricos eilutémis atlickame tuos pacius elementarius pertvarkius, kaip ir su
(LS) lygtimis ( turim omeny, kad tai sutrumpintas lygciy uzrasas ):

E(1 =2 2|5 1 -2 2|5
E,| -3 8 10|-25|E,+3E —>E,~|0 2 —4-10|E, /2 ~
E\4 -3 1|1 |E—4E —>E, |0 5 -7-19

1 2 2|5 1 =2 2|5 1 2 2|5
~[0 1 -2/ -5 ~ o 1 -2-5 ~ o 1 —2-5
0 5 -7|-19)E,—-5E,>E, |0 0 3|6 E/3 00 1|2

Griztame nuo iSpléstosios matricos prie (LS), kuri ekvivalenti pradinei, taciau yra trikampio
pavidalo:

11



x - 2x, + 2x; = 5 x=-1
x, — 2x = -5=><:x,=-1, ty. X =(x,x,,x,)=(-1-12).

x, = 2 X, =2

Sprendinio patikrinimas:

—1+2+49z5 5_5
3-8-20=—25=>{-25=-25. Ats.: ¥=(-1,-1,2).
—4+3+2=1 =1

Kitus atvejus iSnagrinésime per pratybas.

§2 Matricos. Veiksmai su matricomis

Apibrézimas: Matrica yra tam tikra tvarka surasyty skai¢iy, funkcijy ar kity matematiniy
objekty, vadinamy matricos elementais, staCiakampé lentelé.

Ay G e 4y,
a21 a22 azn . . . . R .
A= ;  ajj— matricos elementas i-toje eilutéje ir j-tame stulpelyje;
arl arZ am
&
e Ay | .. . )
(a,a,a,...a,) -i-toji eilute; - j-tasis stulpelis.

Jei r =n (eiluciy ir stulpeliy kiekis vienodas), tai tokia matrica vadinsime kvadratine.
Matricos iSmatavimy uzra§ymas:

dimA4=rxn’
dim 4 = n (n-tos eilés matrica (matrica kvadrating)).

Apibrézimas: Dvi matricos vadinamos vienariiSémis, jei jos turi tuos pacius iSmatavimus (tos
pacios dimensijos), t.y. turi tiek pat eiluciy ir tiek pat stulpeliy.

Apibrézimas: Dvi vienarii$és matricos A ir B vadinamos lygiomis (Zzymim A=B), jei ju

12



atitinkami elementai yra lygts, t.y. ajj = bjj.

*dim - matricos dimensija

o O
o O
o O

0= - nuliné matrica ; - pagrinding {iStrizainé;

- Salutiné jStrizainé.

a, dp a,,
. .. .y . v e 21 a22 aZn
Matricos 1r Jos lsmataVlle zymejimas: Arxn arba . arba
arl arZ am rxn

1 000
0100 o -
E=1= - vienetin¢ matrica”.
0 010
0 0 01
Vektorius Xx=(x x, x; -+ x,) -matrica—eilute
X
X
arba vektorius X =| x, -matrica - stulpelis .

x

13



Jei duota matrica 4 = " |, tai Zymésim A" — transpanuota matrica A, t.y.

A" =), .

Ly

. . . T . . . . . e . . .
Transponuota matrica yra tokia matrica, kur a;, = a, (t.y. eilutés ir stulpeliai keiCiami vietomis).

2 1
; (2 31
Pvz.: C=|3 2|, C' = .
1 2 3
1 3

‘tokia, kad a;=1 ir a;=0 (kur i#j)
‘i=1+r, ty. nuolikir

Apibrézimas: D¢l vienartsiy matricy apibréziama sudétis sekanc¢iu biidu: tegul duotos matricos

a4y a,, b, b, .. b,
a a . a b, b, .. b
2 Ay 2 . b1 Dy )
A= ! ir B= " ,
a,, a, .. a,)rxn b, b, .. b, Jrxn

tuomet, C=A4A+B, C= (c!./.)ﬁ,n Jkur ¢, =a, +b,.

Sandauga i§ skaliaro: o € R',a4 = (aai/),._:ir
I -1 1 1 2 0 2 1 0 2 2 3
Pvz.: + = ; + = ;
2 0 0 -1 2 -1 30 2 3 53
0 1 0 -4 107 101-10°) (15-10* 1515-10"
(—4) = ; 1500000 S s 1= s |5
2 3 -8 12 3-10 4-10° 45 6-10"
Apibrézimas: Sakysime, kad matricos A ir B suderintos sandaugos AB atzvilgiu, jeigu matricos
A stulpeliy skaicius lygus (atitinka) matricos B eiluciy skaiciui. Sandauga AB=C, kur

n
L]
¢, =ayb; +ayb,, +..+a,b, = Z azb,
k=1

14



(imama 1-0ji matricos A eiluté ir panariui dauginama su matricos B j-uoju stulpeliu, o po to
sandaugos sudedamos).

rannxm = Crxm >
a,  dp a, b, b, b,, G O Cim
ay Qp a, b, by 2m _ € Cx» Com .
arl arZ arn rxn bnl bn2 bnm nxm crl Cr2 rm J pxm
3 -2 1 2 1 3 15 -6 9
1 0 4 6 =| 30 ; 4 (5 -2 3)1X3 =120 -8 12 |;
0 3 =5 3x3 7 3x1 =17 3x1 2 3x1 10 -4 6
2 -1 0 -2 -1
1 -10
A=|1 0|, B= ; AB=|1 -1 0 |;
2 01
-1 2 31 2
2 3 -2 1
6 1 0 4 - matricos nesuderintos sandaugos atzvilgiu.
7 0 3 -5

3x1 3x3

Matricy sumos ir sandaugos savybés.

Sumeos savybés:

1. A+B=B+ A4’ (sumos komutatyvumas)

2. A+(B+C)=(A+B)+C (sumos asociatyvumas)

3. A+O=4 (O-nuliné matrica)

4. A+(-4)=0 ((-A)- negatyvioji matrica sumos atzvilgiu)

Sandaugos savvybés:

1. a)AB # BA
b) AB = BA

(bendruoju atveju — nekomutatyvumas)
(jei matricos komutuojancios tarpusavyje)
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2. (AB)'=B"A"
3. A(BO)=(AB)C (sandaugos asociatyvumas)

A(B+C)=AB+AC oo
(sandaugos distributyvumas)

(A+B)C=AC+BC
5. a(AB)=(aA)B=A(aB)

NAMU DARBAS

AB # BA

rodyti sandaugos savybes : .
[rody gos savy (AB) = B A

Kitas irgi pabandykite jrodyti.

§3. Kramerio formulés (antros eilés lyg€iy sistemoms)

- v . apx, +a,x, =b,
Tegu duota antros eilés lygéiy sistema: (LS)

ayx, +a,x, =b,.

a, a
. o we . 11 12 . . v
Apibrézimas: Matricos A4 = determinantu vadinamas skaicius
a; Ay
a, a
11 12
det 4= =a,,0y, — 0,0, .
a; Ay

Jei detA # 0, tai (LS) 1-a lygti padauging 1§ a,,, 2-3 1S q,, ir 1§ 1-os lygties atémg 2-3j3, gauname

X .
{allxl +apx, =b |- ay
ay X, +ayx, =by|- ay,
_ ba,, -b,a,

1
a,,dy; —ay4y,

AnalogiSkai gauname x,, padauging 1-3 lygti iSa,,, 2-31S q,, ir i§ 2-os lygties atémg¢ 1-aja:

{allxl ta,x,=b |- a,

Ay X, +aynXx, =b,

©odn
_ b,a,, —ba,,

a4y, —0ay,4y,
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b ay, a, b,
b b
1~ 2 a22 ) = aZI 2 N (det A * 0)
det 4 det 4
b a, a, b
Y D b, a a. b
Zyme¢jimas: D, = DXI =X, =ﬁ’ D, =ﬁ=x2 _ (211 tAz
€ e

Kramerio  formulés

NAMU DARBAS

Ka reiskia, kad: a) 3 vienas sprendinys: det 4 #0
b) sprendiniy néra: det 4=0 (bet D, #0arba D_+#0)

c) yrabe galo daug sprendiniy: D=D =D _ =0

Susieti su koeficienty proporcingumu (neproporcingumu).

Namy darbo dalinis paaiSkinimas:

X, = D,
— 1~ B}
{allxl +a,x, =b ] D
9
Ay X, + ayX, = b, sz
Xy
D

1. KaiD#0
ay dy —a;pay # 0
a,ay, # a,,a,, | 14,4y,
a, . a, D .
—— # —=- (LS) koeficientai néra proporcingi.
a21 a22

2.KaiD=0; D, arbaD, #0,

(LS) koeficientai yra proporcingi, o laisvieji nariai b;, b, §ios proporcijos netenkina.

§4. Determinantai ir jy savybés.

Determinantai apibréziami tik dél kvadratiniy matricy. Siame paragrafe determinanty savybes
aptarsime ir jrodysime antros ir trecios eilés kvadratinéms matricoms. Bet jos, kaip véliau
pastebésim, teisingos ir auksStesnés eilés matricom.
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1 savybé: detA=det 4"

" det4=aa,, —a,a,,
r_[ @ 4 T
4= ( j det 4" =a,a,, —aya,

2 savybé: Sukeitus vietomis determinanto eilutes (stulpelius), keiciasi determinanto zenklas.

a4y det A =a,,a,, —a,,a,,
a)A = ;

ay Ay det A= Ay Gy, — Ay,
- (aﬂ a,, j; Iivada: detA = —det 4
a, 4,
a, 4a;
b4 = [QZI azzj’ det A=a,a,, —a,a,,
2 _ (aIZ a; j det 4 = apay —ay Ay
@y ay) Isvada: detA = —det 4

3 savybé: Jeigu determinanto dvi eilutés vienodos (arba du stulpeliai vienodi), tai toks
determinantas yra lygus nuliui.

~ (a, a detA=a,a,—a.a, =0.
a)A:( 11 12} 11712 12711

a, 4,
N a a
1 11
a a — _ _
21 21 det4=a,a, —a,a, =0

4 savybé:Jeigu mes padauginame bet kuria eilutg (stulpeli) i§ skaiCiaus, nelygaus nuliui, tai
determinanto reikSmé, lyginant su pradine, taip pat dauginama i$ to skaiciaus.

a
< Matricos A :( ! auj 1-a eilutg padauginkime i$ skaiciaus £ #0.
ty Gy

ka,, ka,

Pazymékime A(k) =( J, tuomet det A(k)=kdet 4. >

ay A4y

Pastaba: Kai dauginame visa matrica, gauname (kA )=k " detA , kur n — matricos dimensija.

ISvados:1.Jeigu dvi eilutés (stulpeliai) turi bendra koeficienta, tai ji galima iSkelti prie$
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determinanto Zenkla.
2.Jei dvi eilutés proporcingos (stulpeliai proporcingi), tai det=0.

5 savybé: Tarkime, kad

a a
detA4= " 21, ty. kazkuri eiluté (stulpelis) yra tam tikry elementy suma.
by +¢, by +cy,
Tada det A = a; a, _ a, a4 + a, ap
by +¢y by tey| |by byl |6y cy
< ISties,

a, (b, +c,,)—a,(b, +c,)=(a,b, —a.b,)+(a.c,—a.,c } )
ll( 22 22) 12( 21 21) ( 11722 12 21) ( 11722 12 21);t-y- plI‘InuOSG Skhaustuose

desingj puséj turim 1-3 deSinés pusés determinanta, antruose — 2-a. >

ISvada : Jei bet kuria eilutg (stulpelj) padauginame i$ koeficiento k# 0 ir pridedame prie kitos
eilutes (stulpelio), tai determinanto reikSmeé nesikeicia.

a a; ay Ap| |4 4| |49y 4 e a, 4ap
- >

+ S =(, remiantis trecia ir
ka, ka,| |ay ay ka,,  ka,

b, +ka,, by, +kc,| |ay ay

ketvirta savybémis. >

<

Trecios eilés determinantas

Apibrézimas: Tegu

ay, 4dp 4y a, 4dp 4y
A=|a, a, ayl; detd=l|a, a,, ay, =|A| , tuomet skaicius
ay Gy Ay ay 4y Ay

det 4 = a,,ayay; + a,,05,05, + 305,03, = (0130505, + )30, 035 + ), 0y35, )

vadinamas 3-ios eilés kvadratinés matricos A determinantu.

s

Skai¢iavimo schema:

(o]
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Ay Gy Gy
Apibrézimas: Matricos A=|a,, a,, a,

a3 4y dgy

elemento a; minoru M i vadiname determinanta, kuri gauname, iSbrauke i-taja eilute ir j-taji

stulpeli.

. a, 4a;
Pvz.: elemento a; minoru bus M,, =

Gy Oy

ApibréZimas:Matricos A elemento aj adjunktu vadiname sandauga 4, = (— D" M -

6 savybé : Matricos determinantas lygus bet kurios eilutés (stulpelio) skleidiniui, t.y. eilutés
(stulpelio) elementy ir jy adjunkty sandaugy sumai.

dn  dn  dn
A=|an a» ax ,D

as  d» A

_ Cli1+Ai1+ai2+Aiz+ai3+Ai3ma i=1+3—>
= a1‘/+A1j+a2j+A2j+a3j+A3j ] — 1 +3 RN

Skleidinys i-taja eilute arba j-ouju stulpeliu

< Patikrinsime 6-3ja savybe dél i=2, t.y. skleidinj 2-gja eilute. Paimkime detA iSraisSka i$ apibrézimo
ir joje démenis sugrupuokime taip, kad galétume iSkelti —a,,,a,,,—a,,. Tuomet

=0y, (a,a5; — Q303 ) + 4y, (4,53 — A305) — Ay (4,03, — a0 5)) =

a.  di an  dns an Ao

=a, (-1)*" +a,(-1)" +a,(-1) = Gudon s anAs + an A

a»  ds3s as  ds as  dsx»

Dél kity 1 ir j irodymas analogiskas. >

7 Savybé:Bet kurios eilutés (stulpelio) elementy adjunktus, sudauging su kitos eilutes (stulpelio)
elementais ir sandaugas sudé¢jg, gauname suma, lygia nuliui, butent:

@Ay tapdyrapd; i=1+3 i#k,
alkA1j+a2kA2j+a3kA3j j=1+3—> k+#j.

< [rodymas, kai k=1, i=2. [veskime pagalbinj determinanta D (2 eilutés vienodos = D=0; is kitos
pusés determinantas D lygus skleidiniui antrgja eilute):

D=l|a, a, a,=0, D=auA, +avd, +asdy;. >

ay Gy dy

8 Savybé: Jeigu duotos dvi matricos A ir B, suderintos sandaugos AB atzvilgiu, tai sandaugos

20



determinantas lygus ty matricy determinanty sandaugai:

det(AB)=det A-det B

§5. Kramerio formulés trecios eilés LS

Siame paragrfe, remdamiesi 6-a ir 7-a savybémis, i§vesime Kramerio formules 3-ios eilés tiesiniy
algebriniy lygc€iy sistemai (LS), analogiSkas 2-os eilés (LS).

ay X, +apnX, + a5 = b Ay A, A
Ay X, + Xy + Ay X = by | Ay | Ay | Ay (LS)
Ay Xy + ApyXy + A3y Xy = by | Ay | Ay | Ay

Padauginkime (LS) 1-3 lygti i§ adjunkto A11, 2-3 1§ A21, 3-1a 1§ A31 ir sudékime, sutraukdami
panasius narius ir iSkeldami x,, x,,x; uz skliausty. Remiantis 6-gja savybe, prie x, skliaustuose

esantis reiSkinys lygus detA, kur A — (LS) koeficienty matrica. Pazymékime raide D=detA. Ji
vadinsime (LS) pagrindiniu determinantu. Determinanta D, , gaunama 1§ pagrindinio, pakeitus jame

i-aji stulpel{ duomeny stulpeliu B=(b,,b,,b,)" , vadinsime pagalbiniu. Prie x, ir x, reikiniai
lygiis 0 ( 7-a savybe ). Tokiu biidu x, - D = D, (Zr. punktg a) ):

a) Xl (allAll +anAn+ a3|A3l) + X2 (aleu sanAn+ a32A31) + .X3 (al3All +anAn+ a33A31) =
= blAll +b21421 *bSAsl

anAn+andn+anAs=D bl a, ag; bl a, a;
avAu+anAn+anAs =0 o X -D= bz ay, Ay, b2 ayy Ay = Dxl = Dl ;
avAn+andn+ ClzzAal) =0 b3 6132 Cl33 b3 6132 a33

Analogiskai, padauging (LS) lygtis i§ matricos A 2-ojo ir atitinkamai 3-iojo stulpelio elementy
adjunkty, gauname rezultatus punktuose b) ir ¢):

Xl (ClnAlz +andn+ a31A32) + x2 (alelz +anAn+ 032A32) + x3 (amAlz +anA»+ 61331432) =

=bA, -bA, bA,
andie+anAn+and»=0 a, bl a; a, bl a;
avAv+ande+ande=D o X,y - D= a,, bz Ayl a,, bz ay| = sz = D2 ;
Cllelz + ClzsAzz + 033A32> = 0 Cl31 b3 6133 6131 b3 a33

) X (allAIS +anAxs+ a31A33) + Xy (a12A13 +AnAn+ a32A33) + X3 (a13A13 +AnAn+ ClssAsz) =
C
= b1A|3 * bZAzs * b3A]3
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anAis+anAn+anAds=0 a, a, bl a, a, bl
anvAs+ands+anAs=0 H X5 D= a, a, b2 5 a,, a4, b2 = Dx3 = D3 .

anAs+ ClzsAzs + 61331433) =D Cl31 6132 b3 d31 Cl32 b3
o ) ) ) D, . ) ) . e
IS¢ia x,-D=D,,i=1,2,3.Jei D#0,tai x, = o 1=1,2,3. Tai Kramerio formulés trecios eilés

algebrinei tiesiniy lyg€iy sistemai. Bendru atveju, kai sistemos eilé aukstesné nei trys, Kramerio
formulés irgi teisingos.

§6. AukStesnés eilés determinantai

Apibrézimas: n-tosios eilés determinantu vadinamas skaicius, lygus bet kurios eilutés (stulpelio)
elementy ir atitinkamy » —1-sios eilés adjunkty sandaugy sumai, t.y.

n
a,, a, ... a, S ay A
cee 8y Loy =< i=l+n—
D= - . skleidinys i-taja eilute; j-uotoju stulpeliu
D ai Ay j=l+n—
k=1
anl an2 ann

Jeigu visi matricos elementai po pagrindine istrizaine yra lygiis nuliui, tai tos matricos
determinantas lygus visy pagrindinés istrizainés elementy sandaugai:

4 a4 a3 Ay ay,
Ay Ay Ay a,,
0 0 a; a, a3n_~A_~~A::n~_~~ ~
=a; 0y T a8, 8y, a; =a;;°ay a4,
i=1
O 0 0 ce a’n—ln—l an—ln
0O O 0o ... 0 a,
ay 43 Ay a,,
Ay Qg oo A3 0
Qy; Ay a,,
Pastaba: Siuo atveju A, = ,one ... ... ... cee |
0 an—ln—l an—ln
O 0 ... a, ., a,
0 0 n—ln—1 n—ln
a,
o o0 .. 0 a,,

kaip turéty biiti pagal visas taisykles. Kiti "adjunktai" irgi.

A ;i - negali biiti vadinami adjunktais, nes tai yra tk adjunkto dalis, kuri yra po stulpeliu ir eilute, kuriame yra braukiami a i

Pvz.: Determinanto skai¢iavimas, iSnaudojant 7 savybe, t.y. skleidziant i-taja eilute arba j-ouju
stulpeliu:
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1 3 0 2
3 0 -2 1 0 -2
2 -10 3 341 342
=0-(-1)""-|-1 0 3[+4-(-1**2 0 3|+
0 4 0 O
2 1 5 31 5
3 2 1
1 3 =2 1 3 0 1 0 2
+0-(=1*3.2 -1 3|+0-(-1**-[2 -1 0]=—4-2 0 3
3 2 5 3 2 1 31 5

Tesdami skleidziame pagal antra stulpeli, nes ten yra daugiausiai nuliy (ir taip bus
paprasciausiai):

-2
1 2 1 2 1 2
4.2 0 3|=—4-0-(-D"** +0-(=1)*"*. +1-(=1)"- =
1 (<>35j<)25<>23‘
——4-(—1)-‘ _3‘:4-(1-3+2-2):28
NAMU DARBAS
1.Paskaiciuoti 5-os cilés determinanta: 2. PaskaiCiuoti matricos A determinantg visais mums
zinomais biidais:
3 -1 2 -11
51 =2 1 2 1 2 2
9 -1 1 3 4 A=|1 -3 3
3 0 -1 3 2 2 3
5 2 -2 1

§7. AtvirkStiné matrica

Apibrézimas: Matrica B vadinama atvirkitine matricai A, jei AB=BA=E ir zymime 4. Cia
E — vienetiné matrica.

Jei ax=b,tai x= 2 =a"'b; &ia a,b — skaliarai. Analogiskai jvedami pazyméjimai ir dél matricy,
a
ty.jei Ax=C,tai x=A"'C ir detA=0

Atvirkstiné matrica egzistuoja tada ir tik tada, kai D=det 4 #0.
Atvirksting matrica skaic¢iuojame sekanciu biidu:
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1
4, A32 :B(Ag/)T-

A" vadinama prijungtine matrica matricai A. Tai adjunkty transponuota matrica.

Teiginio, kad 44 = A" A=E , jrodymas:

1 o @y ay ay (4 Ay 4 1 D 0 0
D A4 :B @y Ay Ay || Ay Ay Ay (= D 0 D 0]=
Ay Gy Gy ) \( A Ay Ay 0 0 D
| Ay Ay Ay (@, oay, ay 1 10 O}
= D Ay, Ay Ay | ay ay ay (= BA+A =0 1 0|=E,.
Ay Ay Ay ) \ay ay,  ag 0 0 1

Apibrézimas: Kai det 4 =0, matrica A vadiname iSsigimusia (singuliaria); jei det 4 # 0,
matrica A vadiname neiSsigimusia (reguliaria) . Tik reguliari matrica turi sau atvirksting matrica.

Pvz: AtvirkStinés matricos skai¢iavimas:

3 41 3 41
Duota matrica 4=|5 7 8 |;tikriname, ar ji reguliari: S 7 8/ =145%0.
8 3 2 8 3 2
4,=-10 A4, =-5 4, =25
A, =54 A4,=-2 4, =-19
A, =-41 A,,=23 4, =1
-10 -5 25
A7 L 54 -2 -19
145
41 23 1

Patikrinimas, ar teisingai paskai¢iuota atvirkstiné matrica 4™ matricai 4.

-10 =5 25 )\(3 4 1 145 0 0
54 -2 -19|-|5 7 8|=| 0 145 O |=detd-E,
41 23 1 8 3 2 0 0 145
3 4 1)(-10 -5 25 145 0 0
5 7 8|54 -2 -19|=] 0 145 0 |=detd4-E,
8 3 2)(-41 23 1 0 0 145
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NAMU DARBAS

Paskaiciuoti atvirksting matrica matricai A, jei

>

Il
N O =
A Q9 WD

8
3
5
§8. Tiesiniy algebriniy lygciy sprendimas atvirkStinés matricos metodu

Duota §5 lygciy sistema (LS) galima uZraSyti matricingj formoj:

ay X, +apX, + a5, = b, X b
(LS) Ay X, + Ay X, + 00X, = b, ; A x=B, kur x=|x,|; B=|b, |;
Ay X, + A3y X, + Az, = by X3 b,

a, 4, A4y
A=|a, a, ay;]|.

a3y Gy Ay

Jei det A +#0, tada egzistuoja atvirkstiné matrica tokia, kad A" Ax=A"'B; kadangi 4'A=E,
tai Ex=x=A"B.

Pvz: ISspreskime antros eilés lygCiy sistema atvirkStinés matricos metodu.

=3-x,—x, =1, - [ x (1 -3 -1
X= =4 ; A= ; detdA=(-3)-1-(-1)-4=1;
4-x +x,=2. X, 2 4 1
4,=1 4, =1
A,=-4" Ay, =-3"

el e el Y02

Patikrinimas biitinas tiek paskaiciuotai atvirkStinei matricai, tiek ir gautam atsakymui:
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ISvesime Kramerio formules, pasinaudodami atvirk$tinés matricos metodu.

Ax =B,
D=det4=+0.
| 4, 4, A4,
A'==—| 4, A, A, |;
Dl 2 30
Ay Ay Ay
X | 4, 4, 4y b, b, + b, + b4y
xX= X5 _B A12 Azz Asz bz == blAlz + bzAzz +
X3 Ay Ay Ay )\ b bA,+ bAdy+ bd,
b a, a;
b A, +b,4, +bA,, =b, a,, a,|=D,=D;
b, ay, ay
a, b a;
bA,+b,4,, +b A4, =|a, b, a,|=D,=D,;
a, b, ay;
a, a, b
bAy+b,Ay; +bAys =ay, ay, b|=D,=D; , ty. x;, =

Teorema: (Apie atvirksting matrica).

Tegu duotos dvi reguliarios matricos A ir B, dimA=dimB. Tuomet:
1. 347" irji ! — egzistuoja atvirk§tiné matrica 4™ matricai A ir ji vienintel¢;
2.3(A") ' =A - egzistuoja atvirkiting matrica atvirkstinei 4" irjilygi 4;

3.(4B) ' =B7'47,;
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4.(ad)" = s , ¢ia a # 0 skaliaras.
a

Irodymai:

1. Tarkime, kad matrica A turi dvi atvirkStines matricas B ir C, t.y.
B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C,ty. B=C.

2. det(A4A')=detE=1=det A-det 4™";

detA™' =

#0, t.y. A 'reguliari matrica.
det 4

Kadangi A™' reguliari, tai 3(4™')" tokia, kad (4™")"'- 4" =E ,betir A4™' = E. Pasiréme

teoremos 1. dalimi, gauname, kad 4=(47")".

3. (AB)'=B"'4"? Remiantis matricy savybémis, turime:
(ABYB'A")=ABB)A' =AEA"' = A4 =E ;
(B'A")AB)=B"'(4"'4A)B=B'EB =E , t.y. matricai AB atvirkstiné matrica isties yra matrica
B'A™.

4. Irodymas panasus, kaip ir 3savybés.

Teorema:(apie kvadratiniy matricy sarysi su tiesiniy lyg€iy sistemomis).

X b,

- _ - | x, b,

Tegudx=B,kur dmAd=n, x=| " |, B=| .
X

Tuomet sekantys teiginiai yra ekvivalentiis:
1. A turi atvirk$ting matrica 4™ ;

2. Tiesin¢ lygc€iy sistema Ax = Bturi vienintelj sprendinj bet kokiems duomeny

stulpeliams B;

3. Homogeniné lygc€iy sistema Ax =0 turi tik nulinj sprendinji x=|.|;

4. Matrica A ekvivalenti vienetinei matricai 4 ~ E, .

Pastaba: Jei bent vienas teiginys yra teisingas, tai teisingi yra visi kiti teiginiai.
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§9. Atvirkstinés matricos skai¢iavimas Gauso metodu

Jei matrica A elementariy pertvarkymy déka gali biiti suvesta | vieneting matrica, tai,
remiantis teorema (apie kvadratiniy matricy sarysi su tiesiniy lygciy sistemomis), egzistuoja
atvirk§ting matrica 4™ matricai A.

Imame matrica (A|E ) ir dauginame i3 kairés i§ matricos 4™ . Turime

A’I(A|E) = (44" ‘A’IE) = (E‘A’l) ,t.y.jei A~ E, tai, atlikdami elementariuosius pertvarkymus
su matricos (A|E ) eilutémis taip, kad i§ A gautume vieneting matrica E, 1§ vienetinés matricos E

gausime atvirksting 4.

Pavyzdys:
3 -1
A=
-4 2
~1|1 TR L
(A|E) = I 3>E ~ 3|13 |E,+4E, > E, ~
-4 210 1
R LA | TR LA 011’
~ 232 E, E—>E2~ 133 1E1+E2—>E1~ ) ;
0 == 1 0 —|= = 2 =
303 313 2 3
NAMU DARBAS

Paskaiciuoti Gauso metodu atvirksting matrica matricai A (patikrinimas biitinas):

1 -3 0
A=0 3 1].
2 -1 2

§10. Matricos Rangas. Bazinio minoro teorema

Apibrézimas: Determinantas, sudarytas i§ matricos A elementy, kurie yra k-eiluciy ir k-
stulpeliy sankirtose, vadinamas tos matricos k-tosios eilés minoru.

E
H 1
=

1
1
i
r
I
I
1
i
1
1
I
I

]
E]
o

E)
g
=
N
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ay Ay;  -ee Oy

a a a
32 3 e 3k+1
M, =

Aoy Az -+ Qi

M, - k-tosios eilés minoras, kurio elementai yra matricos A pasirinkty eiluciy ir stulpeliy
sankirty elementai.
Akivaizdu, kad zemiausia matricos 4

., minoro eilé k lygi 1, o aukS¢iausia = min(m,n), t.y.
1<k <min(m,n).

Pvz.:

O 3 =
—_ U W
W OO0 W

1
2
3 3x4

Kaip paskaiciuoti, kiek kokios eilés minory yra Sioje matricoje? Aisku, kad 1-os eilés minory
yra tiek, kiek yra matricoj elementuy, t.y. 3x4=12. Antros eilés minory yra M, <> C; -C; =18.
Trecios eilés minory §ioje matricoje yra M, <> C, =4.

Aukstesnés (nei trecios) eilés minory Sioje matricoje néra, nes didziausia minoro eilé turi
nevirSyti min(3,4).

Apibrézimas: Matricos minory, nelygiu 0, auk$¢iausia eilé vadinama tos matricos rangu. O
bet kuris vienas (kai ju yra keletas) i§ nelygiy nuliui auk$ciausios eilés minory vadinamas baziniu
minoru.

Pastaba: Sutarta, kad nulinés matricos rangas yra 0.
Matricos ranga zymésime 1(A) arba rang(A), arba tiesiog r, jei aiSku, kokia matrica turima

omeny. Tokiu biidu
0 <r(A) < min(m,n).

20130 o |21
Pvz.: My’ = =8-3=5%#0
304 30), 3 4
2 3 13
)= =6-9=-320 M= =3-12=-9#0
33 4 3

Sios matricos rangas yra 2. Baziniu minoru galime pasirinkti M.
Susitarimas: Baziniu minoru skelbsime kairiau ir auks$¢iau esantj minora.

Apibrézimas: Matricos eilutes ir stulpelius, kuriy sankirtose yra bazinio minoro elementai,
vadinsime bazinémis eilutémis ir baziniais stulpeliais.
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Pvz.: Sioje matricoje visi trecios eilés minorai yra lygts 0.

~ B~ O
W W =
[\ N N\
— 3 W

3x4

Z20=>r=2.

N N N

3

0
7/=0,nes E, =E, +2F; MZ:‘4
1

Kai matrica yra dideliy iSmatavimuy, skaiciuoti jos ranga, ieSkant auks¢iausios eilés minoruy,
nelygiy 0, yra labai sunkus ir laiko atzvilgiu imlus darbas. Remiantis determinanty savybémis,
skai¢iuodami ranga, galime (mums visai nesvarbu konkreti determinanto reikSme — svarbu kuo
greifiau ,,suzvejoti“ auksciausios eilés minora, nelygy 0):

1) transponuoti matrica;

2) eilutes (stulpelius) sukeisti vietomis;

3) dauginti eilutes (stulpelius) 1§ skaiciaus nelygaus nuliui;
4) sudéti (atimti) bet kurias eilutes (stulpelius).

Matricos rangas yra invariantiSkas (nesikecia) $iy veiksmy atzvilgiu. Sie veiksmai leidzia
zymiai efektyviau paskaiciuoti matricos ranga.

Pvz.:
2 1 0 1 0 1 0 0
1 -1 3 5 — 3 -1 3 6|, ., —
3 2 =1 052554 -2 -1 =2 EytBysE
01 0 0 0100
— 530 3 6 e —> e — 1 000
-1 0 -1 -2 0000

Tokie pertvarkymai leistini ir akivaizdu, kad auksc¢iausia eilé minoro, nelygaus 0, yra 2.

Apibrézimas: Matrica, kurios kiekvienoje eilutéje ir stulpelyje yra ne daugiau kaip vienas
vienetas (t.y. 0 arba 1), vadinama kanonine matrica.

Egzistuoja glaudus rySys tarp matricos rango ir matricos baziniy eiluciy bei stulpeliy. Tegu
duota matrica A, _ . Jos eilutes pazymékime raide E, o stulpelius S ir sunumeruokime:

mxn

E....E, a,;
SioeSy 5 Ei=(ay5a,)5 S, =]
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m
Reiskini ) ¢,E, , kur c,- bet kokios realios konstantos, vadinsime eiludiy tiesine
i=1

kombinacija (tiesiniu dariniu), o Z ¢,S; - stulpeliy tiesiniu dariniu.
i=1

Apibrézimas:Matricos eilutes (stulpelius) £,,...,E, (S,,...S,) vadinsime tiesiSkai

nepriklausomomis (nepriklausomais), jei tiesinis darinys

D GE=0s¢=¢=..=¢,=0 (Zéjsj=0@51=52=...=5n=0).
i=1

Jei bent viena i§ konstanty nelygi 0, o darinys vis tik lygus 0, tai nepriklausomybés
neturésim.Tarkime, ¢, # 0. Tuomet
c c c o o e e o
E =——2E,-2E,—...——F  (eiluté E, yrakity eilu¢iy tiesiné¢ kombinacija).
cl cl cl
Jeigu taip yra, tai eilutés (stulpeliai) yra tiesiSkai priklausomos(-1).

Bazinio minoro teorema : Matricos bazinés eilutes (stulpeliai) yra tiesiSkai nepriklau-
somos (-1), o bet kuri nebaziné eiluté (stulpelis) yra tos matricos baziniy eiluciy (stulpeliy)
tiesiné kombinacija.

Komentaras:Matricos rangas yra lygus bazinio minoro eiluciy (stulpeliy) skaiciui (t.y.
tiesiSkai nepriklausomy eiluciy (stulpeliu) skaiciui).

< Irodymas. [rodysime nebaziniy eiluciy tiesing priklausomybg nuo baziniy baziniy eiluciy.
Tarkime, matricos rangas yra r ir tegul bazinis minoras yra kairéje virSutingje matricos dalyje.
Jeigu taip néra, atlikdami eiluciy (stulpeliy) elementarius pertvarkymus, susitvarkome taip, kad
bazinis minoras biity kair¢je virSutinéje matricos dalyje.

e G Gy e Gy
A — alr R arr arr+1 R am : Mr ” 0 ]
ar+1 1 ar+1r ar+lr+l ar+1n
aml amr amr+l amn mxn

( Paaiskinimas (ne prie irodymo):

El El
Tegu A=|E, ir E, =c,E, +c,E, . Jei taip yra, tai det|E,|=0. Tai seka i§ determinanty
E; 3x3 £,
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El El El

savybiu: | E, + ¢, E;| =|c,E||+|c;E;| . I8kélus ¢, ir ¢, prie§ determinantus, gauname po dvi

E3 E3 E3
El
vienodas eilutes, kas reiskia, kad det|E,|=0.
E3

Analogiskas jrodymas yra stulpeliams. )

Isiveskime pagalbini determinanta sekanciu biidu:

|
a, a4, ... 4, ! ay;
|
Ay Gy ... 4, :a2k
|
c
|
arl ar2 e : ark
it S SRR |
a, a; @ | Gy

Prie bazinio minoro pridé¢jome viena papildoma stulpeli ir viena papildoma eilute.
Fiksuokim viena nebazing eilut¢ papildomos eilutés pozicijoj, t.y. ¥ +1<i<m. O papildomo
stulpelio pozicijoj pradzioje iraSykime pirma stulpeli. Toks pagalbinis determinantas lygus 0
pagal musu prielaida, kad matricos rangas yra lygus r.. Jei buty priesingai, t.y. butu nelygus 0,
tai rangas biity r +1, kas priestarauty prielaidai. Kadangi determinantas lygus 0, tai, skleisdami
jipagal paskutinj stulpeli, turime:

a, A

1r+1

+ay, A4, +...+a,A . +a,A4 0.

rr+l rrlrdl
Po to i papildomo sulpelio pozicija iraSykime 2-a, 3-3 ir t.t. iki n-ojo stulpelio. Dél bet kurio
stulpelio S, sunumeriu 2 <k <n gausim analogiSka lygybe kaip ir dél 1-o stulpelio:

=0.

alkAlr+1 + a2kA2r+l +...t arkArr-H + aikA

r+lr+l

Pastebékime, kad 4 ,, ., yra bazinis minoras, nes 4 =(-1)"""M, =M, #0; tuomet

r+lr+l

A A . .
a, =——"Lq, ——2q, —...——Lq,  ;irtegu
M, M, M,
_ Alr+1 _ A2r+1 _ Arr+1
¢ =—"2L ¢, =2 ) ¢ =——21,
M, M, M

Pastaba: Koeficientai ¢,, i =1+r, priklauso nuo i-tosios eilutés pirmyjy r elementy ir

visiSkai nepriklauso nuo desiniojo (pagalbinio) stulpelio, nes, skai¢iuojant adjunktus A, i=l+r,

ir+1°

iSbraukiami paskutiniojo (pagalbinio) stulpelio elementai.

32



Tokiu biidu gauname, kad kiekvienas i-osios eilutés elementas a,, k =1-+n, iSreiSkiamas

tiesine kombinacija per auks¢iau tame paciame stulpelyje stovinCius elementus su tais paciais
koeficientais ¢, i=1+r,ty.:

a, =c,a;, +C,a, +ca, +...+c.a

rrl

a, =Ca,, +Cyay, +Cia5, +...+c.a,,

a, =ca,, +c,a, +c,a,, +...+c.a,
IS ¢ia gauname, kad E, = E, +c,E, +c,E; +...+c E , r+1<i<m.
Taigi parodéme, kad bet kuri nebaziné eiluté yra baziniy eiluciy tiesiné kombinacija. >
Pastaba. Teoremos jodyme nurodytas btidas, kaip paskaiCiuoti tiesinés kombinacijos
koeficientus. Pademonstruosime tai pavyzdziu. Tegu turime matrica A. Paskai¢iuokime jos ranga
ir pasirinkime bazini minora:

E,—E,—E,

1 4 1 =2 1 4 1 =2 o 7 -1 -1
2 1 -1 3 2 1 -1 3 2 1 -1 3
A= —_—
1 3 2 -1 : 1 3 2 -1 " 1 3 2 -1
=310 -13), . 0 0 8 -12 0 0 8 -12
0 7 -1 -1 0 7 -1 -1 0 7 -1 -1
0O 7 -5 5 07 -5 5 0 0 -5 5
—> — Ey —E| - Ey —— —>
1l =302 -1 ' 1 0 0 O 1 0 0 O :
0 0 8 -12 0 0 -12 0 0 8 -12
0 7 -1 -1 0 7 O 0 07 0 O
0 0 4 6 0 0 -4 6 0 0 8 -12
N — Ey - (-2) > Ey —— —_—
"1 0 0 0 " 1 0 O 1 0 0 O "
0 0 8 -12 0 0 8 -12 0 0 8 -12
01 00
0 0 0 1
—4>
' 1 0 0 0
0 00O

Taigi matricos rangas yra 3, t.y. r(4)=3.
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1 4 1

Tegu M,=12 1 -1=-28=4,, - bazinis minoras.
1 -3 2
El
Tuomet | E, | - bazinés eilutés, o nebaziné eiluté E, iSsireiSkia per bazines eilutes sekanciai:
E3
E,=cE +c,FE, +cE;.
2 1 -1 1 4 1
A, =D 1 =3 2|=56; A, =(-D"*"1 -3 2|=-56;
1 -3 10 1 -3 10
1 4 1
A, =D"2 1 —1|=84;
1 -3 10
IS ¢ia gauname, kad: ¢, =—i=—ﬁ=2; c, =—@=—ﬁ=—2; c =—ﬂ=—ﬁ=3.
4 -28 Ay -28 Ay -28

44
Taigi E, =cE, +c,E, +c,E, =2E, -2F, +3E, . Gavome, kad E, eiluté tiesiSkai priklausoma

nuo baziniy eiluciy.

NAMU DARBAS

Paskaiciuoti ketvirto stulpelio tiesinés kombinacijos koeficientus.

ISvados: Griztant prie tiesiniy algebriniy lyg€iy sistemy, bazines eilutes atitinka bazinés lygtys, o
bazinius stulpelius — baziniai nezinomieji. Taigi bet kuri lyg€iy sistema yra ekvivalenti sistemai,
sudarytai i§ baziniy lyg€iu ( nebazines lygtis braukiam i§ lyg€iy sistemos ).

Teorema (Kronekerio — Kapeli): Tiesiniy lyg€iy sistema yra suderinta tada ir tik tada, kai lygciy
sistemos (LS ) matricos rangas yra lygus iSplestosios matricos rangui.

NAMU DARBAS

1. Remiantis teorema, iStirti, ar duotoji lyg€iy sistema yra suderinta:
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X, =X, +Xx;=5
X —2x,+x,=2

x, —3x,+2x; =1

2. Remiantis teorema, iStirti, ar lyg€iy sistemos yra suderintos, ir, jeigu taip, rasti bendruosius
sprendinius:

X +2x,+3x,—-x,=0
X +2x,+3x;,—x,=0
X +x,+x,+2x, =4
a)sx, +x,+x,+2x, =4 b)
X, +5x, +5x; —4x, =—4
X, +5x, +5x;,—4x, =4
X +8x, +7x;+7x,=6
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II SKkyrius

Vektoriné¢ algebra
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§1. Tiesinés erdvés

Apibrézimas: Tegu X — tam tikra matematiniy objekty (taSkai ties¢je, plokStumoje, erdvéje,
vienartsiy matricy aibé (t.y. M, = {Amxn }),...) aib¢, kurioje yra apibréztos dvi operacijos:
a) vidine — dviejy elementy sudétis:
x,yeX; x+yekX
b) iSorin¢ — sandaugos i$ skaliaro « :
xeX,0eR =axeX.

Sios operacijos turi tenkinti papildomus reikalavimus:

a): lL.x+y=y+x ( sudéties komutatyvumo )
2.(x+y)+z=x+(y+z) (sumos asociatyvumo )
3.0+x=x ( nulinio elemento egzistavimas)
4.x+(—x)=0 ( priesingo elemento sumos atZvilgiu egzistavimas )
b): l.(a,a,)x =a,(a,x)
2.1-x=x

3.(a+p)x=ax+ fx
4ax+y)=ax+ay
Aibé X, tenkinanti Siuos reikalavimas, vadinama tiesine erdve.

NAMU DARBAS

Sugalvoti po kelis skirtingus tiesiniy erdviy pavyzdzius.

Pvz.: 1. Natiiraliyjy skai€iy aibé néra tiesin¢ erdve.
2. Realiyjy skai¢iy aibé yra tiesiné erdvé.

ApibréZzimas:Tiesiniy erdviy bet kuriy elementy x, tiesine kombinacija vadinsime reiskinj

n
S,
i=1

Tiesinés erdves elementy tiesinis priklausomumas ir nepriklausomumas apibréziamas taip pat, kaip

ir matricos eilutéms bei stulpeliams.
Pazymékime X =V ( ¢ia V, - n — maciy vektoriy erdve).

Apibrézimas: Tiesinés erdvés (vektorinés erdvés) baze vadinsime maksimalig tiesiSkai

nepriklausomy elementy (vektoriy) sistema, jei bet kuris kitas tiesinés erdvés elementas (vektorinés
erdvés — vektorius) gali biti iSreikStas per bazinius elementus (bazinius vektorius) tiesiniu dariniu

(kombinacija).

Baziniy elementy sistema (rinkinys) yra tiesinés erdvés poaibis, t.y.
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{x,,xz,...,x”}c X; dimX =n,

[{Vl, 72,,7”} cV,; dimV, =n dél n—maciy vektoriniy erdviy.)
Bazes tiesinéje (vektoringje) erdvéje galime apibrézti jvairiai, taciau elementy (vektoriy),
leinanCiy i baze, skaicius yra duotai erdvei pastovus — jis apibrézia erdvés dimensija (iSmatavima).

Prie be kurios sistemos prijungus nulinj elementa, ji tampa tiesiskai priklausoma, todél 0-nis
elementas | bazg jeiti negali.

Pvz.: Tegu M, , ={A4,,,}— vienarliy matricy, kuriy dim=2x2, aibé:

a a
TRRLY)
e[ o)
a4y Ay

Si matricy aibé¢ yra tiesiné erdve, o jos baziniais elementais gali biti:

1 0 0 1 0 0 0 0
X = , X, = , Xy = , X, = .
o o =0 o} =02 o} =~(o ¥

Visi kiti §ios matricy aibés elementai néra baziniai, nes juos galima iSreiksti per bazinius elementus,

1
pvz. elementas x = (4 2} néra bazinis, nes x =3x, +x, +4x, + 2x, ir (3;1;4;2)—tos matricos

koordinatés M, , aibéje kaip tiesinéje erdvéje.

§2. Vektoriaus iSreiSkimas duotosios bazés vektoriais

Tarkime, turime vektoring erdve V, (t.y. dimV, =n) ir joje vektoriy rinkinj {Zz,- }n

i=1
ai =(a,;a,;...;a,;) . Sie vektoriai n-maciai. Jei turime tokj vektoriy rinkini, tai kaip patikrinti, ar jis
n
gali biiti V, baze ar ne. Imkime tiesinj darinj ZC@. =0. I8raS¢ pakoordinaciui, gauname:
i=1
a,c +a,c,+..+a,c, =0

ayc, +a,c, +..+a,c, =0
a,c,+a,c,+..+a,c =0

t.y. gavome homogening lygc¢iy sistema. @t:l - vektoriy sistema tiesiSkai nepriklausoma, jei

n
ZCi a,=0<c¢ =c,=c,=...=c, =0 (prieSingu atveju vektoriy sistema bus tiesiSkai
i=1
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priklausoma).

NAMU DARBAS

ISsiaiskinti, kaip, panaudojus 1 skyriaus faktus, parodyti, kad vektoriy sistema tiesiskai
nepriklausoma/priklausoma (panaudoti bazinio minoro teorema).

Teorema:(apie vektorinés erdvés ¥V, standarting bazg)
e, =(1;0;0;...;0)

e, =(0;1;0;...;0)

Vektoriy sistema ej =(0;0;1;...;0) yra vektorinés erdvés V, baze.

e, =(0;0;0;...1)
Apibreézimas: Tokiu bidu parinkta bazé vadinama standartine.

< 1) {EI} tiesiskai nepriklausoma vektoriy sistema?
i=1

n
Imame tiesinj daring ch.éi =0.I8¢ia (¢5¢,5...5¢,) =0 ¢, =c, =...=c, =0, t.y. sistema tiesiSkai
i=1

nepriklausoma.
2) Bet kuris vektorius x €V, iSsireiSkia per Siuos vektorius?

Tegu x =(x;x,;...;x,). Tuomet x =xe1 +x,e2+...+x,€s. >

Teorema: (Vektorinés bazés kriterijus)

Tegu turime vektoriy sistema {ai} .Jiyra V, bazé <> kai determinantas
i=1

1

all alZ aln
a a .. a
21 22 2
D= "1£0.
anl anz ann

Cia aj =(a,;a,;...;a,), t.y. determinanto D stulpeliai — tai vektoriaus ;i koordinates, i =1-+n.

< Jrodymas:
Bitinumas: Tegu {aj}n -V bazé. Determinanto D stulpeliai — vektoriy cZ komponentes. Pagal
i=1
prielaidg vektoriai (stulpeliai) tiesiSkai nepriklausomi. Jy yra n. Taigi matricos (ai/. ),.=1+n
~ =t

rangas lygus

n (zr. Bazinio minoro teorema), t.y. D #0.

Pakankamumas: Tegu D #0.
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Sudarome tiesing kombinacija Zc@ =0 <:

i=1
a,¢, +a,c, +..+a,c, =0

ayc, +a,c, +...+a,.c, =0

a,c +a,c, +..+a,c =0
—\ N
1) {ai} - tiesiSkai nepriklausomy vektoriy sistema?
i=1

Kadangi D # 0, tai homogeniné lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendinj ¢, =¢, =¢; =...=¢, =0.
Tai reiskia, kad stulpeliai yra tiesiSkai nepriklausomi, o tuo paciu ir vektoriai 5; .
2) Bet kuris vektorius be V. 18sireiSkia per vektoriy ;1. tiesing kombinacija ?
Tarkime ZCi;i — b . Vektoriaus b = (b;;b,;...;b,) koordinatés standartinéje bazeje {g} ;
=1

i i
i=1

—\ N

b=(c;c,;..;c,) ., koordinatés vektoriy sistemoje {ai}

faf, il
a,c, +a,c, +...+a,c, =b

a,c,+a,c,+..+a,c, =b,

a,c +a,c,+..+a,c, =b,
Kadangi D # 0, tai pastaroji lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendini ¢, = D,/ D (Zr. Kramerio

formules), i =1+n. I$ 1) ir 2) gauname, kad vektoriy rinkinys {aﬁi}f_l yra V,baze. >

NAMU DARBAS

@ = (1;2;0)
Pasiremiant vektorinés bazés kriterijum, patikrinti, ar vektoriy sistema aj =(-10;1); gali
a, = (0;1;1)
biiti vektorinés erdvés V; baze. Jei taip, tai rasti vektoriaus b koordinates naujoje bazgje, jei jo

koordinatés standartinéje baze¢je yra b= (1;4;0).

Komentaras : teoremos irodymo 2) dalyje yra nurodyta, kaip skaiciuoti vektoriaus b koordinates

naujoje baz¢je {al;a2 ; az} , pries tai pasitikrinus, ar D #0.

§3. Tiesinis poerdvis. Homogeninés lygciy sistemos fundamentali
sprendiniy sistema

Apibrézimas: Tegu X — tiesiné erdvé. Poaibis L — X vadinamas tiesinés erdvés X tiesiniu
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poerdviu, jei poaibis L tenkina tiesinés erdvés reikalavimus, t.y. pats yra tiesiné erdve.

Pastaba : R' © N;R' © O;R' © Z;R' o iracionaliyjy skai¢iy aibé — bet tai néra poerdviai, nes
N,Q,Z ir iracionaliyju skaiciy aibé — néra tiesinés erdvés.

Tegu turime nehomogening lygc¢iu sistema
Ax=B.  (LS)

Tarkime , kad kokiu tai biidu suradome Sios sistemos atskira sprendini (xjn - atskiras

nehomogenines lygciy sistemos sprendinys). IeSkosime nehomogeninés lyg€iy sistemos bendraji
sprendini sekanc¢iu pavidalu:

xbn = xan +‘xbh .

Tada Axon = AXan + AXsy =B it Axwm = B, taigi B+ Axm =B . Gauname, kad Axw =0, t.y. jei

zinome atskira nehomogeninés (LS) sprendini X, tai bendrojo nehomogeninés (LS) sprendinio
radimas susiveda { homogeninés (LS) sprendima.

Apibrézimas: Tiesinés homogeninés lygciu sistemos Axm =0 sun nezinomyjy ir
r=rang(A) <n n-r tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy vadinami fundamentaliaja sprendiniuy
sistema.

Pastaba: salyga » <n apibréZime esminé. Jei  =n (t.y. rangas yra lygus neZinomuyjy skaiciui),
tai tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy néra (n —r= 0) . Tada yra tik vienas sprendinys vadinamas

trivialiu (paprasciausiu), x=0. Homogeniné lyg€iy sistema visada yra suderinta, nes r(A4) = r(A| B)

(zr. Kronekerio — Kapeli teorema).

Teorema: (Apie fundamentaliuosius sprendinius)
Tiesinés homogeninés lygc€iy sistemos Ax =0 su r(A4) <n bet kuris sprendinys x, gali buti

iSreikStas fundamentaliyjy sprendiniy tiesiniu dariniu xw =c¢, f |, +c¢, f, +...+¢, . f, . -
< Jrodymas: Tegu r =r(A),r < n.Pagal bazinio minoro teorema turime r baziniy eiluciy ir r

baziniy stulpeliy, arba r baziniy ir n-r nebaziniy (laisvy) nezinomyju. Sudarome matrica FS
(fudamentaliujy sprendiniy matrica):

X, X, e X, Xy X, .. X,
Va1 0 .0
FS=| a® a&? .. a® 0 1 .. 0
" a0 0 L]

A

Jos rangas lygus n-r ( bazinis minoras M, . yra deSiniajame apatiniame kampe ir lygus det £,
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t.y. n-r-osios eilés vienetinés matricos determinantui). Tuomet pirmoji eiluté nebaziné ir yra tiesiskai
priklausoma nuo likusiy n-r baziniy eiluciy (zr. Bazinio minoro teorema). Pazyméje

- .
Xoh = (X;3X,5...5X,) , turime

B (a) (e "
@ (2) (n=r)
X2 a, a, a,
_} X, ail) aﬁl) ain_r)
Xph = :Cl- +Cz' +"'+Cn—r.
X, 1 0 0
X, 0 1 0
X 0 0 1

Gauname, kad xu = 01]71 + 0272 +ote,  f.,.
Parodéme, kad bet kuris tiesinés homogeninés lygc¢iu sistemos
Ax=0 (HLS)

sprendinys iSsidésto tiesiSkai per fundamentaliuosius sprendinius. >

ISvados i$ teoremos:

1. Sakém, kad Ax=B sprendiniy ieSkome sekanciu biidu:

—

Xon = Xan + Xoh = Xan +of,+e, fo+.+ce,  f,  (jei r<n).

Jei r=n, tai Xon = Xan .

2. Tegu homogeninés lygéiy sistemos Ax =0 visy sprendiniy aibé {x s {xm}=L. LV, ty.
poaibis vektorinéje n-matéje erdvéje V, . L tenkina visus tiesinés erdvés reikalavimus. Taigi L yra
vektorines erdvés V tiesinis poerdvis. L baze galime pasirinkti fundamentalia sprendiniy sistema
{]7 ; }H , dimL=n—r. Ateity L Zymésim V""", taip nurodydami, kokioje vektoringje erdveje

i=1
turime »n—r -matj tiesini poerdvi L, sudaryta i§ (HLS) sprendiniy.

NAMU DARBAS

1. Parodyti, kad L tenkina visus tiesinés erdvés reikalavimus.

2. Duota lyg¢iy sistema:
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3x,—2x,+2x,-5x, =0,
X, —2x,+2x,—x,=0,
2x, —x, — 4x, =0,

4x, —3x, +4x, —6x, =0.

Surasti lygciy sistemos fundamentaliyjy sprendiniy sistema (rinkini).
Aprasyti tiesinj poerdvi(jeigu r<n) V" sekantiai:

yi = {;c eV x= 01]71 +c2]72 +...+CH7H;A?[ = 0} .
§4. Vektorinés bazés transformacija

(e): {21 , e , ...,_én } —standartiné (senoji);

Tegu vektoringje erdveje V, yra dvi bazés: Paimkime bet
(") :{

- —!

ee z,...,en}—naujoji.

koki vektoriy x e V , tada jo koordinatés bazéje (e) yra x= X, e+ X, e+t X, €n,01t0 paties

—! —! —!

. . . .. - =/ ' ' '
vektoriaus koordinatés bazéje (e') yra x{;} =x =X € +Xx,€, +..+x, €, .

n
i=l

—! — —

e =a,e+a,e+..+a,e

nl=n
—t — —

Tegu 1% =& +dne+..+a,e

n2n

—! — —

e, =a,e+a,e+..+a,e

nn - n

Tada (i X'iSrai8ka vietoj naujosios bazés vektoriy statom jy iSraiSkas per senaja baze (¢) ):

!

o ' [
X =xa,e+xa,e +.+xa,e +

nl*>n

' - ' - ' -
+xa,e +xia,e, +..+xia e +

n2=n

' - ' - ' - _
+xa, e +xla, e +.+xa, e =

n-"nn-n

_ ' ’ A

=(a,x] +a,x, +...+a,x,)e +

+(ayX] + @y X+t ay, X ) ey +
Ay Xy TApXy Tt 4y, X, )6,

+(a,x +a,x,+..+a,x e,

nn-'n

arba
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_ ' ' '
X, =an X +a12x2 +...+a1nxn

_ ' ' '
Xy, =4, X + a,, X, +...+ a,,x,

_ ’ ’ ’
X, =a,x +a,x,+..+a,x

nn-"n

all a21 anl
. p Ay e Ay . . " . Y. . )
Matrica 4= vadinama baziy sarySio matrica (t.y. sary$io naujosios bazés
aln a2n oo ann

su senaja baze matrica).

a, 4, a,,
. 21 Ay a,, r . ) .. )
Matrica B = = A" vadinama bazés keitimo matrica.
anl an2 ann

- to paties vektoriaus X naujyju ir senyju koordinaciy sarysis.

NAMU DARBAS

Duota standartiné baze {ej,%} vektorinéje erdvéje V,. Tegu nauja baze {eﬁ1 e } V.

Rasti baziy sarySio matricg ir bazeés keitimo matrica, jei naujoji koordinaciy sistema gauta, pasukus
senaja koordinaciy sistema kampu o pries laikrodZio rodyklg.

7=é5(01)

-
2%

I

—
=]
=
[

44



§5. Atkarpos dalijimas duotuoju santykiu

3

B(x,,5,,2,)
C(x,y,2)

’ L A(x,31,2)

i

X

Duoti du taskai A(x,,y,,z,) ir B(x,,y,,z,). Atkarpoje AB reikia
|4C| S

rasti taSka C(x, y,z) taip, kad % =1 ,(1>0). AC=ACB,nes AC ir CB kolinearis
CB

vektoriai.

AC=0C-04 :x;+y}'+z/;—(xi;+yl}'+zll;):(x—xl);+(y—yl)}'+(z—zl)l;;
CB=0B-0C = (x, ~x)i+(y, —y)j + (2, — 2)k;
ACB = A(x, = X)i+ A(y, — ) j + Az, - 2)k.

Du vektoriai AC ir ACB lygts, kai lygios juy atitinkamos koordinatés, t.y.

_ N tAY,
x—x =A(x, —x), lij
y=n=40,-y), = y=%,
z—2z, =AMz, - 2), I

Co1+a

Pastaba: SkaiCiuojant 2-matéje erdvéje (plokstumoje) z=0. Kai z=0 ir A =1, gauname jau i$
mokyklos laiky zinomas formules - atkarpos dalijima pusiau.

NAMU DARBAS

Duoti du taskai A4(3;—2;4) ir B(6;4;-2). Rasti taska, kuriame atkarpa AB kerta xOy
plokStuma.

§6. Dviejy vektoriy skaliariné sandauga

Tegu turime vektoring erdve V, ir du vektorius a, be V., kur &{al,az,...,an} ir

b{b,,by...h,} ;

a‘ — vektoriaus ilgis yra skai¢iuojamas pagal sekancia formulg: ‘Zz‘ = /Zaf .
i=1
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Apibrézimas :Dviejy vektoriy  a, be V' skaliarine sandauga vadinamas skaicius, lygus
(ymimas (@,b) arba a-b)
(a.6)=a-b=[al {5 -cos.
Cia ¢ - kampas tarp vektoriy airb , be to, imamas mazesnysis kampas (t.y. 0<p < 7).
Savybés:

1.(21,]3 = (l;,Zz) (komutatyvumas);
2.(a,b+c)=(a,b)+(a,c) (distributyvumas);
(

{él} - standartinés bazés vektoriai (vienetinio ilgio ir kiekvienas sudaro staty kampa su likusiais

vektoriais):

. o Li=j, : o
{é}__ cV; (e,,eA) =0, =9 ]. o, vadinamas Kronekerio simboliu.
= o0y

Skaliariné sandauga igyja itin paprasta pavidala, kai vektorinéje erdvéje V, pasirenkame

standarting baze {e.} . Isties, tegu turime du vektorius

a=ae +a,e,+..+a,e,
9

b=be +be,+..+b e,

n

tuomet (21,13) =>ab

i

i=1

Pitagoro teoremos apibendrinimas trimatés erdvés atvejui.
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= |cos’ a+cos’ f+cos” y =1|.

PaaiSkinimas, ka reiSkia Zyméjimai: figtrinius skliaustus raSome prie vektoriaus koordinaciy,
pvz.:a{a,,a,,a;};

paprastus skliaustus raSome prie tasko koordinaciy, pvz. : M (al, a,,a, )

NAMU DARBAS

[rodyti analogiSkq teoremq n-matéje vektorinéje erdvéje V, . Turime standartine baze {gi}n

i=

Parodyti , kad ZCOSZ a, =1

i=1
§7. Dvieju vektoriy vektoriné sandauga
Apibrézimas: Tegu a,be V.. Dviejy vektoriy a ir b vektorine sandauga vadinsime Vektoriucz ,

kurio modulis c= H = ‘Zz‘-‘l;‘-sin(p (@ — kampas tarp vektoriu a ir Z;). Vektorius ¢ statmenas

vektoriy airb plokStumai ir nukreiptas taip, kad, zitirint 18 jo galo 1 vektorius airb, vektoriy a
turime pasukti kampu ¢ pries laikrodzio rodykle, kad a sutaptysu b.
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51}

¢ — geometrine prasme yra lygus lygiagretainio plotui.

Vektorius ¢ Zymimas keliais bidais ¢ = [Zz, 13] — axb.
Savybés :
1. [21,13} - —[13, Zz} (antikomutatyvumas);
2. [4a,b|=|a,ab|= 2] a,b], cia A- skaliaras;
ax(b+¢)=axb+axc

(distribulyvumas) ;

(a+B)xe=axe+bxe
4.[21,13] —axb=0, jei airb kolineariis arba bent vienas is jy lygus 0.
Pastaba : Skaliarinés ir vektorinés dalybos néra (neegzistuoja atvirkstiné operacija dél to, kad tiek

skaliaring, tiek ir vektoriné sandaugos yra nevienareikSmes).

Vektoriné sandauga koordinatinéj formoj.

Baziniy vektoriy i, }', k vektorinés sandaugos lentelé:

x i j k
i 0 k —j
i~k 0 i
k j - 0
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a=ai+a,j+ak o . , - ,
Tegu . . 7. . Pasiremiant aukS¢iau nurodytomis savybémis, lengva parodyti,
b=>bi+b,j+bk
kad
i j ok
(ab]=axb=la @ af
bl bZ b3

Determinanta formaliai skleidZziame pagal vektoriy eilute:

a, &

b2 b3

ir t.t].

iM,—j-M,+k-M, [ ia M, =
IS kitos pusés skai¢iuojame vektoring sandauga:
[alf +a,j+ak, bi+bj+ bj] .

Po visy Sity veiksmy isitikiname, kad vektoring sandauga iSies formaliai galime skaiciuoti,
skleisdami minéta determinantg vektoriy eilute.

§8. Skaliarinés ir vektorinés sandaugos taikymas geometrijoje ir
mechanikoje

I. Skaliarinés sandaugos déka galime paskaiciuoti kampa tarp vektoriy; patikrinti, ar jie
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ortogonaliis; rasti vieno vektoriaus projekcija i kita.

Tegul turime du vektorius a,b € V.
(5)=[al- [ -coser

Geometrine prasme ‘I;‘ -cos ¢ — tai vektoriaus b projekcija i vektoriy a.

o)

Mechanikoje skaliariné sandauga naudojama, kai skai¢iuojamas pvz.
darbas 4:

A =(17,§)=‘F‘~‘§‘-cosq)

Cl

Cia F — jéga, veikianti kazkokj kiing kampu @ ir stumianti ji i$ tasko 4 i taska B; S = AB.

NAMU DARBAS

Duotos jegos fl {3, -1, 4} irl?2 {5, 3, —1} . Apskaiciuoti darba A, kuri atlieka

jégqf1 irf2 atstojamoji, perkeldama materialy taska 1S M, (3, 4, -1) 1M, (5, -3, 2).

I I. Vektorinés sandaugos déka galime paskaiciuoti kampa tarp Vektorlq, patlkrlntl ar vektoriai

kolinearts; rasti lygiagretainio ir trikampio, kuriy krastinés yra vektoriai a irh , plotus.

Tegul turime du vektorius ZI,Z) el.
H :‘Zz‘-‘l;‘singo =S.
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Geometrine prasme H — yra lygus lygiagretainio plotui;

- - . .
0= 5‘[(1,])]‘ — trikampio plotas.

Mechanikoje vektoriné sandauga naudojama pvz. jégos momentui M paskai¢iuoti. Jegos F
momentas taSko O atzvilgiu i8 tiesy yra vektorius ]\70 =OAxF = [@,F] , taigi

‘VO‘ = ‘F‘ . ‘54‘ -sinp=F-h, (Cia @\ -sin @ = h — aukstiné arba mechanine prasme petys).
Jégos momentas yra vektorius, nukreiptas sukimosi asies kryptimi, t.y. statmenai vektoriy OA ir

F plokstumai:

NAMU DARBAS

Duota: Kietas kiinas fiksuotas taske A(2,3,5). Taske B(0,3,7)kiing veikia jéga 17{2, -5,1}.
Rasti jégos F momenta taiko A atzvilgiu E , jo moduli ‘E

ir nubrézti eskiza.

§9. MiSrioji trijy vektoriy sandauga

Tarkime, turime tris vektorius a,b,c €V,
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Apibrézimas: Trijy vektoriy a,b,c e V, miSrigja sandauga vadinamas skaicius, lygus vektorinés

sandaugos [Zz,l;} ir vektoriaus ¢ skaliarinei sandaugai, t.y.
([4.6]. ¢)=(axB)-c=(ab5)=a-b-¢
Misriosios trijy vektoriy sandaugos geometriné prasmé:

Tegu Ez,I;,E € V, sudaro deSin; trejetq (tripleta). Tuomet [Zz, B} =u nukreiptas 1 ta pacia puse kaip
ir c.
(5,5,6) = (&,2) = ‘&HE‘-COS(/) =S-h=V
(Cia H -cos @ = h — gretasienio auksting€, V — gretasienio tris).

Jei a,b,c sudaro kairjji tripleta (reperi), 4 yra neigiamas ir (a,b,c) =-V.

MiSriosios trijy vektoriy sandaugos savybés:

1. Misrioji sandauga lygi nuliui, kai:
a) visi vektoriai yra vienoje plok§tumoje (t.y. komplanaris);
b) bent du vektoriai yra lygiagretts (t.y. kolinearus);
¢) bent vienas i§ vektoriy yra lygus nuliui.

2. (3,[5,2’]) = ([13,2] , Zz) arba a (l; X 2) = (Z;x E) -a (leistina, nes skaliarin¢ sandauga

komutatyvi);
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3. (a,[i),é]) = ([é,z}] ,Z’) arba a (Z; X E) = (Zx X Z)) c skaliaring ir vektoring sandaugas galime
keisti vietomis;

4. a) (Zz,l;,z) = (I;,E,Zz) = (Z’, Zz,l;) , t.y. jei vektorius keic¢iam vietomis cikliskai (pagal schema

pries§ laikrodzio rodyklg), tai misrioji sandauga nesikeicia (nekinta trejeto orientacija).
b) jei, keiciant vietomis, pazeistas cikliSkumas, kei¢iasi miSriosios sandaugos Zenklas:

&

(a,b,c) = —(b,a,c —( ,b,a) = —(a,c,b) .
Koordinatiné miSriosios sandaugos forma.

Kaip skai¢iuojama misrioji sandauga, kai Zinome vektoriy a,b,c koordinates? Tegu
i—aivaitak
b=bi+b,j+bk .
c=citc,j+ek

Mes jau zinome, kad

i ]k
[b.c|=bxc=|b b, b,
G G G
Tuomet
I, - - - ik pagal det savybes 4 a4 &4
(a.b.c)=ar(bxc)=(ai+a,j+ak)p b, b = |b b by
G G G G 6 G

Pastaba: Misriosios sandaugos iSraiSka per determinantg leidzia lengviau patikrinti eilg savybiy,
kurias tikrinti kitais biidais zymiai sudétingiau (pasinaudojame jau Zinomomis determinanto

savybémis) .

NAMU DARBAS

1. Paskaiciuoti baziniy vektoriy misriaja sandauga, keic¢iant vietomis vektorius cikliSkai ir ne

cikliskai:
(?, 7, Tc) .

2. Duoti keturi tagkai A(2, 1,0), B(1,—2, 1), C(= 2, -1, 1), D(5, 0, 0). Patikrinti, ar &ie taskai
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yra vienoje plokstumoje.

III skyrius

Analizinés geometrija
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§1. Tiesé¢ plokStumoje

1.1. Kryptiné tiesés lygtis

Imkime tiesg t, nelygiagrecia koordinatéms asims. Tiesés padétis bus nustatyta, jei zinosime
kampa ¢, kuri tiesé sudaro su teigiamaja x aSies kryptimi, ir taSka N(O,n), kuriame tiesé t kerta
y a8i. Kampa ¢ atskaitysime nuo teigiamosios x aSies krypties prie§ laikrodzio rodykle, todél

O<p<rzm ir p# % . Kampo ¢ tangentas

Iigp=m

vadinamas tiesés t krypties koeficientu.
Tiesés t lygciai iSvesti imsime bet kurj jos taska M (x, y) , nesutampanti su N, i$ jo nuleisime

statmeni MP { x a$j ir nubréSime atkarpa NC, lygiagrecia x asSiai. Tada
y=PM =CM + PC.
IS staciojo trikampio CMN, kurio kampas MNC = ¢ gauname, kad
CM = NCtgp = xtgp = mx .

Be to,
PC=0ON =n.

Todél

[y =mxn). M

Ta lygti tenkina kiekvieno tasko, esancio ties¢je, koordinatés (taip pat ir taSko N koordinatés).
Lengva isitikinti, kad tasko, nesancio ties¢je, koordinatés negali tenkinti lygties. Vadinasi,
(1) ir yra tiesés t lygtis; ja vadinsime kryptine tiesés lygtimi.
Jei tiesé eina per koordinaciy pradzia, tai n=0; todél tiesés lygtis Siuo atveju bus

y=mx.

1.2. Bendroji tiesés lygtis

Turédami lygti
y=mx+n,

isitikinome, kad §i lygtis apibrézia tiesg, einancia per taska (0, n) ir turincia krypties koeficienta
m. Lygtys x =k ir y =/ apibrézia tieses, lygiagrefias y ir x aSims atitinkamai.
Jei turime lygti
ax+by+c=0, (2)
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kurioje abu koeficientai a ir b kartu néra lygis nuliui, tai, padalije Sia lygti iS b= 0, gauname

=——x——.
YETETD

Si lygtis ekvivalenti (2) lygéiai, t.y. jas abi tenkina tie patys taskai. Pastroji lygtis apibréZia tiese,
nes tai kryptiné tiesés lygtis y =mx+n, kurioje m = —%,n = —% , vadinasi, (2) lygtis irgi

apibrézia tiesg¢. Tokiu budu lygtis

ax+by+x=0 (kur a#0 arba b;tO)

yra tiesés lygtis, kuria ir vadinsime bendraja tiesés lygtimi plokStumoje.
1.3. Tiesés, einancios per duotg taska duotaja kryptimi, lygtis
Imkime tiesg t, kuri su teigiamaja x aSimi sudaro kampa ¢ ir eina per taSka A(x,,y,) . ISvesime

tos tiesés lygti prileisdami, kad tiesé t néra lygiagreti y aSiai.

Tokiu atveju tiesés lygtis yra
y=mx+ n. (3)

Cia m=tgg - zinomas tiesés krypties koeficientas. Kadangi taskas A(x,,y,) yra tiesgje t, tai jo
koordinatés turi tenkinti (3) lygti, t.y.

Y, =mx, +n.

IS (3) lygybés, panariui atémg paskuting, gauname

Y=y, =m(x—x). 4z

Tai ir yra ieSkomoji lygtis.
Jeigu tiese, eina per taSka A(x,,y,) ir yra lygiagreti y aSiai, tai jos lygtis, aiSku, bus

X=Xx.

1.4. Tiesés, einancios per du duotus taskus, lygtis

Per du skirtingus taskus galima nubrézti tiese ir tiktai viena. Rasime tiesés t, einanc¢ios per
taSkus A(x,,y,) ir B(x,,y,), lygti

IS pradZiy tarkime, kad x # x,, t.y. kad tiesé nelygiagreti y asiai. Kadangi tiesé t eina per taSka
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A(x,,y,), taijos lygtis bus

Y=y =m(x—x); ®)

¢ia m — nezinomas tos tiesés krypties koeficientas. Taciau taskas B(x,,,), irgi yra ties¢je t, todel jo
koordinatés tenkina (5) lygti :

V=Y =m(x, —x).

IS ¢ia randame m (turim omeny, kad x, —x, #0 ):

m=22"N

Xy =X
Istate surastaja m iSraiSka 1 (5) lygti, gauname

vy =2"0(x-x). (6)
X, =X

Tai ir yra ieSkomoji tiesés t lygtis. Jeigu y, # y,, (6) lygti galime uzraSyti taip, kad lengviau
biity prisiminti:

YW _X7X%

Vo= XX

(7)

Kai x, =x,, ties¢, nubrézta per taskus A(x,,y,) ir B(x,,y,), lygiagreti y aSiai, o jos
lygtis, aisku, bus
xX=x.

Pavyzdys: Rasime lygti tiesés, einancios per taSkus A(-2,-3) ir B(1,3). Remdamiesi (7)
lygtimi, raSome

y+3 x+2

343 142
IS ¢ia

2x—y+1=0.

1.4. ASiné tiesés lygtis
Tarkime, kad tiesé t, neinanti per koordinaciu pradzia kerta abi koordinatines asis. Tiesés

padétis bus nustatyta, kai Zinomi taskai A4(a,0) ir B(0,b), kuriuose $i tiesé kerta koordinaciy asis.
Pasinaudojus (7) lygtimi, nesunku paraSyti minimos tiesés lygti:

57



b-0 O0-a
1§ ¢ia
2o T4
b a
ir galutinai
£+Z:1
a b

Gautoji lygtis vadinama aSine tiesés lygtimi; joje parodyti atkarpy, kurias tiesé atkerta

koordinatinése asyse, ilgiai OA :|a| ir OB :|b|.

1.6. Normaliné tiesés lygtis

Tiesés t padéti nusakysime jos atstumu p > 0 nuo koordinaciy pradzios bei normalés vektoriaus

- . n ) . L .
n ortu n, = |T =(cosa,sina). Bet koks vektorius 7, statmenas tiesei t, vadinamas

n
normaliniu vektorium (normale); & - kampas, kurj normalé 7 sudaro su Ox asimi. Kintamajj tiesés
t taska pazymékime M(x,y). Tegu OM - tasko M spindulys-vektorius. Tuomet

pr;, v =p >0
kadangi kampas ¢ tarp vektoriy # ir 7 nevirsija 7 /2. IS kitos pusés

(7,n,)

|17i| =(7,ﬁ0), nes |ﬁo|:1.
0

pr, ¥ =|r|cosp=
I§ ¢ia gauname normaling tiesés t lygti vektoringj formoj:
(r.n,)=p.

Arba pakoordinaciui:

|xcosa+ysina—p=0|.

1.7. Tiesés bendrosios lygties suvedimas | normalinj pavidala
Kadangi kiekviena plokS§tumos tiesg galima uzraSyti normaline lygtimi
xcosa+ysina—p=0, ®)

tai kyla klausimas, 1§ kokio daugiklio reikia padauginti bendraja lygti
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ax+by+c=0,
aprasancia ta pacia tiese, kad gautume (8). Jei toks daugiklis yra M, tai lygties
Max + Mby + Mc =0
koeficientai sutampa su atitinkamais (8) lygties koeficientais:
Ma=cosa, Mb=sina, Mc=-p.
Pirmyju dvieju lygybiy abi puses pakéle kvadratu ir sudé¢je, gauname
M*(a’ +b*) =1,

I8 ¢&ia, zinodami, kad a” +b* # 0 (bent vienas i3 skai¢iy a ir b nelygus nuliui), randame taip
vadinama normuojanti daugikli M :

1

+Va’® +b? .

Kaip matome, Sioje lygybéje M Zenklas liko nenustatytas. Taciau 1§ lygybés MC =—p, kurioje
p >0, matome, kad MC <0, kai ¢#0, todél M zenkla reikia imti prieSinga ¢ zenklui.
Kai ¢=0, M Zenklas lieka nenustatytas: tiesé eina per koordinaciy pradzia ir p=0, nes ¢ =7/2.

M=

1.8. Tasko atstumas iki tiesés
Imkime tiesg¢ t, uzduota normaline lygtimi
xcosa+ ysina—p =0, 9)

ir taSka M (x,,»,), esant] Salia jos. PradZioje tegu $is taskas ir koordinaciy pradzios taSkas
O yra skirtingose tiesés t pusése. Rasime tasko M|, atstuma h iki tiesés t. Tegu M, (x,,y,) -

bet kuris tiesés t taSkas, 7 =M M, , tuomet

h :p’%oF:(Faﬁo):(xo —x)cosa+(y, —y)sina =

=X, cosa+Y,sina—(x, cosa+y,sina)=x,cosa+y,sina—p,

kur p=x,cosa+ysina, nestaskas M, ¢, ty.jo koodinatés tenkina (9) lygti. Jei taSkas M, ir O
yra toje pacioje tiesés t puséje, tadah <0,nes 7/2<@p <7 ( ¢ - kampas tarp vektoriy 7 ir n, ).

IS ¢ia
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h=x,cosa+y,sina—p|

t.y. taSko atstuma nuo tiesés gauname, i tiesés normalinés lygties kairés pusés reiskini

xcosa+ysina—p
istate to tasko koordinates.

1.9. Kampas tarp dviejy tiesiy. Tiesiy lygiagretumas ir statmenumas
Imkime dvi tieses ¢, ir ¢, , susikertancias taSke C. Smaily kampa y, kuriuo reikia sukti tiesg ¢,

neigiamu.

apie taska C, kad sutapty su tiese ¢, , vadinsime kampu tarp ty tiesiy. Sis kampas laikomas teigiamu,
kai nurodytas sukimas vyksta prie§ laikrodzio rodykle; prieSingu atveju kampas y laikomas

Tarkime, kad tiesés ¢, ir ¢, duotos lygtimis

y=mx+n ir y=m,x+n,.
Rasime kampa y.

P -
i '\\II\ J/f.‘
| g
[ *(\ C
i\//‘;’ "\
| r}f *'\
| \
/‘J. | II'.
e | \
v \ e
r " \\ -(p‘
— /‘\‘\«P . | S W M. -
A 0 B
1 | \¢

Brézinyje nurodytu atveju kampas ¢, , yra trikampio ABC priekampis, todél
P,=0ty
Vadinasi y =@, —¢,, 0 tgy =tg(p, —¢,) . Galima sitikinti, kad paskutine lygybé tinka ir kitais
atvejais. IS jos gauname

_ 120, —1g¢,
1+igp -1gp,

Nors kampai ¢, ir ¢, salygoje neduoti, bet 1§ duotyjy lyg€iy zinome 1gp, =m, ir tgp, =m,.
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Todél galutinai

m, —m,
gy =—+—".
I+m, -m,
(10)
Jeitieses ¢, ir ¢, yra lygiagrecios, tai ¢, =¢, . Vadinasi, §iuo atveju
1gp, =1gp,
arba
m =m,.

Atvirk$ciai, jei m; =m,, arba tg¢p, =tgg,, tai, turédami omeny, kad ¢, ir ¢, yratarp O ir =,
gauname @ =@, . Vadinasi, tiesés ¢ ir ¢, yra lygiagreCios.

Taigi irodéme, kad tiesés yra lygiagrecCios tada ir tik tada, kai ju krypties kooficientai yra lygis.

Jei ¢, ir ¢, yra statmenos, tai

®, :(/71+£ arba ¢, :¢2+£;
2 2

. .. 1
abiem atvejais 1gp, =—ctgp, = ———;
180,

arba m,=——. (11)

Lengyva jsitikinti ir atvirkSciai: kai patenkinta pastaroji salyga, tai tiesés ¢, ir ¢, yra statmenos.
Vadinasi, dvi tiesés yra statmenos viena kitai tada ir tik tada, kai juy krypties koeoficientai yra
vienas kitam atvirkstiniai ir prieSingy Zenkly skaiciai.
Dabar tarkime, kad tiesés ¢, ir ¢, duotos bendrosiomis lygtimis
ax+by+c =01r ayx+b,y+c,=0.

Kai b, ir b, nelygts nuliui, ty tiesiy krypties koeficientai bus tokie:

a a
m=—2 m =
b2

bl

Sias m, ir m,1iSraiSkas istat¢ { (10) formulg, gauname

4 4

b, b

gy =—"-—"
1+ﬂ&

bl b2
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arba
_ ab, —a,b,
a,a, —bb,

Duotos tiesés bus lygiagrecios, kai m, =m, , t.y.

ﬂ:b

1
a, b,

Vadinasi, ties¢s, duotos bendromis lygtimis, bus lygiagrecios tada ir tik tada, kai lygciy koeficientai
prie kintamyjy X ir y proporcingi.

Tiesiy, duoty bendromis lygtimis, statmenumo salyga gaunama i§ (13) lygybés, imant m, = —ﬂ,
1

%

m, = Tada

2

aa,—bb,=0.
Pavyzdys: ParaSysime lygti tiesés, einancios per taska (1,2) ir lygiagrecios ties€i
2x-3y+3=0.
IeSkomoji lygtis bus Sitokia:
2x-3y+c=0.
Kadangi taSkas (1,2) yra Sioje tieséje, tai
2:1-3-24c¢=0.
IS ¢ia ¢ =4. Vadinasi, ieSkomoji lygtis yra

2x-3y+4=0.

§2. PlokStuma erdvéje

2.1. Bendroji plokStumos lygtis

Tegu n=ai+bj +ck . Pasirenkame bet kokj taka M, (x,,y,,z,) ir per ta taska i§vedame

ploks§tuma p statmenai vektoriui n . Pasirenkame kita taSka M (x, y,z) plokStumoje p:

MM = (x=x))i+(y=3,)j+(z—z,)k;

n - vadinamas normaliniu vektorium plokStumaip & MM L n.
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7 Yy

e

= (MM ,n)=a(x=x,)+b(y—y,) +c(z=2) =0,

ax+by+cz—ax,—by,—cz,=0.

pazymime

Tegu —ax,—by,—cz, = d,tuomet

ax+by+cz+d=0|.

Tai bendroji plokStumos lygtis koordinatinéj formoj.

(MM ,n)=0|.

Pastaroji lygtis vadinama bendraja plokStumos lygtimi vektorin¢je formoje.

2.1. Normaliné plok§tumos lygtis

EX

=i-cosa+ j-cosB+k-cosgp , ‘n‘:\/az+bz+c2 .

Tegu ;0=‘

Vektorius n, - vadinamas normuotu normaliniu vektorium (normaliniu ortu).

S |

Imame (O—M, ﬁo) -skaliaring sandauga, kuri lygi vektoriaus oM projekcijai { normalg no,

1o {cosa,cos f3,cos y}, oM {x,y,2}.

(O—M,;m):p=x-cosa+y~cos,6’+z-cos;/.
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I8 ¢ia gauname plokStumos p normaling lygti:

xcosa+ycosf+zcosy—p=0, (p>0)|.

Lygtys
ax+by+cz+d=0 ir

x-cosa+y-cosff+z-cosy—p=0
yra ekvivalencios, t.y. tie patys taskai tenkina abi lygtis (Siuo atveju plokStumos p taskai).
Kaip ir tiesés atveju bendraja plokStumos lygti suvesime i normaling lygti, daugindami i§

normuojancio daugiklio M. Tuomet

Ma=cosa, Mb=cosfi, Mc=cosy,

M?*(a*> +b” +c*)=cos’ a+cos’ f+cos’ y =1,

‘ -

M? = !

= M=+
, +
a’+b* +c?

N

Md =—-p <0 ir M Zenkla renkamés pagal d: kai d<0, tai pasirenkame M>0; kai d>0, tai M<0.

2.3. Plokstumos, einancios per tris duotus taskus, lygtis

Trys taskai pilnai apibrézia plokstuma. Tegu M (x, y,z) bet kuris plokStumos p taskas, o taskai
M,,M,, M, fiksuoti plokStumoje p.

T e e

ML (7, 2,)
Mz(xzs Vi, Z

M,(x,, y1, 2))

Tuomet misrioji sandauga

64



X=X Y-y Zz—z
MM ,MM, MM;)=\x,-x, y,-y, z,—z|=0.

Xs=X W=V Zz—Z

Tai ir yra ieSkomoji lygtis.

NAMU DARBAS

ISvesti aSing plokStumos p lygti: Ean % +Z=1.
a c

---------

2.4. Kampas tarp plokStumy

Tegu n,, n, -normaliniai vektoriai plok§tumoms p, ir p,. Kampas tarp plokStumy yra
lygus kampui ¢ tarp normalés vektoriy. Tegu

p: ax+by+cz+d =0, p,: ax+by+c,z+d,=0.
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(.m.)

; tegu n =(a,,b,c), n,=(a,,b,,c,).

cos@ = —

n,

n

a,a, +bb, +cc,

n

Tada cCosQ =

n,

Kada plokStumos yra lygiagrec¢ios? Kai plokStumy p, ir p, normaliniai vektoriai #n, ir n—2
kolineards, t.y

a, = Aa, 5
m=in, = {b=ab, = A=2=2_-5
a b ¢
¢ = Ac,

..od . y
Jeiir =L = 1, tai plok§tumos sutampa.
2

Kada plokStumos statmenos? Kai n, Ln, = (n,,n,)=0 < aa,+bb,+cc,=0.

NAMU DARBAS

ax+by+cz+d =0, o - - d
Duota: Koks lyg¢iy sistemos rangas, kai ny = An,, —-=1 ?
a,x+b,y+c,z+d,=0. d,
2.5. Tasko atstumas iki plok§tumos
Q(xoa Yos Zo)
Z A »

3(x(]:v Yo ZO)

J / iifa, bc}
;

.l"'-,_. ...-":
P(x1 s V1o Zl) P(x| > V1> 4y ) p

<%,
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Tegu plokStumos p lygtis ax+by +cz+d =0 ir tegu taSkas O(x,,,,z,) yra Salia plokStumos
p. Imkime bet kurj taska P(x,,y,,z,) plok§tumoje p ir iSveskime jame normalg ﬁ{a,b, c}

plokStumai p. h lygi @ projekcijai 1 normalés vektoriy 771, t.y.

n

PO
20}

h:‘prP—Q‘:‘P—Q‘-|cosa = |h=

, |cos a| =

Arba koordinatiniame pavidale:

(7o

I

_ |a(xo —X)+b(y, —»)+c(z _Z1)| _ ‘axo +by, +cz, _(axl +by +cz) )‘

h= = a . ,
d g

bet taskas P priklauso plokStumai p,ty. ax, +by, +cz,=-d ,

b |ax0+by0+czo+d|

taigi

"

Jei plokstuma uzduota normaline lygtimi, tuomet:

a b c
==c0sa; —=cosfl; ==cosp; =M
g z Z z

h:|x0 cosa+y,cos f+z, cosgo—p| .

ir

Cia —p=Md
§ 3. Tiesé erdvéje
3.1. Jvairios tiesés lygtys

Tiesg erdvéje pilnai apibrézia taSkas M (x,,y,,z,) 1ir pasirinkta kryptis s = (m,n,[): per taSka
M lygiagreciai vektoriui 5 iSveskime ties¢ T. Tegu M (x,y,z) - bet kuris tiesés T taskas.
Iveskime pazyméjimus:

L ZOM.: F=OM=r +5.

Cia t € R' vadinamas parametru; s - tiesés krypties vektorium, s =(m,n,l) lygiagretus tiesei 7T .
Tiesés T lygties vektorinis — parametrinis pavidalas:

T: ;:;0+t§,teRl.
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Tiesés T koordinatiné - parametriné lygtis:

X=X, +1tm,
T: y=y,t+in,
z=2z,+l.

.
’ -
. gy ! ==

0 A}] n, I}

Elinimave parametra t Siose lygtyse, gauna
kanoning lygti :

‘
\
A
v
\
\
Al
\
v
\
\
\
\
\
\
\
!
v
L

X=X Y=V _275%

=

m n / ZA
Cia |m|+|n|+|l|¢0 T

. X—X - zZ—z, .. . .
Pvz.: kai 0 oY _ 0 | tiesé eina

0 ! y

A J

lygiagreciai Oz aSiai per taSka M (x,,»,,0):

NAMU DARBAS

Kaip atrodys tiesé, kai /=0, 0 m,n#0? Nubrézti tiesés T eskiza.

Tegu turime kanoning tiesés lygti:

X=X _ Y=o _Z27%

m n /

Padalyje vardiklius i§ krypties vektoriaus s ilgio H =m’ +n* +1* , gauname:

X=X _ Y= _27%

cosa cosfl  cosgp

Ja vadinsime tiesés normaline lygtimi ( ¢ia «, £, ¢ - kampai tarp tiesés T ( arba krypties vektoriaus
s ) irasiy Ox,0y,0z atitinkamai ).

68



3.2. Bendroji tiesés lygtis

Bendroji tiesés lygtis erdveje apibréziama kaip dvieju plokStumy p, ir p, susikirtimo linija, t.y.

n, #An,,( n, ir n, nekolinearts).

D ax+by+cz+d =0,
P, |ax+by+c,z+d, =0.

a b ¢

Tuomet lygciu sistemos koeficienty matricos A4 =( j rangas r(A4) =2 ir sistema turi be

a, b, G

galo daug sprendiniy.

NAMU DARBAS

. |lax+by+cz+d =0,
Duota lyg¢iy sistema & { : WyTa :

p,: l|ax+by+c,z+d,=0.

Jos rangas r =r(A4)=r(A/B) =2. Kaip gauti kanoning tiesés lygti? Kaip aprasyti tiesés krypties

vektoriy s? T = p, N p, #0 (N-pjavis).
Paaiskinimas: tegu x, y - baziniai nezinomieji, z - laisvas nezinomasis. Fiksuojam bet kokia

reik§mg z =z, tuomet vienareikSmiskai surandame x,, y, tokius, kad taSkas M (x,,y,,z,)eT .
Kadangi n, nekolinearus n, , tai n,xn, =s #0 yratiesés T krypties vektorius,
i j k
s=la, b ¢]l.
a, b, ¢

Lieka { kanoning tiesés T lygti surasyti duomenis.

3.3. Atstumas nuo tasko iki tiesés erdvéje

Tegu taskas O(x,,¥,,z,) yra Salia tiesés T ir tegu P(x,,y,,z,) - bet kuris tiesés T taskas.

Tada h = ‘FQ‘-sina ,

'Q(xm y(l: ZU)

- |POx ¥
sina = , 190
PO||s ;
. T
_, |P%XS| z)) $tm,n,1}
S
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Taigi, norint rasti atstuma nuo tasko Q iki tiesés T, reikia surasti bent viena taska P, priklausanti

tiesei T.
3.4. Tiesés, einancios per du duotuosius taskus, lygtis

Duoti du tiesés taskai A(x,,y,,z) ir B(x,,,,z,). Reikia uzradyti tos tiesés lygti. Siuo atveju
tiesés krypties vektoriumi imame vektoriy, kurio koordinates randame taip:

ZE:573—5:4:(x217+y2]+22/€)—(x11?+y1j+zll_c.):(x2—xl)f+(y2—yl)j+(zz _Zl)]; .

Vadinasi, turime duotos tiesés krypties vektoriu 5 = (x, —X,, ¥, — ¥,,2, — 2,) . Zinodami taska
A(x,,,,2,), per kurj eina ties¢, ir tos tiesés krypties vektoriy, galime uzraSyti jos lygti, remdamiesi
kanonine lygtimi:

X=X _VY=h _ 275

Xo=X% V=W Z—Z

3.5. Kampas tarp tiesiy. Statmenumo ir lygiagretumo salygos

Duotos tiesiy 7, ir 7, kanoninés lygtys:

X=X% _Y=»h_z27% ir X=% _ Y= _275%

m, n I, m, n, l,

Kampu tarp Siy tiesiy vadinsime kampa ¢, kurj sudaro ty tiesiy kryp¢iy vektoriai s, =mi+n,j+/k

ir s, =m,i+n,j+.[k. Vadinasi kampo tarp ju kosinusas :

mm, +nn, +11,

|Sl|'|52|

Cia s, =m} +n] +17,s, =lm3 +n; +1; .

Jei tiesés statmenos, tai s, Ls, ir (s,,5,)=0,arba mm, +nn,+[l,=0.

cosp =

Jeitiesés 7, ir 7, lygiagreCios, vektoriai s, ir s, yra kolinearis ir ju koordinatinés

. m_n
proporcingos: —-=—=—.
m2 n2 Z2

3.6. Atstumas tarp dviejy prasilenkianciy tiesiy

Duotos dvi prasilenkiancios ( nesikerta ir nelygiagrecios ) tiesés 7, ir T,
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Reikia rasti trumpiausia atstuma h tarp Siy tiesiy. Jeigu tiesés prasilenkia (nesikerta ir néra
lygiagrecios), t.y. jos néra vienoje plokStumoje, tuomet vektoriai

MIMZ:(xz_xlayz_ylazz_zl)’ ;lz(mlanlall)’ g:(mbnzalz) nekomplanalﬁs.

Vektorius 7= LST,EJ yra statmenas abiem tieséms. Kadangi taSkas M (x,,y,,z,) yra pirmoje
ties¢je, o M,(x,,»,,z,)- antroje, tai vektoriaus M,M, projekcija i vektoriy nir yra misy ieSkomas

trumpiausias atstumas tarp dviejy tiesiy:

—_—

h =‘Pr’_1 MM, W”;)‘ _ (W’;1’§2)

i [l

Cia i8raikos skaityklyje vektoriy misri sandauga

Xo=X M=V Z,—%
m, n A

m, n, l,

nes vektoriai nekomplanarts; vardiklyje — vektoriné sandauga :

ik
[m,m]: m, n .
m, n, I

3.7. Tiesés ir plokStumos bendrieji taskai
Tegul duota tiesé, kurios kanoniné lygtis:
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X=X _ Y=o _Z27%

m n /

Ir plokStuma, kurios lygtis:

Ax+By+Cz+D=0.

Reikia rasti tiesés ir plokStumos bendruosius taskus.
Tam reikia spresti kartu tiesés ir plokStumos lygtis, kuriy neZinomieji yra x,y,z.

X=X VYTV _E75 _,

m n /

Tegul

Tada tiesés lygti galima uzrasSyti parametriniu pavidalu:

X=X, +mt,
Y=Y tnt, (1)
z=1z,+lt.

Gautas x,y,z reik§mes istatome i plokStumos lygti:

A(xy+mt)+B(y,+nt)+C(z,+1t)+ D=0,

(2
Axy+ By, +Czy+ D+1t(Am+ Bn+Cl)=0. )
Galimi trys atvejai:
1) Am+Bn+Cl#0,
tada £ — Axy+ By, +Cz,+D
Am+ Bn+Cl

istate ¢ reikSme 1 (1) lygtis, gausime tiesés ir plokS§tumos susikirtimo taska;

2) Am+Bn+Cl=0, o Ax,+By,+Cz,+ D #0;
tada (2) lygtis neturi sprendiniy, nes tiesé lygiagreti plokStumai (E 1 71) ;

Am+Bn+Cl =0,
DN )
Xy +By,+Cz,+ D=0,

tada tiesé yra plokStumoje, nes $i ties¢ lygiagreti plokStumai (E 1 171) ir eina per taSka
M (x,,¥,,2,) , kuris yra plokStumoje. Vadinasi, salygos (3) yra bitinos ir pakankamos, kad tiesé
bty nagrin¢jamoje plokStumoje.

3.8. Kampas tarp tiesés ir plokStumos

Kampas tarp tiesés ir plokStumos lygus kampui tarp tiesés ir jos projekcijos plokstumoje.
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Tegu tiesés T lygtis :

X=Xy _ Y=V _27%

m n /

3

o plokStuma p uzduota lygtimi:

Axy+By,+Cz,+D=0.

Tada vektoriaus s, lygiagretaus tiesei T , koordinatés s = (m,n,[) . Pasinaudojant skaliarinés

sandaugos savybemis, kampa ® tarp vektoriuy nir s galima paskaiciuoti taip:

Am+ Bn+ClI

cos® = .
A +B+C Nm* +n +1°

Kampas o tarp miisy nagrinéjamos tiesés ir plokStumos bus papildantis © iki %, o tada

T )
cos® = cos E—a =sinc .

Galutinai,

Am+ Bn+ClI

sing =+ .
A+ B +C Am> +n* + 1

Cia abu Zenklus imame d¢l to, kad tiesei galima suteikti bet kuria i§ dvieju kryp&iu.
Jei tiesé yra lygiagreti plokStumai, tai sina =0, ir tiesés bei plokStumos lygiagretumo salyga yra:
Am+Bn+Cl=0.

Jei ties¢ statmena plokStumai, tai vektoriai nir s lygiagretis ir ju koordinatés yra proporcingos:

A4_B_C
m n I
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§4. Antros eilés kreivés

Antros eilés kreivés — tai kreivés, kuriy lygtys yra antrojo laipsnio. Bendroji antrojo laipsnio
lygtis yra

Ax* +Bxy+Cy* + Dx+ Ey+F =0, )

kur bent vienas i$ kooficienty A,B,C nelygus 0 (jei A=B=C =0, lygtis pirmojo laipsnio ).

Imant skirtingas (1) lygties koeficienty reikSmes, gaunamos jvairiy antros eilés kreiviy lygtys.
Antros eilés kreivés vadinamos kiigio pjiiviais, nes jos gaunamos, plokstuma kertant (pjaunant)
sukimosi kiigi. Bet kuri antrojo laipsnio lygtis Dekarto koordinaciy sistemoje gali reiksti tik vieng i$
Siy kreiviy — apskritima, elipse, hiperbolg, parabolg.

4.1. Apskritimas

Apskritimas — tai geometriné vieta tasky, lygiai nutolusiy nuo vieno ir to paties tasko,
vadinamo apskritimo centru.

v A
Turime apskritima, kurio
centras yra taskas C(a,b), o spindulys lygus » (1 pav.). Ax.y)
Normaliné apskritimo lygtis:
(x—a) +(y—b) =r". >
o X
I pav.
Jei A(a,b) - bet kuris apskritimo taskas, tai |CA| =r arba |CA|2 =r’. (2)
Atstumas tarp dviejuy taSky A(x,y) ir C(a,b):
CA| = J(x—a)* +(y-b)* . 3)
IS (2) ir (3) formuliy gauname:
(x—a) +(y=-b)Y =r* . 4

Kiekvienas apskritimo taskas A4(x, y) tenkina (4) lygti. Lengva isitikinti, kad taskai, esantys
Salia apskritimo, (4) lygties netenkina.Taigi (4) lygtis yra apskritimo, turincio centra C(a,b) ir
spindulj 7, lygtis. Ji vadinama normaline apskritimo lygtimi.

Kai apskritimo centras yra koordinaciy pradzios taskas, gauname tokia apskritimo lygti:

X'+t =,
(4) lygtyje atskliaudg skliaustus ir pergrupave narius, gauname
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x> +y —2ax—2by+a’+b —r* =0.
Si lygtis yra atskiras (1) lygties atvejis, kai A=C=1, B=0, D=-2a, E=-2b, F=a’ +b>—1".
Vadinasi, apskritimas tikrai yra antros eilés kreivé.
Dabar isitikinsime, kad bendroji antrojo laipsnio lygtis

Ax* +Bxy+Cy* + Dx+ Ey+F =0

apibrézia apskritima, jei koeficientai prie koordinaciy kvadraty yra lyggs ir jei néra nario su
koordinaciy sandauga, t.y. jei A =C ir B = 0, tai

Ax* + Ay* +Dx+Ey+F =0 (5)
yra apskritimo lygtis.

Tuo tikslu visus (5) lygties narius padaliname i§ 4 (A4 #0):

, , D E F

X +y +—x+—y+—=0.
Y A Ay A
2 E2
Po to prie abiejy pusiy pridedame po ir —, o — perkeliame | deSine puse:
p Ju pusiy p p VE VE 1 p 1 Q pusg

., D DY (, E E\ D  E F
XAt | 4] YAt e
A4 44 A 447 ) a4’ 4L 4

Dabar kair¢je lygties puséje turime pilnus kvadratus:

D E\ D*+E’-44F
X+— [+ y+—|= > . (6)
24 24 44
Galimi 3 atvejai:
.o . 2 2 .« we . . o D E
1) atvejis. Jei D° + E- —4AF >0, tai $i lygtis sutampa su (4) lygtimi, imant a = Yk b= EVE
2 2
2D iA - aAr . Vadinasi, kai D* + E*-4AF >0, (5) lygtis apibrézia apskritima, kurio

D>+ E* —4AF

centras yra taskas —2 —£ o spindulys 1 us\/
y 4 24) p ys lyg Y

2)atvejis. Kai D> + E> —4A4F =0, (6) lygti galime rasyti Sitaip:
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DY EY
x+— | +|y+—| =0.
2A 24
C y D E) g . gy .. .
Ja tenkina tik vienas taskas (—Z, _ZJ . Siuo atveju (5) lygtis reiskia apskritima, kurio spindulys

lygus nuliui.

3) atvejis. Pagaliau, kai D>+ E* —4AF <0, (6) lygtis visiSkai neturi sprendiniy, nes, imdami bet
kokias x ir y reikSmes, kair¢je puséje gauname teigiama skaiciy (arba 0), kuris negali biiti lygus
neigiamam skaiciui, esan¢iam deSingje puséje. Siuo atveju sakome, kad (5) lygtis reiSkia menama

apskritima.

Norint rasti apskritimo centra ir spinduli, kai duota jo lygtis, reikia duotaja lygti pakeisti
normaline.

4.2.Elipsé

Elipsé — tai geometriné vieta tasky, kuriy kiekvieno atstumy nuo dviejy pastoviy tasky,
vadinamy elepsés Zidiniais, suma yra pastovus dydis.

Zidiniai yra zymimi raidémis 7, F,. Atstumai iki bet kurio elipses tagko Zymimi 7 (nuo F)) ir

r, (nuo F,) ir vadinami spinduliais vektoriais. Pastovi suma Zymima 2a:
n+r,=2a . (7)
Atstumas tarp Zidiniy F|, F, Zymimas 2c.

Jei ¢ =0, tai , =r, ir elipsé tampa apskritimu. Visada c<a.
Jeigu ¢ =a, taSkas A gali buti tik atkarpos FF, taSkas.

'
B>
Kanonin¢ elipsés lygtis: . Alx.y)
1
2
x2 y2 2
—2 + —2 = 1 N |
a b Fa(c,0) Az«
kur a* —-c*=b".
By

2 pav.

Elipsés lygties forma priklauso nuo to, kaip parenkama koordinaciy sistema. Lygtis yra
paprasciausia, jeigu x eina per taskus F, F, , o koordinaciy centras O yra atkarpos FF, vidurio
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taskas: F (—c,0), F,(c,0). Jeitasko A koordinatés yra x,y, tai

n=FA=y(x+c) +)", (8)
r=FA=\(x-c)+y". 9)

Istate (8)ir (9) 1 (7), gauname:

JE+e) +32 +(x—c) +3* =2a (10)

Panaikinsime radikalus. Tuo tikslu (10) padauginsime i§ jungtinés iSraiskos:

S o CI NN R 61

1

2 2 2 2 2 2

X +2xc+c +y —x"+2xc—c — —

( Y Y ) 2a 2a

Sudéjus (10) ir (11) lygtis, licka tik viena Saknis:

a+£x=\/(x+c)2+y2 ) (12)
a

Pakélg abi lygybés (12) puses kvadratu, gauname:

2
c
a’ Jr20x+—2x2 =x"+2xc+c*+)°
a
arba

2
Pazyméje a® —c* =b*> ( a> —c* >0, nes a>c), gauname ?xz +y* =b, o padalyje i§ b, turime

2
X
?#;—2:1. (13)

Si lygtis vadinama kanonine elepsés lygtimi.
Lygybe (12) galime uzrasyti ir taip:

c c
n=a+—x=a+ex, 1n=a—-—X=a—&X
a a

Cia ¢ =— - elipsés ekscentricitetas. Kadangi ¢ < a, tai elipsés atveju ¢ <1. Lengva isitikinti, kad
a

elipsé su dideliu ekscentricitetu yra labiau iStgsta, negu su mazu ekscentricitetu.
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Elipsés forma.

(13) lygties kairéje puseje yra dviejuy dydziy kvadraty suma. Jei taskas M (x, y) tenkina $ig lygti,
tai ir taSkai M, (-x,y), M,(-x,-y), M,(x,—y), taip pat tenkina lygtj. Taigi koordinaciy pradzios
taSkas O yra elipsés simetrijos centras, o koordinaciy aSys - simitrijos aSys. Tiesés A A, =2a ir
BB, = 2b vadinamos pagrindinémis asimis, be to, 40 = OA4, =air BO =O0B, =b; ¢ia a- didzioji
pusasé, b - mazoji pusasé. Pagrindiniy asiy sankirtos su elipse taskus vadinsime elepsés virsinémis.
Atkarpa FF, =2c¢ vadinama elipsés Zidiniy nuotoliu. Jei ¢ =0, Zidiniai sutampa (7, =7, ) ir elipsé
virsta apskritimu. I§ (13) lygties matyti, kad:

2
<1, arba x* < a’, taigi |x|£a ir-a<x<a;

|><M QN|><

2. =<1, arba x* <b*, taigi |x|£bir ~b<x<bh.

2

oy

Elipsés breZimas.

Norint tiksliai nubrézti elipsg, reikia paimti 2a ilgio siiila, jo galus pritvirtinti taSkuose F| ir

F,, itempti pieStuko smaigaliu ir leisti pieStukui judéti taip, kad siiilas visa laika blity jtemptas.

4.1. Hiperbolé

Hiperbolé — tai geometriné vieta tasky, kuriy kiekvieno atstumy nuo dviejy pastoviy tasky,
vadinamy hiperbolés Zidiniais, skirtumas yra pastovus (absoliuciuoju didumu).

Pastovis taskai — Zidiniai yra Zymimi raidémis F;, F,. Atstumas tarp zidiniy Zymimas 2c, t.y.
atkarpa FF, =2c. Pastovy skirtuma zymime 2a, be to, c>a.

Bet kurio kreivés taSko A(x,y) atstumus nuo Zidiniy F; ir F, paZyméje |FIA| =7,

F2A|:rza

pagal apibrézimg gauname 7 —r, =1+2a.

A(x.y)

r
rz

F1 bl F2

3 pav.
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Kaip ir elipsés atveju, koordinaciy pradzios taSku parenkame atkarpos F,F, vidurio taska, o x asimi
— tiesg, einancia per taSkus £, ir F, ir nukreipta i§ F, { F,, y aSimi — tiesg, einancia per O ir
statmeng x aSiai.

Hiperbolés kanoniné
2 2

lygtis:x—z—y— =1
a

bZ

Tokioje koordina¢iy sistemoje (14) lygybé yra \/ (x+c)’ +y° — \/ (x—c)’+y* =+2a

Panaiking radikalus, gausime

Kadangi ¢ > a, tai galime pazyméti ¢> —a’ = b, ir uzrasyti hiperbolés kanonine lygtj:

2

2
X
—2—Z—2=1. (15)

Q

Hiperbolés forma.

Kaip ir elipsés atveju, koordinaciy pradzios taskas O yra hiperbolés simetrijos centras, o
koordinaciy aSys — hiperbolés simetrijos asys. Abscisiy asis x kerta hiperbolg dviejuose taSkuose,
kurie vadinami hiperbolés virsinémis. Ordinaciy aSies hiperbolé nekerta, todél i asis vadinama

D e . c . .
menamaja aSimi. Santykis — vadinamas ekscentricitetu.
a

Kadangi ¢ > a, tai hiperbolés atveju ¢ > 1. Koordinaciy aSys yra hiperbolés simetrijos asys, tad
uztenka rasti jos pavidala viename koordinaciy ketvirtyje, pvz., pirmajame. (15) lygti uzraSysime
taip:

y:é\/xz—a2 . (16)

a

Kai x=a,tai y=0. Tai yra minimali y reikSmé. Did¢jant X, neribotai didéja y ir tada (16)
lygybe galima suprastinti:

<

I
I
=

a7)

Tai tiesés, vadinamos hiperbolés asimptote, lygtis. Didéjant x, hiperbolés (16) ir jos asimptotés
(17) tasky skirtumas artéja prie nulio:
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2 2

lim(x—x/xz—az):lim a N —

2 2 2 B
X—>0 X~>oox+’\/x —a w.'_w

Hiperbolés brézimas.

Hiperbolg (15) braizome taip: pazymime virsiiniy taskus (0,a) ir (0,—a), nubréziame
asimptotes, t.y. tieses, einancias per koordinaciy pradzios tasSka (0,0) ir taSkus (a,b), (a,-b),
bréziame kreives, einancias per atitinkamas virStnes ir, didéjant x koordinatei, artéjancias prie
asimptociy.

4.4.Parabolé

Parabolé - tai geometriné vieta tasky, kuriy atstumai nuo pastovaus tasko, vadinamo parabolés
Zidiniu, ir pastovios tiesés yra lygus.

Pastovus taskas — zZidinys yra Zymimas F. Pastovi ties¢ vadinama parabolés direktrise. Parabolés
tasko atstumas zymimas r ir vadinamas spinduliu- vektoriumi, o atstumas nuo direktrisés — d.

Santykis g = ¢ vadinamas

ekscentricitetu. D , A /
d
K M(x.y)
r

E fo) p/2 _

Parabolés kanoniné lygtis: p/2 F(p/2,0)
2 A\ J
y =2px.
4 pav.

Parabolés zidinio atstuma nuo direktrisés Zymime p, vadiname parabolés parametru ir laikome
teigiamu. Parinksime koordinaciy sistema. Tegul koordinaiy pradzios taskas yra i$ zidinio F {
direktrisg nuleisto statmens vidurio taskas O, x aSis — tiese, einanti per taSkus O ir F ir nukreipta i§ O

i F, y asis statmena x agiai. Zidinio koordinatés F (g, 0), direktriseés lygtis x = “P  Tada bet kurio

parabolés tasko spindulio vektoriaus ilgi galima uzrasyti

2
r= (ﬁ—xj +y° —x+ L.
2 2

nes pagal parabolés apibrézima r=d, o0 d =x +§ . Panaiking radikalus, gausime kanoning

parabolés lygti: Y =2px. (18)
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Parabolés forma.

Abscisiy asis x yra parabolés simetrijos asis, nes kreivés lygti tenkina simetriSkuy jos atzvilgiu
taSkuy A(x,,y,) ir 4,(x,,—y,) koordinatés. Ji vadinama pagrindine parabolés asimi. Parabolés
vir§ing, t.y. taSkas, kuriame ji kerta pagrinding asj, yra koordinaciy pradzios taSkas O(0,0) .
Simetrijos centro parabolé neturi. Kai x didéja, neribotai didéja ir koordinaté y, todél parabolés Sakos
tolsta | begalybe.

Parabolés brézimas.

Bet kuris parabolés taskas gali buti randamas, kai Zinomas parabolés zidinys ir direktrisé. Sujungg
tiese bet kuri direktrisés taska A su zidiniu F, 1§ jo bréziame statmenj direktrisei. Bréziame kita
statmen] tiesés atkarpai AF 1§ jos vidurio tasko C iki susikirtimo taske B su pirmuoju statmeniu
(5pav.). Kadangi AABC = ACFB (status trikampiai turi po du lygius
statmenis), tai AB=d, FB=r ir r =d . Vadinasi, taskas B yra parabolés taskas.

v A

A

J pav.

§ 5. Antros eilés pavirSiai

Plokstuma apibréziama pirmojo laipsnio lygtimi. Todé¢l plokstuma kartais vadinama pirmos
eilés pavirsiumi.

Antros eilés pavirsiai — tai pavirsiai, kurie apibréziami anrojo laipsnio lygtimi
Ax* + By’ +Cz* + Dxy + Exz+ Fyz+Gx+ Hy+ Kz + L =0, 19)

kur bent vienas i$ kooficienty A,B,C nelygus 0.
Antros eilés pavirSiai: sfera, elepsoidas, heperboloidas, paraboloidas.

5.1.Sfera
Sfera (rutulio pavirsius) — tai pavirSius, kurio kiekvienas taskas vienodu atstumu nutolgs

nuo vieno ir to paties taSko, vadinamo sferos centru.
Turime sfera, kurios centras yra taskas C(x,, y,,z,) , o spindulys lygus R (6 pav.):
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Sferos lygtis:
(x_xo)2 +(y_y0)2 +(Z_Zo)2 =R’

Jei A(x,y,z) - bet kuris sferos taskas, tai
|CA|=R arba |C4[ = R? (20)

Atstumas tarp dviejy taSkuy A(x, y,z) ir C(x,,y,,z,):

CA| = J(x=x,)" + (=3, +(z-2,)’ (21)

IS (20)ir (21) formuliy gauname:
(x_x0)2+(y_yo)2+(z_zo)2 =R’ (22)

Kiekvienas sferos taskas A(x, y,z) tenkina (22) lygti, taigi (22) lygtis yra sferos, turincios
centra C(x,,Y,,2,) ir spinduli R, lygtis.

Lengva isitikinti, kad (22) lygtis yra (19) lygties atskiras atvejis. (22) lygtyje atskliaude
skliaustus ir pergrupave narius, gauname

X+ 4z = 2xx—2y,y -2z, 2+ X, + e +z; —R* =0

Si lygtis gaunama i§ (19) lygties, kai A=B=C=1, D=E=F=0, G=-2x,, H=-2y,,

K =-2z,, L=x, +y, +z; — R*. Vadinasi, sfera tikrai yra antros eilés pavirsius.

Galima jrodyti ir atvirkstinj teigini: jei (19) lygtyje A=B=C#0, D=E=F =0, tai i lygtis
yra kokios nors sferos lygtis.

5.2. Elipsoidas
Elipsoidas — tai pavirSius, gautas sukant elips¢ apie viena i$ pagrindiniy jos aSiy. Kanoniné

elipsés lygtis plokstumoje yra
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2 2
o, (23)

2

N
S

kur a’>—c* =b".
Esant tokiam lygties pavidalui, elipsés (23) asis b sutampa su koordinaciy y asimi, o ¢ —su z
aSimi. Sukimosi pavirSiaus, gauto sukant $ia elips¢ apie Oz asi (7 pav.), lygti galima uzrasyti taip:
x2 + y2 ZZ 2 2 2

X y z
bz +c—2=1 arba b—2+b—2+c—2:1. (24)

Sukant apie Oy asi, lygtis tampa tokia:

2 2 2 2 2
y X +z X y z
b2+ cz =1 arba c—2+?+c—2:1. (25)

Kiekvieno (24) lygties taSko koordinates (X,y,z) pakeitus (X,Y,Z), kai x = éX v=Y,z=7, (24)
a

lygti galima uZzraSyti

xX* vy 7
—t—+—=—=1. 26
a b (26)

Geometriskai tokia deformacija reiksty besisukancio tasko papildoma judéjima lygiagreciai su
Ox asimi. Jeigu a > b, vyksta tempimo deformacija, jeigu b > a - gniuzdimo( suspaudimo)
deformacija.

Pavir$ius, aprasytas (26) lygtimi, vadinamas triaSiu elipsoidu.

5.3. Hiperboloidas

Hiperbolés, nubréztos yOz plokStumoje, lygtis:
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2 2
X
?—i—zﬂ. (27)

Sukant §ia kreive apie Oz asj, gaunamas pavir$ius, vadinamas vienaSakiu sukimosi hiperboloidu.
Jo formulé:
2 2
X +y oz Xy oz
P e 9

Atlikus deformacija, analogiska elipsoido atvejui, t.y. pakeitus x = QX , v=Y, z=7,18 (28)
a

lygties gauname (28) vienaSakio hiperboloido (8 pav.) lygtj:

—+—+—=1. (29)

8 pav.

Kertant §i pavirsiy plokStumomis, lygiagreciomis xOy plokStumai, gaunama elipsé
(vienasakio sukimosi hiperboloido atveju - apskritimas).

Sukant hiperbolg apie realigja asi Ox, gaunamas sukimosi pavirsius, vadinamas dvisakiu
hiperboloidu. (9 pav.).

9 pav.
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Jo lygtis gaunama i§ (27), pakeitus

2 2, 2
R
Tada dviSakio hiperboloido lygtis:
x_2 - y_2 - 2—2 =1 (30)
2 c2 C2

5.4. Parabolaidas

Sukimosi parabolaidas — tai pavir$ius, gaunamas sukant parabole y*> =2pz, x =0 apie Oz

asi (10 pav.).
A

B J

o ¥
X
Sukimosi paraboloido lygtis: x'+y’=2pz €2))
Deformave sukimosi paraboloida, t.y. jo taskus (x,y,z) pakeite (X,Y,Z), ¢ia x=X, y= Py ,
q

z=Z7 (pir q yra vienodo Zenklo dydziai), gausime pavirsiy

S A % (32)

vadinama elipsiniu paraboloidu:
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Kertant §j pavirSiy plok§tumomis Y =/ ar X =h, gaunamos parabolés.

Kertant elipsinj paraboloida plok§tuma Z = &, pjuvio plokStumoje gaunama elipse.

Kertant sukimosi paraboloida ploks§tuma, lygiagrecia su xOy plokS§tuma (z = /), gaunamas
apskritimas.

Elipsinio paraboloido (32) lygtyje pakeitus Zenkla, gaunama lygtis pavirSiaus, vadinamo
hiperboliniu paraboloidu:

2

—y—=2z, ¢ia pir g vienodo Zenklo (p > 0,4 >0).
q

2
*
p

54

0

o ey
2 il
k’“%{&gﬁf
-R}bn_‘\j‘-_h_m

Kertant hiperbolinj paraboloida plokStuma, lygiagrecia xOy plokStumai (z = /), gauname
hiperbole.
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Egzamino klausimai

Tiesiniy lygc€iu sistemos. Gauso metodas.

Teorema ( alternatyva apie tiesiniy LS sprendinius ).

Tiesiniy lygciy sistemos ir matricos. Veiksmai su matricomis.
Matricy komutatyvumas.

Kramerio formulés antros eilés LS.

Detreminantai ir jy savybes.

Trecios eilés determinantai.

Matricos minorai ir adjunktai.

Determinanto skleidinys eilute ( stulpeliu ).

Kramerio formulés trecios eilés LS.

. AukStesnés eilés determinantai.
. Atvirkstiné matrica.
. Tiesiniy LS sprendimas atvirkstinés matricos metodu.

Teorema ( apie atvirkSting matrica ).

. Teorema ( apie kvadratiniy matricy sary$i su tiesinémis LS ).

Atvirk$tinés matricos skai¢iavimas Gauso metodu.

. Matricos rangas.

. Matricos eiluciy ( stulpeliy ) tiesiné nepriklausomybé.
. Bazinio minoro teorema.

. Bazinés lygtys, baziniai neZinomieji.

. Kronekerio — Kapeli teorema.

. Tiesinés erdves.

. Tiesinés erdves baze.

. Standartiné vektorinés erdvés bazeé.

. Teorema ( vektorinés bazés kriterijus ).

. Bet kokio vektoriaus reiskimas baziniy vektoriy tiesiniu dariniu.
. Vektorinés bazés transformacija.

. Atkarpos dalijimas duotuoju santykiu.

Dvieju vektoriy skaliariné sandauga ir savybés.

. Dvieju vektoriy vektoriné sandauga ir savybés.

. Skaliarinés sandaugos taikymai geometrijoje ir mechanikoje.
. Vektorinés sandaugos taikymai geometrijoje ir mechanikoje.
. MisSrioji trijuy vektoriy sandauga ir savybés.

MiSriosios sandaugos geometring interpretacija.

. Kanoniné tiesés lygtis plokStumoje.

. Bendroji tiesés lygtis plokstumoje.

. Tasko atstumas iki tiesés plokstumoje.

. Kampas tarp tiesy ( plokStumoje ir erdvéje ).

Bendroji plokstumos lygtis.

. Normaliné plokStumos lygtis.

. Plokstumos, einancios per tris duotus taskus, lygtis.
. ASine plokstumos lygtis.

. Kampas tarp plokStumu.

. Tasko atstumas iki plokStumos.

. Tiesés erdvéje vektoriné — parametriné lygtis.

. Kanonin¢ ir normaliné tiesés lygtys erdvéje.

. Tasko atstumas iki tiesés erdvéje.
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48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.

Bendroji tiesés lygtis erdvéje.

Tiesés, einancios per du duotus taskus, lygtis ( plokStumoje ir erdvéje ).

Atstumas tarp dviejy prasilenkianciy tiesiuy.

Tiesés ir plok§tumos bendrieji taskai.
Kampas tarp tiesés ir plok§tumos.
Apskritimas.

Elipsé.

Hiperbolé.

Parabolé.

Sfera.

Elipsoidas.

Hiperboloidas.

Paraboloidas.
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