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1 Jvadas

Sis metodinis darbas skirtas susipaZzinimui su MS EXCEL statistiniy funkcijy
panaudojimu atliekant paprasciausig statisting analize.

Statistika (lot. status — buklé ) reiSkia: 1) kiekybine masiniy reiskiniy apskaita;

2) moksla, kuris tiria kiekybinius poky¢ius visuomengs ir iikio vystymesi ir apdoroja ty
tyrimy duomenis mokslo ir praktikos tikslams.

Jei reiskinius, stebimus jvairiose mokslo srityse (fizikoje, chemijoje , biologijoje,
medicinoje) ar visuomenés gyvenime, vertinsime kaip tam tikrus eksperimentus, tai
pastebésime kad jy rezultatus lemia daugybé atsitiktiniy faktoriy, todé¢l eksperimento
rezultatas paprastai yra atsitiktinis dydis arba jvykis. Tyréjo uzdavinys — uz atsitiktiniy
svyravimy pamatyti priezastinio faktoriaus veikimg ir surasti désningumus.

Tikimybiy teorijoje jvedama eilé svarbiy sgvoky atsititiniy jvykiy ir atsitiktiniy
dydziy apibudinimui: tikimybés, pasiskirstymo funkcijos, teorinio vidurkio, dispersijos,
koreliacijos koeficiento, regresijos lygties ir kt. Praktikoje teorinius modelius
konkrecioms tikimybinéms situacijoms galime priskirti tik remdamiesi eksperimentiniais
duomenimis.

Matematings statistikos turinj sudaro statistiniy eksperimenty planavimas, statistiniy
duomeny grupavimas ir jy analizé. Cia taikomi tyrimo metodai gali biiti bendri

analizuojant jvairiy mokslo sri¢iy ir visuomeniniy reiskiniy désningumus.



2 Generaliné aibé ir imtis

Dazniausisi tenka spresti tokius uzdavinius: parenkama tiriamoji aibé, kurios
objektai (elementai) turi vieng ar keletg tyréja dominanciy pozymiy. Pavyzdziui,
sociologa domina kandidaty j prezidento posta reitingai. Cia tiriamoji aibé — visi
potencialiis rinké&jai; tyréja dominantis pozymis — nuomoné apie vieng ar kitg kandidata.
Energetikai planuoja pajamas, surenkamas i§ daugiabuciy namy gyventojy uz
komunalines paslaugas. Tiriamoji aibé — daugiabuciy gyventojai, tiriamas pozZymis —
gyventojy, laiku sumokanc¢iy komunalinius mokes¢ius, skaicius. Tiriamoji aibé - Visi
gamyklos vieno tipo gaminiai; poZymis — gaminio atitikimas standarty reikalavimams,
t.y., gaminio kokybé.

Statistiniy tyrimy nagrinéjamy objekty aibé vadinama generaline aibe
(populiacija ).

Pilniausius tyrimo duomenis gautume, jei galétume iStirti visus generalinés aibés
elementus. Praktikoje dazniausisi tai padaryti nejmanoma ( objekty labai daug; tyrimas
susijes su didziulémis 18y ar laiko sgnaudomis, su tiriamojo objekto sunaikinimu ir kt.).
Todél dazniausiai tiriama tik aibés dalis, o apie visy aibés elementy savybes
sprendZiama i$ Sios dalies savybiy.

Generalinés aibés tiriamy objekty dalj vadiname imtimi. Imties elementy skaiciy
vadiname imties tiriu. Imties elementy tiriamo pozymio reikSmes vadiname
duomenimis.

Vienas i§ svarbiausiy reikalavimy — imtis turi bati reprezentatyvi, t.y., ji turi
teisingai atspindéti tiriamo pozymio galimy reikSmiy proporcijas generalingje aibéje.
Biitent reprezentatyvumas lemia, ar iStyrus imtj galime daryti patikimas iSvadas apie visg
generaline aibe. Si salyga yra i$pildyta, jei imtis sudaroma atsitiktiniu biidu, t.y., jei
kiekvienas generalinés aibés elementas su vienoda tikimybe gali patekti | imtj.
Reprezentatyvumas priklauso ir nuo imties dydzio..

Matematinés statistikos metodais nagringjant imties elementy tiriamojo pozymio X
reiksmiy sekq, sudaromas empyrinis (statistinis, imties) tiriamojo pozymio

pasiskirstymas, apskai¢iuojamos empyrinio pasiskirstymo skaitinés charakteristikos. Dél



imties atsitiktinumo Sios charakteristikos yra atsitiktiniai dydziai, tuo besiskiriantys nuo
tikryjy generalinés aibés pasiskirstymo skaitiniy charakteristiky.

Pagrindiniai matematinés statistikos uzdaviniai yra:
1) statistiniy duomeny grupavimas;
2) nezinomy teorinio pasiskirstymo parametry taskiniy ir intervaliniy jver¢iy radimas;
3) hipoteziy apie teorinj pasiskirstymg ir jo parametrus tikrinimas;
4) regresiné ir koreliaciné analizé, leidzianti tirti priklausomybeés tarp atsitiktiniy dydziy

pobidj ir stipruma.



3 Duomeny grupavimas

| vienos generalinés aibés elementy pozymio X n steb&jimy rezultatus galime
zitiréti kaip j n nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy dydziy arba kaip |
vieno atsitiktinio dydzio X n nepriklausomy reikSmiy ir jas nagrinéti jy pasirodymo
tvarka, pagal jy didumg arba atsitiktine tvarka. Steb¢jimy rezultatai X1, X2, X3, ..., Xi,
Xi+1, ... , Xn paprastai taip pat vadinami imtimi.

Tarkime, kad tiriant generalinés aibés pozymj X, gauta imtis
X1, X2, X3, .oy Xiy Xi+1y ooy Xn .

Kai kurios stebétos reik§més gali buiti vienodos, tarkime X1 pasikartoja ny karta, X2, - nz

karty, ..., Xk - Nk karty, ¢ia

nn+n2+..+n=n.

iy- . e . L. . n ..
Skaicius N1, N2, ..., Nk vadiname reikSmiy Xi daZniais, 0 santykius vi =— (i =1, 2,..., k)
n

- santykiniais dazniais

ReikSmes X1, X2, X3, ..., Xk 1Sdéstome didéjimo tvarka ir sudarome lentele
X X1 X2 C Xk
Ni ni n2 e Nk

Sia lentele vadiname variacine eilute. Galime sudaryti lentele, kurios pirmojoje eilutéje

yra imties Xi1, Xz, X3, ..., Xk reik§meés o antrojoje — Siy reikSmiy santykiniai dazniai
n n n
Vl__11 v2__2’ ’vk__k
n n n
X X1 X2 e Xk
n. n n n
Vi:_' V1:_1 V2:_2 Vk:_k
n n n n




éia

vi+w+ .o +w=1

Gausime pozymio X empirinj skirstinj, arba statisting eilute.

Esant tolydiems dydziams arba dideléms imtims, variacingje eilutéje vietoj
varianty X1, X2, X3, ..., Xk raSomi intervalai. Jei visos poZymio X stebétos reikSmés
patenka j intervalg [ a; b ], ¢ia a yra maziausia imties reikSmé, o b didziausia imties

reik§me, tai §j intervalg taskais a =ao ¢ a1« a2 ¢ ... ¢ ak1 < ak= b padaliname j k
lygiy daliy. Dalijimo intervalo ilgis h = % (kad Zzingsnis biity patogesnis skaicius,

kartais reikSmg a truputj sumazinam, o reiksme b — padidinam).
Tarkime, nj yra skaicius imties reikSmiy, priklausanéiy intervalui [ai1; &), =1, 2,...,

k. Sudarome intervaling statisting eilute .

Santykiniai
Intervalai | Dazniai ni | dazniai vil h
vi=ni/ln
[a0; a1) | m v vil h
[ai;@2) | m V2 v2 ! h
[aki;ak] | nk VK w /! h
> n 1 1/ h

Pastaba. Paprastai sudaromi 5 — 6, iki 10 intervaly. Didesnj intervaly skai¢iy imti
netikslinga, nes labai padidéja tyrimo sgnaudos, o gaunamos informacijos patikimumas
padidéja nezymiai.

Empirinj skirstinj grafiSkai galime pavaizduoti daugiakampiu. Abscisy aSyje
atidedame X reikSmes X1, X2, X3, ..., Xk, o ordinaciy aSyje — atitinkamas santykiniy
dazniy reikSmes vi, v2, v3,..., w. Sujunge gautus plokStumos tasSkus atkarpomis,

turésime empirinio skirstinio santykiniy dazniy daugiakampj.



Norédami grafiskai pavaizduoti intervaling statisting eilute, abscisy aSyje atidedame
kiekvieno intervalo vidurio taSkus, o ordinaciy aSyje - daznius n; arba santykinius
daznius vi, 1=1,2, ...,k Gautus plok§tumos taskus sujungiame lauztine linija.
Dazniausiai intervalinés eilutés vaizduojamos histogramomis. Histograma sudaroma i$
staCiakampiy, kuriy pagrindai — intervalai [ai1;ai), i=1,2, ...,k oaukstinés- n;
arba vi /'h, i=1,2, ...,k Pirmuoju atveju gaunama dazniy histograma (visas jos
ribojamas plotas lygus n), antruoju — santykiniy dazniy histograma (visas jos ribojamas
plotas lygus 1). Santykiniy dazniy histograma yra tolydaus atsitiktinio dydzio tankio
funkcijos grafiko statistinis analogas.

1 pavyzdys. Atsitiktinio dydzio X imties reik§més Xi, ty reikSmiy dazniai nj ir

C e e e n . ..
santykiniai dazniai vi =—- duoti lenteléje:
n

Xi 5 8 13 20 25

ni 4 5 9 3 5

vi 1015|019 | 035 | 0,12 | 0,19

0,4
0,35 1
0,3 1
0,25 1
0,2
0,15 4
0,11
0,05 4

O T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

1 pav.

Sj grafika galime gauti naudodami MS EXCEL. Lenteléje jvedame statistinés eilutés

duomenis, t. y. imties reikSmes ir santykinius daznius. Tada lentelés virSuje esancioje



simboliy eilutéje paspaude simboliu E pazymétg “klavisg”, iskvieCiame langg
Chart Wizard , pasirenkame nuorodas, kurios pav.2 pazymétos ir paspaudziame

klavisg Finish.

Fd Microsoft Excel - Book1

@ File: Edit Wiew Inserk Format  Toals Data Window Help

DEHom SRY| & Ba-F o - @ - 25 S o - 3.
arial 10 - B F U EE=E=EE %, W EE DA -
B4 - A xi
A |8 | e | o | B [ F | &6 [ H | [T

1

2 7l x|
3
| pvr i Standard Types I Custom Types I

=1 Chart type: Chart sub-type:

B & 0,15 lpd Coluran - - -

i a8 o129 == Ear .

8 13 0,35 |t Line . " o=,

=] 20 012 2 Pie

10 25 019 B
| 11 | Ity ~rea X:Z/ >Q/
i @ Doughnut
| 13 | iy Radar ——

14 (@ Surface

15 ®: Bubble %

16 l5ai Stock

17

18 catter with data points connecked by

19 ines,

20
—g; Press and Hold to ¥iew Sample I
23

24 @I Cancel I = Back I Mext = I Einish I
25

26

2 pav.

2 pavyzdys. Atsitiktinio dydzio X imties reikSmés Xi duotos lenteléje:

23 50 3,7 40 1,70 2,7 45 35 180 2.2
31 36 24 20 25 18 3,7 1,7 24 27
29 44 27 10 09 23 38 37 14 17
38 22 37 44 32 15 25 00 29 01
31 1,7 19 36 04 46 41 44 50 33

Kadangi imties tiiris didelis (50 reikSmiy), tai sudarysime intervaling statisting
eilute. Imties plotis yra 5,0 — 0,0 =5. Visg imties plotj padalinsime i 5 intervalus, kuriy
ilgiai h=1.

) Dazniai | SantykKiniai
Intervalai . vil h
N dazniai




vi=niln
[0;1) 5 0,10 0,10
[1;2) 10 0,20 0,20
[2;3) 13. 0,26 0,26
[3;4) 14 0,28 0,28
[ 4; 5] 8 0,16 0,16
Sumos 50 1,00 1,00

Zemiau patalpinta $ios intervalinés eilutés dazniy histograma (3 pav.).

Dazniy histograma
16 -
14
12 -
X101
@
c 8-
N
8 6-
4 4
2 4
0 i
0 1 2 3 4 5
3 pav.

Sig diagramga galime gauti grafinés funkcijos ~Chart Wizard pagalba ,jdu
EXCEL lentelés stulpelius jvede intervaly desiniyjy galy ir dazniy (arba santykiniy
dazniy) stulpelius ir juos pazyméje (uztamsing), po to iSkviestame Chart Wizard
lange pasirinke diagramos tipa, kurj matome 5 paveikslélyje.

Turédami 4 paveikslélyje matoma diagrama, jos stulpelius galime suglaudinti

10



aktyvave Series [IRows. Tokiu biidu gausime 3 paveikslélyje matoma histograma.

ni
16
14
12
10
8
6
4
il
0 . . . . |
1 2 3 4 5
4 pav.

Fd Microsoft Excel - Book1

E@ File Edit Wiew Insert Formak  Tools Data  window  Help

DEEHSm|aRY | sBR-I| v-o-|@ -85 100% - {2
" arial -0 - B 7 UES=E= WA e SRR
A2 - 3
A |8 | ¢ [ b | E [ F | 6 [ H | 1 |
Chart Wizard - Step 1 of 4 - Chart Type ﬂﬂ

Standard Tvpes | Custaom Types I

Chart sub-type:

- A (Soatter)
‘ Area

i@ Doughrut
iy Radar

e Surface T @

@ Bubble

|t Stock LI
5 pav.

[n3]

11



Intervalinés eilutés poligong gausime lauztine linija sujunge taskus, kuriy abscisés

yra intervaly vidurio taskai, o ordinatés — ty intervaly reikSmiy dazniai (6 pav.).

14 -
12 -
10 -

o N »~ O ©
1

6 pav.

Analogiskai galime gauti santykiniy dazniy histogramg ir poligona ( 6 pav.)

12



4 Imties skaitinés charakteristikos

4.1 Imties vidurkis

Pozymio X empiriniu vidurkiu X vadiname skai¢iy

g=1
n

> x, )

arba

X :% Zk:xini. (2)

Pavyzdys.Tarkime, turime imtj 1; 3; 5; 11; 4; 2; 7; 6; 9. Empirinj vidurkj

apskaiciuojame pagal formulg (A):

n=29, in =1+3+5+11+4+2+7+6+9=48.
i=1
x=1 vy =1 g=53
n o 9

Pavyzdys. Pozymio X variaciné eiluté tokia:

Xi |1
ni |2

w
I
Ul
~
©

PN
N
w
=
N

Empirinj vidurkj apskai¢iuojame pagal formule (2):
Kk
n=>n =2+1+2+3+1+4=13;

i=1

x=1
n

K
Z:xini = i(1.2 +31+42+53+7.1+84)= 57 . 5,15.
=) 13 13

13



4.2 Imties vidurkio radimas naudojant MS Excel

Vidurkio radimo biidg pailiustruosime pavyzdziu. Tarkime, turime imtj 1; 3; 5;
11; 4;2; 7; 6; 9. Sios imties reik§mes Excel lenteléje patalpiname j kurio nors stulpelio
(eilutés) langelius, suformuodami skaiciy masyva, pvz., A1:A9, ir pazymime langelj

(miisy pavyzdyje B10), kuriame norime gauti ieSkomgajj rezultata.

Lentelés virSuje esancioje simboliy eilutéje paspaude simboliu ’E pazyméta

“klavisg”, iSkvieCiame langg Paste Function (7 pav.):

F3 Microsoft Excel - Book1

@ File Edit Wiew Insert Format Tools Data ‘Window Help

JDWE|§@LW é%E|ﬂ-%zmal|gwo%-@’:]m. B;|_.@,
avERAGE | ¥| X ==
A | B [ ¢ | o | E | F | 6 [ H [ 1 [

1 1
L 3 Paste Function K Ed
3 )
T 1 Function categary: Function narne:
| 5 | 4 Most Recently Used
= al
| 6| 2 Financial
| 7| 7 Date & Time

g [ Math & Tri
i 4 Lookup & Reference
ﬂl |: ‘l Database

11 Texk
1= | Logical
% Infarmation
W AYERAGE{number1;numberz;...)
E Returns the average {arithmetic mean) of its arguments, which can be
ﬁ numbers or names, arrays, of references that contain numbers,
17
B o4 I Cancel

19

T

7 pav.

Kair¢je lango dalyje stulpelyje Function category pazymime eilute Statistical,
deSiniajame Function name stulpelyje pazymime funkcija AVERAGE (vidurkis).
Paspaude¢ OK, ekrane matome langa AVERAGE, kuriame, | langelj Number 1 jrasius
masyvo pavadinimg A1:A9 (EXCEL lange pazyméjus (uZtamsinus) imties reik§miy
stulpelj ir zymeklj nuvedus | AVERAGE lango Number 1 langelj, jame atsiranda

masyvo pavadinimas), iskart gauname vidurkio reikSme¢ 5,333333333 (zitr.8 pav.).

14



Paspaudus OK, langas iSnyks, o vidurkio reikSmé atsiras anks¢iau pazymétame langelyje

B10.

E2 Microsoft Excel - Book1

J File Edit Wiew Insert Format Tools Data Window Help

IEFEA SR Y| & 2R o |& k2 W22
AvERAGE | »| X /| = =AVERAGE{A1:49)

Jw.

BB A

A | B | ¢ | b [ E [ F | 6 | H [ 1 [ J ] K]

1 1
L £ AVERAGE

3 5 )
v T Numbert [aL:49] X =iussnaz e
? 4 Numberz I :-;J =

] 2
Ea 7 = 5,333333353
== Returns the average (arithmetic mean) of its arguments, which can be numbers or names,
i B arrays, or references that conkain numbers.
i 9 Number1: number 1;number2; ... are 1 ko 30 numeric arguments For which you want
110] |=A\/ER AGEAT:AD) the average.
AN Formula resul =5,333333333 ok | conce

12
13

8 pav.

Ta patj rezultatg turésime, jei langelyje Number 1 iSvardinsime visus imties
elementus, atskirdami juos vieng nuo kito tasko kablelio Zenklu. Siuo atveju imties
masyva preliminariai jvesti j Excel lentele nereikia

Imties vidurkj galime surasti nenaudodami AVERAGE lango, o tiesiog langelyje prie

funkcijos simbolio ["T"‘ jvesdami komanda =AVERAGE(A1:A9)

Pavyzdys. Pozymio X empirinis skirstinys duotas variacine eilute:

xi |1 |3 |4 |5 |7 |8
ni |2 |1 |2 |3 |1 |4

Rasime empirin;j vidurkj.
Excel lenteléje | kurio nors stulpelio (eilutés) langelius patalpiname visas imties
reik§mes, pakartodami jas tiek karty, kiek nurodyta variacinés eilutés dazniy eilutéje: 1;

1;3;4;4;5;5;5; 7, 8; 8; 8 8, ir suformuojame skaiCiy masyva, pvz., Al1:A13. Pazymime

15



langelj (musy pavyzdyje B10), kuriame norime gauti ieSkomajj rezultatg. Paspaude OK,

B10 langelyje gausime vidurkio reikSme¢ 5,153846154.

1 Microzoft Excel - Bookl
Eile Edit Wiew Insert Format Tools Data ‘Window Help
D@g‘@@ﬂjy %g‘n,%zmguga’:]m - -|B 7O
MERAGE || X /| = =AVERAGE(AT:A13)
A | B Jc[D[EJF[G[H][I[J[K]L[M[N]O[P]
|1 1
2
EN
4 4 AVERAGE
5 | 4 Number1 [41:413 3 = 3445557
h )
|2 | Murnber2 }J=
7 5 I
g | 5 = 5,153846154
q 7 Returns the average (arithmetic mean) of its arguments, which can be numbers or names,
T - arrays, or references that conkain numbers,
ﬂl SLGEATAIS '] MNumber1: number1;numberz; ... are 1 bo 30 numeric arguments For which wou want
l 8 the average.
12 d
5 E @ Formula resuk =5, 153846154 o | cancel
14 |

9 pav.
Pastaba. Kai variacingje cilutéje ni eikSmés didelés, auksCiau aprasSytas
vidurkio radimo budas nepatogus. Patogiau biity skai¢iavimus atlikti tiesiogiai Excel

lenteléje:

Xi N Xi*Ni

7

2
1
2
3 15
1
4 32

00 N 01 WLk

13 67

Suma:
X = 67:13 = 5,153846

(Darbas su Excel lentelémis aptariamas visose su §ia programa supazindinanciose

knygose.)

16



4.3 Imties dispersija

Pozymio X empirine dispersija vadiname skaiciy

57=2 3 (x - X)’ ©)
arba
57 =1 Y- %) @

Formuléje (C), isskleide (x, — X)? ir pasinaudoje vidurkio X apibrézimu, lengvai
gauname patogesn¢ praktiniam skai¢iavimui formule:
52= X7 -X? 5)
Pavyzdys.Tarkime, turime imtj 1; 3; 5; 11; 4; 2; 7; 6; 9. Apskai¢iuosime imties

dispersijg. Empirinj vidurkj X apskai¢iuojame pagal formuleg (1):

n
n=9,  Y.X =48
i=1
1 N 1
X= = X; = =.48=5,33
n i=1 9
X/ = 342,
i=1
x?= 2 Yx2 =1 3= 38
n o 9

S?= X?-X?=38-5332= 9,5555...
Irasius duotosios imties reikSmiy masyva A1:A9, iSkart gauname nuokrypiy nuo

vidurkio kvadraty sumg 86 . Paspaudus OK, langas iSnyks, o minéta suma atsiras

anksciau pazymétame langelyje.

17



4.4 Imties dispersijos skai¢iavimas naudojant MS Excel

Kaip ir ankséiau aptartais atvejais, imties masyvas uzraSomas Excel lenteléje ir

iSkvieCiamas langas Paste Function , kuriame pasirenkama Statistical - VARP (10

pav.):

ir nuokrypi .

Imties dispersija galime surasti nenaudodami

Paste Function e |
Function categqoarsy: Function narne:
Most Recently Used w | |TDIST -
Aall _I TIMNY _I
Financial TREMD
Date & Time TRIMMESM
Makh 2. Tri TTEST
EEETr i |
Lookup & Reference L FL
Database :
Texk WARPA
Logical WEIBLILL j
Information | |zvEsT -

YARP{number1;numberZ; .}

Calculates variance based on the entire population {ignores logical values

and text in the population).

=)

[ o 1

Cancel

10 pav.

Su atidarytu VARP langu elgiamés taip pat, kaip ir skaiiuojant imties vidurkj X

VARP lango, o tiesiog langelyje prie

funkcijos SimbOIiO[E jvesdami komandg =VARP(1;3;5;11;4;2;7;6;9)

. . .. . .. N - o _ .
Pastaba.Imties dispersija S padaugine i§ 1 ¢ia N — imties tiiris, gauname
n —

. .. . .. n
pataisytg imties dispersija S’= —— S’

n-1

Pavyzdys. Pozymio X empirinis skirstinys duotas variacine eilute:

Xi|ll|3

nit2 |1
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Rasime empiring dispersija, panaudodami Excel lentelg.

n; X (% = X)
1 2 5,153846 -4,153846
3 1 5,153846 -2,153846
4 2 5,153846 -1,153846
5 3 5,153846 -0,153846
7 1 5,153846 1,846154
8 4 5,153846 2,846154

Sumos: 13

(% - X’

17,25443659
4,639052592
1,331360592
0,023668592
3,408284592
8,100592592

34,75739555

(% —X)"n,

34,50887318

4,639052592
2,662721183
0,071005775
3,408284592
32,40237037

77,69230769

SZ

77,6923 :13 =

5,976331361

4.5 Pataisyto imties vidutinio kvadratinio nuokrypio radimas

Empirinés imties S? vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu vadiname kvadratine $aknj

i§ empirinés dispersijos ,/S?; pataisytu kvadratiniu nuokrypiu - kvadrating $aknj i3

pataisytos dispersijos \/STZ :

Sl = \/?12: \/ﬁsz

Norédami rasti S,= /S; , imties masyva uzrasome Excel lenteléje ir iskvieciame langg

Paste Function . Statistical kategorijoje pazymime funkcija STDEV (11 pav.):
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Paste Function e |

Funckion category: Funckion narme:
Mosk Recently Used o [SKEwW -
all _I SLOPE _I
Financial SMALL
Date & Time STAMDARDIZE
Pakh & Tri
STDEYA
Lookup & Reference STDEWP
Database STDEWPA,
Texk STEY= —I
Logical TDIST

Information LI TIMNY LI

STDEY({number1;numberz;..}

Estimates standard deviation based on a sample {ignores logical values and
text in the sample),

@l o4 I Cancel

11 pav.

Tolimesn¢ darbo eiga analogiSka auk$c¢iau aptartiems atvejams

4.6 Imties asimetrijos koeficientas

Centriniu empiriniu k-osios eilés momentu vadinamas
1 : vk
m, =——)> (x — X)*,
k n _1%: i

_ n
gia X== > x .yraimties vidurkis.

i=1

Imties asimetrijos koeficientas g, =—,

. 1 3 v — - e .
gia S, = \/—12(xi —X)? yra imties standartinis nuokrypis (Saknis i$ pataisytos
n—1%3
dispersijos).
Asimetrijos koeficientas yra statistiniy dazniy skirstinio simetrijos matas arba
histogramos simetrijos matas. Histograma simetriska, kai g, =0. Kai g, <0, imties
vidurkis X maZzesnis uz mediang . Kai g, >0, imties vidurkis X yra didesnis uz

mediang .
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Imties mediana yra skaiCius , uz kur; 50% variacinés eilutés nariy yra ne
didesnés ir 50% ne maZesnés, ( Variacing eiluté yra imties reikSmeés iSdéstytos
nemaz¢&jimo tvarka ).

Asimetrijos koeficiento radimg naudojant MS EXCEL pailiustruosime
pavyzdziu. Tarkime, turime imtj 1; 3; 5; 11; 4; 2; 7, 6; 9, 10, 5, 8, 4. Sios imties reik§mes
Excel lenteléje patalpiname j kurio nors stulpelio (eilutés) langelius ir pazymime langelj

(miisy pavyzdyje B10), kuriame norime gauti ieSkomajj rezultata.

Lentelés virSuje esancioje simboliy eilutéje paspaud¢ simboliu [f_"‘ pazyméta
“klavis$ag”, iSkvieCiame langg Paste Function. Stulpelyje Function category pazymime
eilutg Statistical, desiniajame Function name stulpelyje pazymime funkcija SKEW.
Paspaud¢ OK, ekrane matome langg SKEW, zymekli nuvede ;| AVERAGE lango
Number 1 langelj EXCEL lange pazyméj¢ (uztamsing) imties reikSmiy stulpelj, iskart
gauname asimetrijos koeficiento reik§me 0,235482 (zitr.12 pav.). Paspaudus OK, langas
iSnyks, o asimetrijos koeficiento reikSmeé atsiras anks¢iau pazymétame langelyje B16.

Imties asimetrijos koeficienta galime surasti nenaudodami SKEW lango, o tiesiog

langelyje prie funkcijos simbolio [; jvesdami komanda =SKEW (A2:Al4), prie§ tai

pazyméje langelj, kuriame norime gauti asimetrijos koeficiento reikSme.

Fd Microsoft Excel - Book1

!'_E. Fil=  Edit Wiew Insert  Formak  Tools  Data  Window  Help

D HS@G SRV iR | oo @& = -4 2| H0re - [F).

[arial o FlB U | =E=E=ET %, WR[EEE DA
SKEW - XS =SKEW({A2:A14)
A B [ | D | E | F | G| H | [ | J

1
o 3 2ix]
3 3 KEW
‘51 1?5 Mumber1 [az:a14] =] = jussinazies.
B 45 Mumberz I ik_] =

L]
El 2: = 0,235452065
g F'r: Returns the skewness of a distribution: a characterization of the dearee of asymmetry of a
=] Gy distribution around its mean.

L]
10 9:
11 10: Mumiber1: numberl;number?;. .. are 1 to 30 numbers oF names, arrays, or
12 a1} references that contain numbers For which you want the skewness,

L}
13 =}
14 44 Formula result = 0, 235452065
15 ] )

Help on this Function Ok I Cancel

16 [22:204) |
17

12 pav.
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4.7 Imties eksceso koeficientas

Imties eksceso koeficientas g, =S—j—3 yra statistinio skirstinio histogramos
1

lekStumo ( arba smailumo ) matas. Jeigu ¢,> 0, histograma smaila, t.y. duomeny
sklaida apie vidurkj mazesné nei normaliosios ( Gauso) kreivés. Jeigu (,<0,

histograma 1¢ksta, t.y. duomeny sklaida apie vidurkj didesné nei normaliosios kreives

atveju.
Kai empiriniai asimetrijos ir eksceso koeficientai artimi nuliui, galima laikyti,
kad histograma panasi j normalijo skirstinio tankio funkcijos grafika.

Eksceso koeficiento radimg naudojant MS EXCEL pailiustruosime tuo paciu
pavyzdziu. Apskai¢iuosime imties 1; 3;5; 11; 4; 2; 7; 6; 9, 10, 5, 8, 4 eksceso
koeficienta.

Paste Function lange pasirenkame Statistical O KURT. Funkcijos KURT

lange zymeklj nuvede j lango Number 1 langelj ir EXCEL lange pazyméj¢ (uztamsing)
imties reik§miy stulpelj, iskart gauname eksceso koeficiento reiksme - 0,883159 (zidr.
13 pav.). Paspaudus OK, langas i$nyks, o eksceso koeficiento reikSmé atsiras anksciau

pazymétame langelyje B16.

Imties eksceso koeficienta galime surasti nenaudodami KURT lango, o tiesiog

langelyje prie funkcijos simbolio [f_” jvesdami komanda =KURT (A2:Al4), pries tai

pazyméje langelj, kuriame norime gauti eksceso koeficiento reikSme.

Ed Microsoft Excel - Book1
Fil= Edit Wew Insert Formatk Tools Data Window  Help

DeHS@8SAY | BmE- oo @ = -2, 2| | S0 3.

[ izl i A B oo | =E=E=E|2 %, WM EE S DA
KURT - M =KURT(AZ:A14)
A B € | D | E | F | G| H | [ | J
1
- 1 2]
3 3 LRT
‘51 1? Numberl |42:414 el = 1135115452769,
[ 4 MNumber2 I =k] =
7 2
=) 7 = -0,333155856
Returns the kurtosis of a daka set.
=] G
10 9
11 10 Mumber1: numberl;numberZ;... are 1 to 30 numbers or names, arraws, or
12 5 references that contain numbers For which you wank the kurtosis,
13 =}
14 4 Formula result = -0,88315856
15 . )
Help on this Funckion
16 [22Aa1a | ok | concel |
17
13 pav.
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5 Nezinomy pasiskirstymo parametry statistinis jvertinimas

5.1 TaSkiniai jverciai

Tarkime, tiriant generalinés aibés pozymj X, sudaryta imtis X1, Xz, X3, ..., Xi,
Xi+11 ey Xn.

Jeigu kai kurios imties reikSmés kartojasi, sudaroma variacing eiluté

X X1 X2 C Xk

Nj Ny N2 e Nk

k
Cia Z n, = n. Poligonas ir histograma yra atsitiktinio dydzio X, jei §is yra tolydusis,
i=1

teorinés tankio funkcijos grafiko statistiniai analogai. Pagal poligono, histogramos forma
ar kokiy nors sudétingesniy samprotavimy pagalba parenkamas hipotetinis pozymio X
skirstinys (tikimybinis pasiskirstymas)

Tiriant tolydzius atsitiktinius dydzius, matematiniu modeliu daznai parenkamas

normalusis pasiskirstymas. Sio pasiskirstymo funkcijy klase laikysime aibe funkcijy

1 X _(t—az)z
Ie 20" dt,

F(x,a 0)=
oAN21

kurios viena nuo kitos skiriasi bent vienu parametru ( a arba o ), arba abiem. Jeigu
pasirinktas kitas, pavyzdziui, Puasono pasiskirstymas, tai reikia jvertinti tik vieng
parametrg A.

Tarkime, bendru atveju, turime pasiskirstymo funkcija F( X, 8 ), ¢ia 6 —
nezinomas parametras. Nagrinésime $io parametro statistinj jvertinimg (taskinj jvertj) 6,

kuris yra tam tikra imties reikSmiy funkcija é( X1, X2, ..., Xn ). Suprantama, kad paémg

A

kita imtj, gausime kitg é( X1, X2, ..., Xn ) reikSme, todél taskinis jvertis € yra
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atsitiktinis dydis. Vienos imties atveju turime vieng $io atsitiktinio dydzio realizacijg @ ir
ja vadiname nezinomo parametro 6 taskiniu jverciu.
“Geras” taskinis jvertis turi biiti artimas tikrajai vertinamo parametro reikSmei,

todél jam keliami toki reikalavimai:

a) jvertis 0 (X1, X2, X3, ..., Xn) turi buti pagristas, t.y., jis turi konverguoti
pagal tikimybe¢ ] vertinamg teoring charakteristikg @, kai steb&jimy skaiCius neribotai
didé¢ja:

lim_ P{ 6 (X1, X2, X3, ..., Xn) -0 <e}=1

esant bet kokiam teigiamam ¢ ; kitaip sakant, didéjant im¢iai, jvertis turi buti tikslesnis;

b) jvertis 6 (X1, X2, X3, ..., Xn) turi buti nepaslinktas, t.y., jo teorinis vidurkis
turi buti lygus vertinamai charakteristikai § nepriklausomai nuo stebéjimy skaiciaus:
M[O (X1, X2, X3, w..’, X )] = 0;
¢) jvertis turi biiti efektyvus, t.y., turéti maziausig galimg dispersija.

Pateiksime keletg taskiniy jver¢iy pavyzdZziy

Pozymio X empiriniu vidurkiu X vadiname skai¢iy

X=< Yx (6)
n o
arba
_ 1 k
X== inni . (7
n o

Platesniame matematinés statistikos kurse jrodoma, kad normaliojo skirstinio
atveju empirinis imties vidurkis yra suderintasis, nepaslinktas ir efektyvus nezinomo
parametro (teorinio vidurkio) a jvertis. T.y. a= X .

Pozymio X empirine dispersija vadiname skaiciy

57=2 Y (x, - X’ ®
arba
522% Zk“(xi—i)zngﬁ—)?z, 9)
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Gia X2 - atsitiktinio dydzio X kvadrato vidurkis, X2 - $io dydZio vidurkio kvadratas
Jrodoma, kad normaliojo skirstinio atveju empiriné dispersija S? yra paslinktasis
teorinés dispersijos o jvertis, todel daznai empiriné dispersija S?  pakei¢iama
nepaslinktuoju dispersijos D(X) jverCiu - pataisytgja imties dispersija

n

—§2
n-1

57=

Taigi, geras parametro o taskinis jvertis yra o° =S/,
(Kai n didelis, skirtumas tarp S? ir S} praktiskai iSnyksta.)

Atlikus n bandymy, jvykio A pasirodymy santykinis daznis W(A) = ™ yra
n

suderintasis, nepaslinktas ir efektyvus binominio skirstinio parametro p jvertis: p=—.
n

Cia n yra atlikty bandymy skai¢ius, o m skai¢ius bandymy, kurius atliekant jvykis A
pasirodé (jvyko).
Eksponentinio pasiskirstymo atveju, dydis %? yra suderintasis, nepaslinktas ir

efektyvus parametro 4 jvertis: A= %?

Empyrinis imties vidurkis yra taip pat geras taskinis jvertis A= X nezinomam

teoriniam Puassono skirstinio vidurkiui M(X) =4 ir dispersijai D(X) = 1.

5.2 Pasikliautinyjy intervaly ( intervaliniy jverciy ) radimas

Vietoje nezinomo pasiskirstymo parametro 6 naudodami jo taskinj jvertj

é( X1, X2, ..., Xn ), niekada nezinome, kokio dydzio paklaidg darome, todél daugeliu
atvejy patogesnis yra intervalinis jvertis, apibréziantis intervalg, kuriame su tam tikra
tikimybe yra parametro 6 reikSmé.

Tarkime, kad pagal imties reikSmes surastas nezinomo parametro € taSkinis
jvertis 6 = (X1, X2, .., Xn). Ivercio 6 patikimumu (arba pasikliovimo lygmeniu)

vadinsime nelygybés | 6 - 0 | <& galiojimo tikimybe. Zymésime
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P(|0-0|<e)=1-a
arba
P(O-e<<f+e)=1-a
Intervalas (6 - ¢,0 +¢), su tikimybe 1— a uZdengiantis neZinoma parametra
0, vadinamas pasikliautiniu intervalu. Kuo mazesnis $io intervalo ilgis 2 ¢, tuo didesnis
tikslumas.
¢ dydis priklauso nuo imties tiirio ir nuo patikimumo, t. y., dydziai ¢, n ir 1 —a yra
tarpusavy susije - zinodami du i$ jy, galime surasti trecia.
Bendra pasikliautinojo intervalo sudarymo schema yra tokia:
a) i$ generalinés aibés, kurios pasiskirstymo funkcija yra F(x, #), sudaroma n
turio imtis ir i§ jos gaunamas nezinomo parametro 6 taskinis jvertis 6;
b) sudaromas atsitiktinis dydis Y (& ), susietas su parametru @ ir turintis Zinoma
tankio funkcija f(y, 6);
c) parenkamas reikiamas patikimumas 1 — o ( paprastai 0,95 arba 0,99 );
d) pasinaudojant Y pasiskirstymo tankiu, surandami du skaic¢iai c1 ir c2, tokie,

kad galioty lygybé

Plci<Y(@)<c2)= Cff(y,e)dy =l1l-a.

G
Skaiciai €1 ir c2 paprastai parenkami taip, kad biity teisingos lygybés

P(Y(@)<c)= % ir P(Y(@)>c2)= %
t.y., kad plotas, apribotas tankio funkcijos f (y, 8 ) grafiku i§ virSaus, y aSimi i$

apacios ir tiesémis y = €1, Y= C2 buty lygus 1 —a, o plotai, esantys tiesés y = 1

kairéje ir tiesés y = C2 deSinéje kiekvienas biity lygus %.
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5.2.1 Normaliai pasiskirsciusio atsitiktinio dydZio X teorinio vidurkio a pasikliautinio intervalo

radimas, kai Zinomas o

Tarkime, eksperimentas apraSomas atsitiktiniu dydziu X, ir $io eksperimento
désningumy analizei sudaromas normalusis modelis su pasiskirstymo funkcija
x (t-a)?

1 2
F (X, a, a)zmj‘e 207 dt

Laikysime, kad §iame modelyje 6 Zinomas, o a — nezinomas. Sio parametro

nustatymui i§ generalinés aibés paimta imtis X1, X2, ..., Xn ir surastas taskinis nezZinomo

teorinio vidurkio jvertis

_ 1<
A=X== DX .
n 4
limt] X1, X2, ..., Xn galime zidiréti kaip j n vienodai (normaliai) pasiskirs¢iusiy

nepriklausomy atsitiktiniy dydziy Xi, Xo, ..., Xn su pasiskirstymo funkcija F (x, a, ).
Remiantis Siomis prielaidomis yra jrodyta, kad atsitiktinis dydis

O

o

. yra pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais 0 ir 1 (t.y. No (0, 1)).

Tikimybe, kad $is dydis nukryps nuo savo teorinio vidurkio dydziu u, randama
2

pagal formule:

P(Ju=M@u)|< u, )= P(Jul< u, )= P(-u, < )?_a<u7):

a a a5 a
2 2 2 2
K/ﬁ

\/__[ezdt— \/_Iezdt—ZCD(u )=1l-a.
o U, (o) 2

IS pabrauktos lygybés, naudodami Laplaso funkcijos lenteles, surandame

skirstinio N(0;1) kriting reikSme U,
2
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Kritinéms reikSméms u_ surasti galime panaudoti EXCEL statisting funkcija

a
2

NORMINV. Atsidare NORMINV langg Probability eilutéje turime jvesti tikimybe

1- £=p(u>u, ). Misyuzdavinyje 1-0,025=0,975

N
N

Ed Microsoft Excel - Book1

File Edit Yew Insert Format Tools Data  Window  Help

D HLB(EZRY|(RR- v -o-|@ -8 @0 0.

[érial -] B fuU|=== % 5 % | € A

NORMINY ¥ JF =NORMINWV{0,975:0;1)
c I

A | B | D E | F | & | H | [ J |

1

2 2
% [rsoy 1 ORI

u R -

= | - Probability |0,275] ] = 0,975

B Mean |U ﬂ =0

g Standard_dew |1 ﬂ =1

9 = 1,959952787

10 Returns the inverse of the normal cumulative diskribution For the specified mean and standard
T dewiation,

12 —_— . . o
ﬁ Probability is a prabability corresponding to the normal distribution, a number
W between 0 and 1 inclusive,
% Farmula result = 1,959962747

17 Help on this Function K, I Cancel

13

1

14 pav.
Kriting reik§me galime surasti nenaudodami NORMINV lango, o tiesiog langelyje prie

funkcijos simbolio’Z jvesdami komandg =NORMINV(0,975;0;1)

Surade reikalingg kritine reikSme, pertvarkome skliaustuose esancia nelygybe:

Peu, < 22 <u,)= Peu, L < X-a<u, L)=
2 %ﬁ 2 FRRUL FRRL
=P()?-uai< a<>?+ua£) =l-a=y

5 n FRRAL

Gavome pasikliautinj intervala nezinomam normaliai pasiskirs¢iusio atsitiktinio

dydzio teoriniam vidurkiui a:
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o o - o)
X-Uu,—= < a< X+u, —
5 An 5 4n
. o » . e
Pazymékime U, T = 0. Nesunku pastebéti, kad didéjant imties tiriui n,
5 /N
2

dydis 6 mazéja, t.y., didéja jvercio tikslumas.

Didinant patikimuma y =1—-a=2® (u,) didé¢ja o, nes ® (u,) — didéjanti

2 2
funkcija , todél mazéja jvercio tikslumas.

Pavyzdys. Normaliai pasiskirsCiusio atsitiktinio dydzio X empirinis vidurkis
X = 5, 0 vidutinis kvadratinis nuokrypis o =3. Su pasikliovimo lygmeniu y=0.95
raskime teorinio vidurkio (skirstinio parametro a ) pasikliautingjj intervalg kai n = 36.

Sprendimas. y =1—-a=2® (u,)=0,95. Auk¢iau pateiktoje lentel¢je arba
2

EXCEL statistinés funkcijos pagalba NORMINV surandame: u, =1.96, u, % =
5 PERAL
2 2
1.96.—>_ =1,96.0,5 = 0,98
. . \/% H . H i) H

todel pasikliautinasi intervalas yra (X — 0,98;X +0,98), ¢ia X - imties vidurkis.
Arba P(4,02< a <5,98)=0.95.

5.2.2  Normaliai pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydZio X teorinio vidurkio apasikliautinojo intervalo

radimas, kai ¢ neZinomas

Sudaromas atsitiktinis dydis:

T= X—a\/H’
Sl

¢ia X -imties vidurkis, n — imties tiiris, S1— “pataisytas” imties vidutinis kvadratinis

nuokrypis, Si = 1/ilsz , S1=S? - imties dispersija.
n_

Platesniame matematinés statistikos kurse parodoma, kad atsitiktinis dydis T yra

pasiskirstes pagal Stjudento désnj su (n — 1) laisvés laipsniu ir patogus tuo , kad
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priklauso nuo vienintelio parametro n — imties tirio, t.y., nepriklauso nei nuo vidurkio a,
nei nuo vidutinio kvadratinio nuokrypio c.

IS lygybés

P12 80 <t, )= y=ta
2"
gauname:
P(- t, i<X—a<ta i):}/
En—1 n E;n—l n
arba
P(X-t, SLoCac X+ t, i)= y
En—1 n g;n—l n
I§ Sios lygybés turime, kad ( X - t S <a< X+t S ) yra
7n17\/_ %,n \/ﬁ

intervalas, su patikimumu y dengiantis teorinj vidurkj a.

Zinodami y =1 -« ir n, t, reikimes surandame i§ Stjudento
—n-1
2

skirstinio kritiniy reikSmiy lenteliy.

Pavyzdys. I8 normaliai pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydzio X n =16 tario
imties surastas imties vidurkis X = 20.2 ir imties (empirin¢) dispersija S° = 0,6 .

Raskime teorinio vidurkio a pasikliautingjj intervalg kai y = 0,95.

Sprendimas. Surandame S; = \/M =0,8. I$ Stjudento

skirstinio lenteliy, kai » = 0,95 (1-a = 0,05) ir n—1 =15, randame t(Z =2,13.

N \

Tada
_ S, 0,8
X-t, —+=202-213—= =20,2-0,426=19.774;
53“*1\/5 J16
X + ——202+213£ 20,2 + 0,426 = 20.626.
% 1Jn J16
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Gavome, kad su patikimumu 0,95 intervalas (19,774; 20,626) dengia

atsitiktinio dydzio X teorinj vidurkj a.

Pastaba. Pasinaudodami lygybe S; = 1/Llsz galime parasyti:
n —

S oy, Yol 2

1 —
o1 fn | Lot Jn “o1 o1
v — 2 — _2 v 2 Y3 . 99 * . . o . P .
Cia S= VS = VX —=X* = “nepataisytas” imties vidutinis kvadratinis nuokrypis.

Kritinéms reikSméms t,  surasti galime panaudoti EXCEL programos statisting
—n-1
2

funkcija
TINV. Atsidar¢ TINV langag Probability eilutéje turime jvesti tikimybe l- %: P

(u>wu, ). Musy uzdavinyje 1 - 0,025 =0,975. Deg_freedom langelyje - laisvés

2

laipsniy skaiciy

Fd Microsoft Excel - Book1

E File Edit Wiew Insert Format Tools Data  Window  Help

D HOB(SRY (IR -F|v-o-|@ -4 3 We0w |7,

2 [arial o -8B U E=E=EET %, WAEE G- A
TINY - X JF =TINV(0.025;15)
A | B ¢ | o | E | F | &6 | H [ 1 | J ]
21|
TINY
tkritine [025;18) | Probability [0,025 3l =o,025
Deg_freedom |15| j‘J =15
= 2,48987817

Returns the inverse of the Student's t-distribution.

Deg_freedom is a positive integer indicating the number of degrees of freedom ko
characterize the distribution,

Y Y Y Y Y

Farmula resulk = 2,48987517
Help on this function o I Cancel
17
15 pav.
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Kriting reikSme t, X galime surasti nenaudodami  TINV lango, o tiesiog
2"

langelyje prie funkcijos simbolio l[; jvesdami komandg =TINV/(0,975;15)

5.2.3 Pasikliautinasis intervalas normaliai pasiskirsciusio atsitiktinio dydZio X vidutiniam

kvadratiniam nuokrypiui ¢

Atsitiktinis dydis

ZZ — (n _1)812

2
O

yra pasiskirstes pagal y* désnj su n-1 laisvés laipsniu, todél teisinga lygybeé;

n-1)S;}
P( zl_aln_1<( 2) 1
X

< lg'n—l): 7/:1'“1
X

- . e a . a ..

kurioje y ir y, yra y® skirstinio kritinés reik§més 1—5 ir 5 eilés

1-—n-1 n-1
2 2

atitinkamai.

Pertvarke skliaustuose esancias nelygybes, gauname pasikliautingjj intervala

normaliojo atsitiktinio dydZio dispersijai o*:

n-1 n-1

P(S] <o’< §

% 1-%n1
2 2

IStrauke kvadrating Saknj i§ visy skliaustuose esancias nelygybes sudaranciy reiskiniy,

turésime pasikliautingjj intervalg normaliojo skirstinio parametrui o .
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Pavyzdys.Tarkime, turime imtj 7;9;4; 3; 5; 11;4;2;7; 6;9;10;12;8 paimtg i$
normaliosios generalinés aibés. Su pasikliovimo lygmeniu 0,99 suraskime

pasikliautingjj intervalg parametrui o .
Pataisytam imties vidutiniam kvadratiniam nuokrypiui rasti pasinaudokime, kaip
buvo paaiskinta aukséiau, EXCEL statisting funkcija STDEV:

& Microsoft Excel - Book1

@ File Edit ‘ew Insert Format Tools Data  Window  Help

DEeEs8 &R0V BB oo @ Z-2] %0 W4 100% ~
- el -0 -|BIUEEEEF%, dAES -0
B3 - fe =STOEW(S9:4; 3,05, 11, 4, 2, 7, B, 310;12,8)
A LB | ¢ [ o [ E [ F [ 6 [ H [ 1

1

2

i I 3 D?EDEE!

g

16 pav
x° skirstinio kritinems reikSméms x4, gosaas I Xoossass Panaudosime EXCEL

statistine funkcija CHIINV.

Ed Microsoft Excel - Book1

E File Edit View Insert Format Tools Daka  Window  Help

DwHSB SRAY | IR |- o |@ -4 5 @do 0.

< |avial o F]e U |lS=E=E T %, WREED-D-A-,
CHIIRY - W .J =CHIINWV{0,995:13)

A | B ¢c | o | E | F | & | H | 1 | 4
! 2
3 |,995; 13 I HIIMY

i
4 Probability [0,395 ] = 0,095
g Deg_freedom |13| :k_] =13
7 = 3,565041969
] Returns the inverse of the one-tailed probabilicy of the chi-squared distribution,
9
10
11 Deqg_Feedom is the number of degrees of freedam, a number between 1 and 1010,
excluding 1010,
12
13
14 Formula result = 3,565041969
15 Help on this Function QK I Cancel
16

17 pav.
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Kritines reikSmes, pavyzdziui  yyus144 - galime surasti nenaudodami  CHIINV

lango, o tiesiog langelyje prie funkcijos simbolio I—J"pT jvesdami komanda

=CHIINV/(0,005;13)

Fd Microsoft Excel - Book1

File Edit ‘Yjew Insert Format  Tools  Data  Window  Help

DEeEdag SRV & BE

o @z -4 3 B -

Atial -0 - B I USEE=EETP %, 4,0 EE
B3 - £ =CHIN(D005:13)
A B | ¢ | b | E | F | G | H
1
2
3 23815321
4
i 18 pav.
S, =3,075068, 7 ooosre 1= 356504  , Zooosues= 29,81932

P(3,075068,|— > < & < 3075068 |— > }= »=1-0,01
29,81932 3,56504

P(3,075068.0,6602718 < & < 3,075068.1,909587 ) = y =1- 0,01

P(2,03038 < o < 5,87211) = 0,99.
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6 Koreliacijos teorijos elementai

Paprasciausia rysio tarp dydziy forma yra funkciné priklausomybé. Ji iSreiskia
tokj ry$j tarp dviejy kintamy dydziy, kai kiekvieng vieno iS jy reikSme x atitinka viena
grieztai apibrézta kito dydzio y reikSmé:
y=f(x).

Gamtos ir visuomenés reiSiniuose funkciniai ry$iai sutinkami retai. Dazniau
sutinkame rySius tarp atsitiktiniy dydziy, kai kiekvieng vieno kintamojo reikSme atitinka

ne viena , o kelios kito dydzio reikSmés.

PavyzdZiai.

1.Gaminio savikaina susijusi su darbo naSumu, bet §i atitiktis néra griezta:
savikaing salygoja ir eilé kity faktoriy, todél esant tokiam pat darbo naSumui, gaminiy
savikaina gali svyruoti, jgydama skirtingas skaitines reikSmes.

2.Derlius priklauso nuo trasy kiekio, taciau, esant tam paciam isberty trasy kiekiui
ir kokybei, derliai gali bati skirtingi.

3.RySys tarp ruoSimosi egzaminui laiko ir egzamino jvertinimo.

Jei tarp dviejy atsitiktiniy dydziy X ir Y egzistuoja toks rysys, kad kiekvieng
dydzio X reikSme atitinka apibréztas dydzio Y skirstinys, désningai besikeiciantis kintant
X reikSmei, tai tokj rysj tarp X ir Y vadiname statistiniu.

Jei keiCiantis vieam atsitiktiniam dydziui keiciasi kito atsitiktinio dydzio vidurkis,
taitokj statistinj ry§j vadiname koreliaciniu.

Tarkime, atsitiktinio dydzio X stebimos reiksmés yra Xi, X2 ,..., Xk, 0 atsitiktinio
dydzio Y stebimos reiksmés yra Y1, Yo, ..., yn. Esant statistiniam rysiui tarp X ir Y,

kiekvieng dydzio X reik§me Xi atitinka dydzio Y skirstinys

(10)
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arba kiekvieng dydzio Y reikSme¢ VY; atitinka dydzio X skirstinys

X1 X2 Xi Xk
m [my [my | ... [mj MK (11)
k
> m; = my,
i=1
Taigi, stebéjimy rezultatus galime suraSyti lentel¢je:
X1 X2 Xi Xk
K
Y1 Ma11 M21 Mi1 Mk1 my,= Zmil
i=1
K
y2 Mmi2 Mma22 Mi2 Mk2 My, =Zmi2
i=1
K
Yi Maj maj Mmij Mk; My, ZZmij
i-1
k
Yn Min M2n Min Mkn myn :Zmin
i—1
le: mXZ: cee m Xi: eee ka:
n n n n
=2 my | =2m, =2 m; =2 my N
j=1 j=1 j=1 =1

Sia lentele vadiname koreliacine lentele. Ji yra statistinés priklausomybés
tyrinéjimo pagrindas.

Lentelés analizé:

1. X1, X2, ..., xk - atsitiktinio dydzio X reikSmés:

Y1, Y2, ..., yn -atsitiktinio dydzio Y reikSmeés.
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2. Eilutes ir stulpelio susikirtime esantis skaicius mjj parodo, kiek karty stebéta
reikSmiy pora  (Xi,Yj). mj vadinamas dazniu.

3. Paskutingj eilutej esantys skaiCiai My, , My My, parodo, kiek karty

2 s

visuose stebéjimuose pasirodé reikSmés X1, X2, ..., xx  atitinkamai .

n
mxi= Zmii: Mit + M2 +..+ Min.
=

4.Paskutiniame stulpelyje skai¢iai my, , my, . my  parodo, kiek karty

2

visuose stebéjimuose pasirodé reikSmés yi, Y2, ..., yn atitinkamai.

K
my, =2 M= My+ My e+ My.
i=1
5. Visy skaiciy my, suma lygi N; visy skai¢iy myx, suma lygi N, ty.,
k n
z mx, = z my; = N— visy stebé¢jimy skai¢iui.
6. Statistiniai skirstiniai (10 ) ir ( 11 ) vadinami salyginiais atsitiktinio dydzio Y

(dydzio X) skirstiniais, atitinkanciais X reikSme Xi (Y = yj).

7. Lentelés pirmoji ir paskutiné eilutés

X X1 X2 Xi Xk
mx mX1: mxzz m X, = ka:
n n n n
=DMy =DM, =>.m = my
=1 -1 -1 i

sudaro pozymio X besalyginj pasiskirstyma; pirmasis ir paskutinis stulpeliai

Y y1 y2 Yi Yn
my k k k k
my,= .My | m,=>.m, m =>m my, =Y. m,
i=1 i=1 i=1 i=1
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sudaro pozymio Y besglyginj pasiskirstym

6.1 Koreliacinio rysio reiskimas regresijos lygtimi

Tarkime, turime atsitiktinio dydzio Y salyginj pasiskirstyma , atitinkantj X

reikSme X;:

Y Vi o[ Y2 | Y we | Yn
mi | Mix | Mi2 Mmij Min

Simboliu in pazymékime salyginj atsitiktinio dydzio Y vidurkj, atitinkant; atsitiktinio

dydzio X reikSme Xi:

2 myY,

VX_: My, + MY, +...+ MY, _ =
m, +m;, +...+m;, m

i
Xi

Surade salyginius Y vidurkius visoms X reik§méms, gausime lentele

<<
<<
<<
<<
<

Kiekvieng X reiksme X atitinka pilnai apibréZta salyginio vidurkio Y, reik§mé,
todél Y, yra reikmiy x funkcija, t.y.,
Y, = f(x) (12)
Analogiskai

3
S MyX e M X M X, lemijxi

Y] My +.+ My + .+ My, m

Yj

ir salyginiy vidurkiy lentelé:

38



x|
x|
x|
x|

IS jos:
X,=9g() (13)

Lygybé (12) vadinama koreliacine lygtimi arba Y regresijos lygtimi X atzvilgiu,
0 (13) - koreliacine lygtimi arba X regresijos lygtimi Y atzvilgiu. Siy lygybiy grafikus
vadiname regresijos linijjomis. Jos gali biiti tiesés arba kreivés. Jei grafikai tiesés, tai
turime tiesing regresijq; jei grafikai kreivés — ( parabolé, hiperbolé, eksponenté ir kt.) —
kreiving regresijq.

Vienas i§ koreliacijos teorijos uzdaviniy — nustatyti regresinés priklausomybés
tarp duotyjy dydziy forma, t.y., nustatyti regresijos lygties pavidalg ir tos lygties
parametrus.

Atidéje plokstumoje taskus su koordinatémis (i, Y ) i=1,2,...,k gauname

vaizda, i§ kurio sprendziame apie rySio tarp X ir Y_X forma.

Y. =aX+hb

X

v
X

Dabar reikia rasti spéjamos lygties parametrus.
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6.2 Tiesiné regresijos lygtis

Kai regresijos lygtys Y, = f(x) ir )?y = g (y) yratiesings, t.y.,

iSreiSkiamos pavidalu Y_X =ax+bir X y = Cy +d, tai koreliaciné priklausomybe

tarp X ir Y vadinama tiesine. Sios lygtys vadinamos tiesinés regresijos lygtimis, o ju

grafikai — tiesinés regresijos tiesémis.

Sudarydami lygtj Y_X = ax + b koeficientus airb parenkame taip, kad
regresijos ties¢ biity arCiausiai prie tasky ( Xi, Y_x ). Tasky atstumus nuo tiesés Y_X = ax
+ b matuosime jy nuokrypiais nuo tiesés Oy aSies kryptimi.

Tegul Yxi - tiesés Y_X = ax + b tasko su abscise Xi ordinaté, o Yxi - tasko

(xi, Y_Xi) ordinaté. Tada

Y- Y, =axi+b-Y , i=12 ..,k

X Xi

Sudarome $iy nuokrypiy kvadraty, padauginty i§ dazniy, suma:
: VARY:
S(a b)= Y. m, (ax +b-Y, ).
i=1

Reikalaujame, kad nuokrypiy kvadraty suma biity maziausia, t. y., ieSome S(a,
b) minimumo:

S _ < N

—=2>"m, (ax +b-Y,)x =0,

aa Y i i

2 ) (14)
— =2>m, (a5 +b-Y,) =0.

ab = i i

Atskliaude reiSkinius, esancius po sumy zenklais jvedame tokius pazyméjimus:
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Dabar sistema (14) virsta tokia:

— o
{anx +bnX =nXyY, (15)

anX +bn=nY
Tai dviejy tiesiniy lyg¢iy sistema ieSkomy koeficienty a ir b atzvilgiu. IS

XY —bX _

(15) sistemos antrosios lygties turime: b= Y —aX ,tada a= —
X

XY X(7—aX) .
= — , IS Cia
XZ

XY = XY _ XY =XY
X?_xz 8

aX2—a(X)?=XY - XY ir a=

I regresijos lygtj YX = aX +Db jstatg b= Y —aX, galime uzradyti:

Y - Y =a(X-X),
Analogiskai gautume:

Matome, kad abi tiesés eina per ta patj taska ( X,Y ). Sis taskas yra atsitiktiniy dydziy X
ir Y pasiskirstymo centras.

Dydziai X ir Y paprastai yra skirtingy dimensijy ( pvz., X —ilgis, Y — svoris),
todél, pakeitus matavimo vienetus, keisis ir tiesiy krypties koeficientas . Kad taip

nejvykty, nuokrypiy matavimo vienetu imamas vidutinis kvadratinis nuokrypis. Lygt]

V- Y =a(X-X)

pertvarkome:

Y=Y _ .S X=X

S, y Sy
.S, Y,-Y X=X
Pazyméje a— =r, gauname =r ,
S, S, S,

arba

_ S

Y, -Y = rS—y (X-X)



- S, . . . . .
Koeficientas r= aS— nepriklauso nuo matavimo vienety ir vadinamas
y

koreliacijos koeficientu.

Jei tiesines koreliacijos koeficientas

L XY-XY
S,S,

lygus nuliui, tai tarp X ir Y néra tiesinio koreliacinio ry$io (nors netiesinis rySys gali
bti).

Jeigu | r| =1, tai tarp X ir Y yra funkcinis rysys.

Kuo | r| artimesnis vienetui, tuo stipresnis rysys tarp XirY .

Jeigu r teigiamas, tai X didéjant Y taip pat didéja; jei neigiamas, tai X didéjant
Y mazéja (ir atvirk$ciai ).

Pavyzdys. Bandymo metu stebétos tokios X ir Y reikSmeés:

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 1 1 1 [ 2 [ 2 [ 233 3|4

Y 3 3 3 4 | 4 5 5 5 6 7

Rasime Y regresijos lygti X atzvilgiu ( ir X regresijos lygti Y atzvilgiu.)

1. Sudarome lentele

Xi
1 2 3 4 my
Yi

3 3 3
4 2 2
5 1 2 3
6 1 1
7 1 1
My 3 3 3 1 10
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Sm,y,
2 i Y
2. Apskai¢iuojame salyginius vidurkius Y, =2=——:

m,
YX1 _ %:3; Y_x2 _ 2.4+1.5:4133; Y—X3 _ 2.5+1.6 _ 5.33:
va 1.7
YX4 = T = 7
Sudarome lentelg:
Xi 1 2 3 4
Y, 3 4,33 5,33 7

Atidéje taskus (i, Y_Xi ) koordinadiy sistemoje matom, kad jie iSsidéste beveik

tieséje 19 pav.), todél turime tiesinés regresijos atvejj.

UZpildome dar tris lenteles:

8 -
7 .
6 -
*
5 -
>
4 -
3 - .
2 -
1 -
O T T T T 1
0 1 2 3 4 5
19 pav.
2
X; m, m, X m, X;
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1 3 3 3
2 3 6 12
3 3 9 27
4 1 4 16
> 10 22 58
_ m, X — m, X2
X = Z il — Q 2,2’ X2 = —z X - @:5,8’
n 10 n 10
SZ2=X?-X'=58- (22)=0,96; S, =0,979796;
2
yj myj myj yj myj yJ
3 9 27
4 8 32
5 15 75
6 6 36
7 7 49
> 10 45 322
_ m, Y. — m, y?
Y:—Z Y, =B _ys vis 2m, =29 510,
n 10 n 10
S2=Y2-Y'=219- (4,5?=165 S, = 1284523
Xi Yi i Y m; Xi ¥; My
1 3 3 9
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2 4 8 2 16
2 5 10 1 10
3 5 15 2 30
3 6 18 1 18
4 7 28 1 28
111

N X:V.M.. —
v - > xy;m; 111 11 po 10172245 o oc e

n 10 ~ 0.979796.1,284523
a = 0,0534626 11284523 _ 1 549990:
0.979796

Empiriné tiesinés regresijos lygtis yra tokia:

Y -45=125(x—-22) arba Y, =125x+1,75

6.3 Empirinio koreliacijos koeficiento ir empirinés tiesinés regresijos lygties
radimas su MS EXCEL

Norédami gauti empirinj koreliacijos koeficienta su EXCEL programa stebétas dvimacio

atsitiktinio dydzio (X,Y) reik§miy poras patalpiname Excel lenteléje j kuriuos nors du

stulpelius (eilutes) suformuodami skai¢iy masyva, pvz., A1:A9. Kiekvieng reik§miy pora

jvedame tiek karty, koks yra Sios poros daznis mij .Pazymime langelj, kuriame norime
gauti ieSkomajj rezultata.

Lentelés virSuje esancioje simboliy eilutéje paspaud¢ simboliu Iiﬁ‘ pazymeéta
“klavisg”, iSkviec¢iame langg Paste Function
Kairéje lango dalyje stulpelyje Function category pazymime eilutg Statistical,
desiniajame Function name stulpelyje pazymime funkcija CORREL. Paspaude¢ OK,
ekrane matome langg CORREL , kuriame, | langelj Number 1 jraSome masyva
A4:A13, o | langelj Number 2 masyvag . B4:B13 iSkart matome empirinio
koreliacijos koeficiento reik§me¢ 0,953463 (zitr.20 pav.). Paspaudus OK, langas iSnyks,

o vidurkio reikSme atsiras anks¢iau pazymétame langelyje B16.
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¥ Microsoft Excel - Book2

File Edit View Insert Format  Tools Data  Window  Help

DN HS8 ERY I BR-& oo @ =25 Pl -0,

|aial o - B 7 UEEEBEF %, HN|EE DA,
CORREL + X /|2 =CORREL{A4:A13;B4:B13)

A | B ¢ | b | E | F | 6 | H [ I | J | K
L, 2%
i ZRREL
4| K 3 Array1 [a:a13 =[S RErE
% 1 E gi Arvay2 [B4:613 Tl = {3m344,55,56;
L — ] L]

7 2, 4 = 0,953462539
|8 | 2 4, Reeturns the correlation coefficient between twa data sets,
ER 2 55
10 3 i
11 3: 5: ArrayZ is a second cell range of values, The values should be numbers, names,
12 3: E: arrays, of references that contain numbers.
| — L]
13 4 7
W ““““ Formula resulk = 0,953462589
E Help on this function 0 I Cancel
16 |r |34:E13 ‘I
(17
1n

20pav.

Galima nekviesti CORREL lango, o tiesiog simbolio [?’: eilutéje jvesti komandg
=CORREL(A4:A13;B4:B13) ir paspausti Enter.

Empirinés tiesines regresijos lygties koeficientams a ir b surasti taip pat
uztenka panaudoti komandas
=LINEST(B4:B13; A4:Al3;true;false) ir =INTERCEPT(B4:B13; A4:A13).

Kitas budas yra iSsikviesti LINEST langa , kad pazymétame langelyje gautume
regresijos lygties koeficientg a. Pav. 21 LINEST lange matome abu regresijos lygties
koeficientus. Kai koeficiento a reik§mé turi daugiau skaitmeny , laisvojo nario b gali ir
nesimatyti.

Koeficientui b pazymétame langelyje gauti naudojame INTERCEPT langa
(22 pav.)
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¥ Microsoft Excel - Book2
@ File Edit ‘iew Insert Format Tools Data  Window  Help

DeHSBERYV IBR & o- @z -f gl Bl T,
arial o s zu|l=E==8|F %, 83 A~
LINEST v X /|| =LINEST(B4:B13;A4:A13;true;false)
AIBFCIDIEIFIGIHIIIJI
. 21
INEST
Known_y's [54:13 3 = 3334455565
Known_xs [a4:413] el = {u11,2:2,23,3;3;¢
Canst [true Sef = TRUE
Stats [False 3l = FALSE

= {1,2541,75}
Returns statistics that describe a linear trend matching known data points, by fitting a
skraight line using the least squares method,

P D DD LD R RO R |
O MM M e e D00 O

Known_x's is an optional set of x-values that vou may already know in the
relationship w = mx + b.

a 1e;false
II! Farmula result = 1,25

=== =

Help on this Ffunction 0K I Cancel
19
20
a4
21 pav.

B .

Ed Microsoft Excel - Book2
5 File Edit  ‘jew Insert Format  Tools  Data Window  Help

DEHSESRY| I BR - oo

| = -2 i
+.0 o|
W00 4.

:[aria o -m rul=s==8F %, & .
INTERCERFT  » 3 /|5 =INTERCEPT(B4:B13;A4:A13)
A | B ¢ | o [ E | F | & | H | 1 [ J
1
. CEE— 20
3 ...... 1.. 5 IMTERCEPT
= 1: 3 Known_y's |B4:813 :"_J = {3;3;3;4;4;5;5;5;6;7
]
B 1: 3 Knuwn_u's|n4:.ﬂ13 :K_] ={1;1;1;2,2;2;3;3;3;¢
7 a 4
5 o b =1,75
B } Zaloulakes the point at which a line will intersect the y-axis by using a best-fit regression line
4 2: 5 plokted through the known x-values and v-values,
10 3 5
l ' 5 Known_x's is the independent set of observations or data and can be numbers or
12 ! B names, arravs, or references that contain numbers,
L L . 4 7
14 Formula result = 1,75
% b IIIM'AH Help on this Function oK I Cancel
= | . ]
17
18

22 pav.
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6.4 Vidutinés Y reik§més prognozavimas naudojant tiesinj trendg,

kai Zinoma x reik§mé

Panaudodami empyring regresijos lygti galime prognozuoti viduting Y reikSme,
kai X reik§mé x zinoma arba pasirenkama. EXCEL statistinés funkcijos TREND pagalba
galima atlikti §ig prognozg¢ nesurade pries tai regresijos lygties.

Past Function lange Statistical kategorijoje pazymime funkcija TREND
(23pav.). | pirmus du langelius jvedame Yi ir Xi reikSmiy masyvus, j tre¢ig langelj
New x’s jraSome laisvai pasirinktg X reik§me¢ (misy pavyzdyje X = 2,5). Langelyje
Const jrasius loginio kintamojo reikSme true, gauname vidutinés Y reikSmés prognoze
pagal tiesinj trendg y = ax+b, o parinke reik§me false — pagal tiesinj trendg y = ax.

Paspaude OK, prognozuojamg viduting Y reikSme¢ 4,875 gausime i§ anksto
parinktame Excel lentelés langelyje ( musy pavyzdyje — langelyje B15).

¥ Microsoft Excel - Book1

File Edit ‘ew Insert Format  Tools Daka  Window  Help

N8 ERY | IBR-§ v-o-|@ =-4% @b -7,

|.C'.rial v||1|:| v|BIg EEEEH P %, BNEE S A
TREND X /|5 =TREND{B4:B13;A4:A13;2,5:true)
A | B ¢ | o | E | F | &6 | H | I | J | K
1
oy 2/
3
4 1 3 ~TREMND
3 | 3 Known_y's [B4:813 &l = Ennnassse
6 | 1 3 Known_'s [44:413 3 = 22,2333
% g j New_x's |2J5 :k.] = {z,5}
g | 5 5 Canst [truel %) = TRUE
10| 3 5
11 3 5 = {4,875}
i Reburns numbers in a linear trend matching known data points, using the least squares
12 ] B method,
(3] 4 7
ﬂ Const is a logical value: the constant b is calculated normally if Const = TRUE of
R T ; - .
%Ywdutme |_I5|truei ‘I omitted; bis set equal to 0 if Const = FALSE
E Formula resulk = 4,875
% Help on khis Funckion oK I Cancel
|20

23 pav
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6.5 Vidutiné kvadratiné paklaida tiesinés regresijos lygciai y =ax + b

Suformave i ir xi reik§miy masyvus, Paste Function lange Statistical kategorijoje

pazymime funkcija STEYX (24pav.). | langelius jved¢ Vi ir X reik§miy masyvus,

> (3, ~mx, ~b)’

matome viduting kvadrating paklaidg s = |2 5 , daromg prognozuojant
n —_

pagal tiesinj trendg y =ax + b. Paspaud¢ OK, vidutinés kvadratinés paklaidos reik§me

0,433013 gausime i$ anksto parinktame langelyje ( misy pavyzdyje — langelyje B15).

Ed Microsoft Excel - Book1

File Edt Wiew Insert Formak  Tools Data  ‘Window  Help

DeHLG|ERAY dBR-§| o -o-|@ =4 % il Sl 0.

[aa o ez u|EEEB|F%, BI|EEE--A-,

STEYX + X o[ =STEYX(B4:B13;A4:A13)

A | B ¢ | o | E | F | &6 | H [ 1 | 4 |
1

o 24x
3| TEVY

“““ i
4 1 3 Known_y's [54:513 ] = mamanssse;
% 1: g Known_x's [44.413] & = L2333

]

— (]
| 7 2! 4 = 0433012702
i 2: 4 Returns the standard errar of the predicked y-value for each : in a regression,
91 2 5
K -
" 3 g Known_x's is an array or range of indspendent data points and can be numbers or
f 3! B names, arrays, of references that contain numbers,
13 i 7
W ““““ Formula result = 0,433012702
i naklaida |E\43A1 3 | Heln on this funckion oK, I Cancel
16

24 pav.

49



Literatara

1. A.Zemaitis. Trumpas tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos kursas.
Vilnius: Technika. 2001.

2. F.Miseikis. Statistika ir ekonometrija. Vilnius: Technika. 1997.

3. J.Raulynaitis,V.Podvezko, S.Vakrinien¢, J.Daunoravi¢ius. Matematiné
statistika. Vilnius: Technika. 1997.

4. A.Apynis, E.Stankus. Matematika. Vilnius: TEV. 2000.

50



