
5. Simetrinės matricos

1. Apibrėžimas ir pavyzdžiai. Imkime kvadratinȩ matrica̧ su realiais
elementais:

A =
{

aij

}

, i, j = 1, n,

aij – realieji skaičiai.

Apibrėžimas. Kvadratinė matrica su realiaisiais elementais A = {aij}
vadinama simetrine, jei

aij = aji.

Apibrėžimas. Kvadratinė matrica A = {aij} su realiaisiais elementais
vadinama i̧strižai simetrine (antisimetrine), jei

aij = −aji.

Iš i̧strižai simetrinės matricos apibrėžimo, imdami i = j, gauname

aii = −aii.

Iš čia gauname: aii = 0. Taigi, i̧strižai simetrinės matricos diagonaliniai elemen-
tai yra lygūs nuliui.

Pavyzdžiai:





1 −2 0
−2 0 4

0 4 3



 − simetrinė,





0 −2 3
2 0 1

−3 −1 0



 − i̧strižai simetrinė,

2. Transponuota matrica. Matricos transponavimu vadiname veiksma̧,
kurio ǐsdavoje matricos eilutės tampa stulpeliais, o stulpeliai – eilutėmis, ne-
keičiant eilučiu̧ ar stulpeliu̧ tarpusavio tvarkos. Taigi, jei matricos A elementai
yra aij tai transponuotos matricos eleemantas, esantis i-tosios eilutės ir j-tojo
stulpelio susikirtime, yra ne aij , kaip matricoje A, bet aji. Transponuota matrica
žymima A′ arba A⊤.

Pvz. Jei

A =









1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 2 3
4 5 6 7









1



tai

A′ =









1 5 9 4
2 6 1 5
3 7 2 6
4 8 3 7









.

Jei A – simetrinė, tai A = A′

Jei A – i̧strižai simetrinė, tai A = A′.
Toliau, jei dar karta̧ transponuosime transponuota̧ matrica̧ A′, tai gausime

tai, ka̧ turėjome prieš pirma̧ transponavima̧, t.y.

(

A′
)′

= −A.

Teorema. Kiekviena̧ matrica̧ A su realiaisiais elementais visuomet galima
užrašyti kaip simetrinės ir i̧strǐzai simetrinės matricu̧ suma̧.

I̧rodymas. Užrašykime tapatybȩ

A =
A

2
+

A

2
+

A′

2
− A′

2
.

Iš čia gauname

A =
A + A′

2
+

A − A′

2

arba
A = B + C, (1)

kur

B =
A + A′

2
, C =

A − A′

2
.

Patikriname, kad B yra simetrinė, o C – i̧strižai simetrinė.

B′ =

(

A + A′

2

)′

=
A + A′

2
= B − simetrinė,

C′ =

(

A − A′

2

)′

=
A′ − A

2
= −A − A′

2
= −C − i̧strižai simetrinė.

Teorema i̧rodyta.

Teorema. Matricos A ir A′ turi tas pačias tikrines reikšmes.
I̧rodymas. Matricos A tikrinės reikšmės yra štai tokios lygties šaknys:

det(A′ − λE) = 0. (2)

Analogǐskai, matricos A′ tikrinės reikšmės yra šios lygties

det(A′ − λE) = 0 (3)

šaknys. Kadangi detA = detA′, tai (2) ir (3) daugianariai yra tie patys, taigi
A ir A′ tikrinės reikšmės yra to paties daugianario šaknys.
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Teorema i̧rodyta.

Pastaba. Matricu̧ A ir A′ tikriniai vektoriai skirtingi. Ištikru̧ju̧, tikriniai
vektoriai yra lygčiu̧ sistemu̧

(A′ − λE)x = 0,

(A′ − λE)y = 0,

sprendiniai, o atlikus transponavimo veiksma̧ lygčiu̧ sistemai, gauname kita̧
lygčiu̧ sistema̧, taigi ir sprendiniai bus skirtingi.

Apibendrinsime transponavimo veiksma̧ matricoms su kompleksiniais ele-
mentais. Imkime

A = {akj},
akj = αkj+iβkj , i =

√
−1. Apibrėšime nauja̧ matrica̧ A∗. Operacija ∗ (,,žvaigždutė”)

reǐskia, kad matrica transponuota ir vietoje elementu̧ akj paimti ju̧ jungtiniai
skaičiai

akj = αkj − iβkj .

Pvz.

A =

(

2 + i −4i
3 − 3i −1 + 4i

)

, A∗ =

(

2 − i 3 + 3i
4i −1 − 4i

)

.

Jei aij – realieji skaičiai, t.y. āij = aij , tai

A∗ = A′.

Apibrėžimas. Jei A∗ = A, matrica vadinama Ermito matrica.
Aǐsku, jei aij – realieji skaičiai, tai sa̧voka ”Ermito matrica” sutampa su

sa̧voka ,,simetrinė matrica”.

Pvz. Matrica

A =

(

2 3 − i
3 + i 4

)

.

yra Ermito matrica, nes A∗ = A. Bet matrica

A =

(

2 + i 3 − i
3 + i 4 + 3i

)

.

nėra Ermito matrica, kadangi

A∗ =

(

2 − i 3 − i
3 + i 4 − 3i

)

6= A.

Taigi, ǐs A∗ = A (A – Ermito matrica) gauname

āii = aii,
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t.y. aii – realieji skaičiai. Ermito matricos diagonaliniai elementai turi būti
realieji skaičiai. Be i̧rodymo pateikiame svarbia̧ lygybȩ:

(

AB
)′

= B′A′.

Panašiai buvo su atvirkštinės matricos veiksmu:

(AB)−1 = B−1A−1.

3. Vektoriu̧ skaliarinė sandauga ir ortogonalieji vektoriai. Imkime
du vektorius-stulpelius

x =











x1

x2

...
xn











, y =











y1

y2

...
yn











Matricu̧ transponavimo veiksmas, aprašytas praeitame skyrelyje, tinka ne tik
kvadratinėms matricoms, bet ir stačiakampėms matricoms. Pritaikȩ matricu̧
transponavimo veiksma̧ vektoriui-stulpeliui, turime stulpeli̧ rašyti eilute. Taigi

x′ = (x1, x2, . . . , xn).

Anksčiau jau buvome rašȩ

x =
(

x1, x2, . . . , xn

)′
=











x1

x2

...
xn











Taigi, x – stulpelis, x′ – eilutė. Čia ir svarbu, ir i̧domu pastebėti, kad

x′x =
(

x1, x2, . . . , xn

)











x1

x2

...
xn











= x2

1
+ x2

2
+ . . . + x2

n

yra skaičius, o

xx′ =











x1

x2

...
xn











(

x1, x2, . . . , xn

)

=









x1x1 x1x2 . . . x1xn

x2x1 x2x2 . . . x2xn

. . . . . . . . . . . .
xnx1 xnx2 . . . xnxn









yra matrica.
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Apibrėžimas. Dvieju̧ vektoriu̧

x =











x1

x2

...
xn











, y =











y1

y2

...
yn











skaliarine sandauga vadiname skaičiu̧

(x, y) = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn. (4)

Taigi, galime pastebėti, kad
(x, y) = x′y. (4a)

Panagrinėsime, kas yra (Ax)′. Ax yra vektorius, kurio i-toji koordinatė yra

n
∑

j=1

aijxj .

Taigi, Ax yra vektorius-stulpelis

Ax = {
n

∑

j=1

aijxj}i=1,n.

Apskaičiuokime x′A′ :

x′A′ =
(

x1, x2, . . . , xn

)









a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann









=
(

n
∑

j=1

a1jxj ,
n

∑

j=1

a2jxj , . . . ,
n

∑

j=1

anjxj

)

= (Ax)′.

Taigi, gavome svarbia̧ formulȩ

(Ax)′ = x′A′. (5)

Svarbu pakartotinai pabrėžti, kad šioje formulėje x yra vektorius-stulpelis, o x′

– vektorius-eilutė.
Apibrėžus (4) formule skaliarinȩ sandauga̧, galima apibrėžti vektoriaus ilgi̧:

‖x‖ =
√

(x, x) =
√

x2

1
+ x2

2
+ . . . + x2

n. (6)

Dydis ‖x‖ vadinamas taip pat vektoriaus norma, o geometrinė šio dydžio inter-
pretacija, kaip minėta, yra vektoriaus ilgis.
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Teorema. Bet kuriems vektoriams x ir y yra teisinga nelygybė

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖. (7)

I̧rodymas. Imkime bet kuri̧ skaičiu̧ α ir sudarykime vektoriu̧ z = αx − y.
Pagal (6) formulȩ ‖z‖ ≥ 0. Perdirbame ‖z‖ :

‖z‖2 = (z, z) = (αx − y, αx − y) = α2(x, x) − 2α(x, y) + (y, y).

Kadangi ‖z‖ ≥ 0, tai

α2(x, x) − 2α(x, y) + (y, y) ≥ 0.

Kairėje šios nelygybės pusėje yra kvadratinis trinaris α atžvilgiu su neneigiamu
koeficientu prie α : (x, x) ≥ 0. Jei kvadratinis trinaris su neneigiamu koefi-
cientu prie α2 yra visada teigiamas, tai kvadratinės lygties šaknys turi būti
kompleksinės, t.y. diskriminantas (pošaknis) yra neigiamas:

(x, y)2 − (x, x)(y, y) ≤ 0.

Iš čia ir seka (7) nelygybė. Teorema i̧rodyta.
(7) nelygybė vadinama Košy-Buniakovskio nelygybe.

Apibrėžimas. Kampas ϕ tarp dvieju̧ vektoriu̧ x ir y apibrėžiamas lygybe:

(x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ cosϕ. (8)

Ištikru̧ju̧, (8) formulė yra visada prasminga, kadangi, sutinkamai su (7) formule

0 ≤ |(x, y)|
‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1,

taigi −1 ≤ cosϕ ≤ 1 ir ϕ yra vienareikšmiai apibrėžiamas intervale ϕ ∈ [0, π].
Taigi, jei cosϕ = 0, tai ϕ = π/2. Iš čia kilȩs sekantis apibrėžimas:

Vektoriai x ir y yra ortogonalūs, jei (x, y) = 0.

Ištikru̧ju̧, jei (x, y) = 0, tai cosϕ = 0, ϕ = π/2, o ϕ = π/2 geometrijoje
susijȩs su sa̧voka ”status kampas” arba ”ortogonalu”.

4. Simetrinės matricos tikrinės reikšmės ir tikriniai vektoriai. I̧rodysime
dvi pagrindines teoremas.

Teorema. Simetrinės matricos visos tikrinės reikšmės yra realieji skaičiai.
I̧rodymas. Pažymėkime simetrinės matricos A tikrinȩ reikšmȩ λ ir jai

atitinkanti̧ tikrini̧ vektoriu̧ x :
Ax = λx. (9)
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Kadangi λ ir x gali būti bendru atveju kompleksiniai, imkime paskutinėje ly-
gybėje kompleksǐskai jungtinius skaičius:

Āx̄ = λ̄x̄.

Kadangi matricos A elementai – realieji skaičiai, tai Ā = A, taigi

Ax̄ = λ̄x̄.

Toliau
(Ax̄)′ = (λ̄x̄)′.

arba
x̄′A = x̄′λ̄. (10)

(9) lygybės abi puses padauginkime ǐs kairės ǐs vektoriaus x̄′ :

x̄′Ax = x̄′λx. (11)

(10) lygybės abi puses padauginkime ǐs dešinės ǐs vektoriaus x :

x̄′Ax = x̄′λ̄x. (12)

(11) ir (12) lygybiu̧ kairiosios pusės lygios, taigi

x̄′λx = x̄′λ̄x

arba
λx̄′x = λ̄x̄′x.

Kadangi x̄′x 6= 0 (x – tikrinis vektorius), tai

λ = λ̄.

Taigi λ – realusis skaičius. Teorema i̧rodyta.

2 Teorema. Jei A – simetrinė matrica,

Ax1 = λ1x1, (13)

Ax2 = λ2x2, (14)

ir λ1 6= λ2, tai (x1, x2) = 0.
I̧rodymas. Padauginkime (13) lygybȩ ǐs kairės ǐs x′

2
:

x′

2
Ax1 = λ2x

′

2
x1.

(14) lygybȩ pirmiausia transponuokime

x′

2
A = λ2x

′

2
,

7



o dabar padauginkime ǐs dešinės ǐs x1 :

x′

2
Ax1 = λ2x

′

2
x1. (16)

Iš (15) ir (16) lygybiu̧ gauname

λ1x
′

2
x1 = λ2x

′

2
x1

arba
(λ1 − λ2)x

′

2
x1 = 0.

Kadangi λ1 − λ2 6= 0, tai
x′

2
x1 = 0.

Pagal (4a) lygybȩ
(x2, x1) = 0.

Taigi vektoriai x1, x2 – ortogonalūs. Teorema i̧rodyta.
Be i̧rodymo pateikiame bendresnȩ teorema̧.

3 Teorema. Jei A – simetrinė matrica, tai egzistuoja n tiesǐskai nepriklau-
somu̧ tikriniu̧ vektoriu̧ xi, tenkinančiu̧ sa̧lygas:

(xi, xj) =

{

1, i = j,
0, i 6= j,

t.y. simetrinės matricos tikriniai vektoriai yra ortonormuoti (tarpusavy ortogo-
nalūs, ir vektoriu̧ norma arba ilgis lygi vienetui).
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