3.Tiesinés vektorinés erdves

3.1. Tiesinés erdvés. Tiesinés erdvés savoka yra viena pagrindiniy matem-
atikos Sakos — funkcinés analizés — savokuy. Cia pateikiamos tik pagrindinés
elementarios tiesinés erdveés savybés. Vienas i§ paprasCiausiy ir gana svarbiy
tiesinés erdvés pavyzdziy — tiesinés vektorinés erdvés. Butent, tiesinéje vek-
torinéje erdvéje apibréziama matrica kaip vektoriaus atvaizdis (operatorius).

Apibrézimas. FElementy x,y, z, ... aibé E vadinama tiesine erdve, jei
1. yra taisyklé, kuri dviems bet kuriems aibés E elementams x ir y priskiria
treciqjs Sios aibés elementq x +y € E vadinamag Siy elementy suma;

2. yra taisyklé, kuri bet kuriam aibés E elementui x ir bet kuriam skaiciui o
priskiria elementq ax € E vadinamqg skaic¢iaus « ir elemento x sandauga.

Keletas 7odziy dél elementy z + y ir oz savybiy. Sios savokos (elementy
suma ir elemento sandauga i§ skai¢iaus) turi pasizymeéti Siomis savybémis:

1. x +y = y + = (komutatyvumas);
(r+y)+2z=2a+ (y + 2) (asociatyvumas);
3 vienintelis elementas 0 toks, kad 0 + z = z + 0 = z; kiekvienam z €
F dye Ftoks,kad x+y=0,tyy=—x;

2.1 z=ux
a(fx) = (af)z;
(a+ f)e = az + i
alz+y) = ax + ay.

Tiesinés erdvés apibrézime vietoje dviejy savybiy galima suformuluoti vieng
— apibendrinta savybe. Taigi ekvivalentus yra toks apibrézimas:

Apibrézimas. Elementy x,vy, z, ... aibé E vadinama tiesine erdve, jei bet
kuriems aibés x,y elementams ir bet kuriems skaiciams o, 8

axr+ Py € E.

Elementas ax + By vadinamas elementy x ir y tiesine kombinacija.
Tiesiniy erdviy pavyzdziai.

1 Pvz. Tolydziy funkcijy aibé. Aigku, $i aibé — tiesiné erdvé: jei f(z) —
tolydi funkcija, g(x) — tolydi funkcija, tai ir a.f (x) 4+ Bg(x) — irgi tolydi funkcija.

2 Pvz. Algebriniy daugianariy iki n-tosios eilés imtinai aibé. IStikryjy, jei
f(z) ir g(z) — neaukstesnés kaip n-tosios eilés daugianariai, tai af(x) + Bg(z) —
irgi yra neaukstesnés kaip n-tosios eilés daugianaris.



3 Pvz. n-tosios eilés daugianariy aibé. Siaibé — néra tiesiné erdve. IStikryjy,
imkime du antrosios eilés daugianarius

2?—2r+1 ir —2°+32-8
bet §iy daugianariy suma
v~ 20+ 1+ (-2 +3x—-8) =27
néra antrosios eilés daugianaris.

4 Pvz. Atskiras atvejis aibiy, nagrinéty antrame ir tre¢iame pavyzdziuose
— tai skai¢iy aibé. Skaiciy aibé — tiesiné erdveé.

5 Pvz. Trikampiy aibé. Tai néra tiesiné erdvé (néra apibrézta trikampiy
sudétis, taip pat daugyba i§ skaiCiaus; skyrium imant, ka reiskia z +y = 0 ir
pan.).

6 Pvz. n-tosios eilés vektoriai (vektoriai, turintys n komponenéiy). Jei z ir
y — to paties n-tojo matavimo vektoriai

X Y1

X2 Y2
xr = s 'y = :

Tn Yn

tai ax 4+ By — irgi n-tojo matavimo vektorius (n-matis vektorius):
azry + By
ary + Y2
ax + Py = )

axy + Byn

Ivesime poerdvio savoka.

Apibrézimas. aibé F' C E vadinama tiesinés erdvés E tiesiniu poerdviu,
jei bet kuriy elementy x,y € F tiesiné kombinacija ax + Py € F.

Tiesinio poerdvio pavyzdziai.

7 Pvz. E- tolydziy funkcijy erdvé, F' — tolydziy funkcijy, turin¢iy tolydzia
iSvestine. poerdvis.

8 Pvz. F — daugianariai neaukstesnio kaip n-tojo laipsnio, F' — neaukstesnio
kaip m-tojo laipsnio daugianariai, m < n.



9 Pvz. E — trimagciy vektoriy erdvé, F' — trimaciy vektoriy erdve, kuriy
trecioji koordinaté lygi 0. Kitaip tariant, ' — vektoriai, priklausantys trimatei
erdvei, F' — vektoriai, esantys vienoje plokstumoje.

3.2. Tiesiskai nepriklausomi elementai. Erdvés bazé. Imkime n
tiesinés erdvés E elementy: z',22%,...,z". Imkime n skaiiy: ai,as,...,ap.
Sudarykime erdveés elementy tiesine kombinacija

a1 + T + ..+ a, T

Apibrézimas. Tiesinés erdvés elementai &', 72, ..., Z" yra tiesikai neprik-
lausomi, jei lygybé
T+ e .+ " (1)
teisinga tada ir tik tada, kai o; = 0,2 =1,2,...,n.
Jei (1) lygybé galima, kai bent vienas skai¢ius a; # 0, tai elementai !, z2, ..., 2"
yra tiesiSkai priklausomi.
Tarkime, kad elementai z',72,...,Z" yra tiesigkai priklausomi, t.y. (1) ly-

gybéje bent viena konstanta «; nelygi nuliui, pvz., tegu «; # 0. Tada visus
lygybés narius galime padalinti i$ Sios konstantos «; :

_ Qg _ Qp _
zt [C———Y,; L
g aq

Taigi, jei elementai yra tiesiSkai priklausomi, tai bent vienas elementas i$ jy gali
buti isreikstas kity elementy tiesine kombinacija.

Aigku, jei tarp elementy ', Z2,...,Z" yra bent vienas nulinis elementas, tai
Sie elementai butinai yra tiesiskai priklausomi. IStikryjy, prie nulinio elemento
imdami konstanta, nelygia nuliui, o prie kity elementy imdami «; = 0, gausime,
kad (1) lygybé visada teisinga.

10 Pvz. Imkime tiesine erdve, kurios elementais yra neaukstesnio kaip n-
tojo laipsnio daugianariai. Nesunku jsitikinti, kad elementai

yra tiesiSskai nepriklausomi. Istikryjy, imkime tiesine kombinacija
ap + a1z + asx? + ..+ apa”
Jei §i tiesiné kombinacija buty lygi nuliui, tai reiksty, kad visoms z reikSméms

daugianario reikSmeé lygi nuliui t.y. visi skai¢iai yra daugianario Saknys. Bet to
negali buti. Taigi, elementai

yra tiesiskai nepriklausomi.



11 Pvz. Imkime tris elementus (neaukstesnius kaip pirmojo laipsnio dau-
gianarius):
1,z,2z + 3.

Ar Sie elementai yra tiesiskai priklausomi, ar tiesiSkai nepriklausomi? Jie yra
tiesiSkai priklausomi, kadangi galima parinkti nenulinius skai¢ius:

_37 _25 17

tokius, kad
-3-1-2-24+1-(22+3)=0.

Apibrézimas. Elementai z',2%,..., 2" vadinami tiesinés erdvés baze (su-
daro tiesinés erdveés baze), jei

a) jie yra tiesiSkai nepriklausomi,

b) bet kuris erdvés elementas x isreiskiamas Siy elementy tiesine kombinacija:

n
T = Z ozt (2)
k=1

_ 12 Pvz. imkime neaukStesnio kaip n-tojo laipsnio daugianariy tiesing erdve.
Sios erdvés baze sudaro elementai

Istikryjy, 10 Pvz. parodyta, kad Sie elementai yra tiesiSkai nepriklausomi.
Toliau, bet kuris neaukstesnio kaip n-tojo laipsnio daugianaris f(z) gali buti
uzraSytas pavidalu:

f(x) =ao+ a1z + asx® + ..+ apz™.
Taigi, teisinga (2) israiska.
Pastaba. IS bazés apibrézimo seka, kad elementy visuma sudaro baze, kai
ty elementy yra ne per daug (t.y. elementai yra tiesiSkai nepriklausomi, o jei jy

buty per daug, jie galéty buti tiesiskai priklausomi) ir ne per mazai (jei jy buty
mazai, tai ne visus x galima buty i8reiksti (2) pavidalu).

3.3. Tiesinés vektorinés erdvés. Tiesine erdve, kurios elementais yra
n-maciai vektoriai
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Y1
y= ?2 = Y1, Y2,--5yn), 0 bt
v
vadinsime n-mate vektorine erdve E,,.

1 Teorema. Vektorinéje erdvéje E, egzistuoja bazé, kurig sudaro n vektoriy.

Irodymas. Sukonstruosime baze i$ n vektoriy. Apibrézkime §tai tokius viene-
tinius vektorius:

1 0 0
0 1 0
51: 0 ) 52: 0 ) agn: 0
0 0 1

1) Irodysime, kad 8ie vektoriai yra tiesiskai nepriklausomi. Tarkime, kad

i Oékgk = 0,
k=1

t.y

1 0 0

0 1 0

a| O lva| O [+ a0 =0

0 0 1
arba

aq

Q2

=0, ty ar=0 k=12 ...,n.
an

Taigi, 85, yra tiesiskai nepriklausomi.
2) Imkime bet kurj n-matj vektoriy Z. Irodysime, kad ji galime iSreiksti

vektoriy 81, da, . . ., 0, tiesine kombinacija. Perdirbame vektoriy z :
0
1 0 1 0
2 T1 0 + 9 0 + ... 4z, 0 =0
Tn :
0 0 1



Taigi, vektoriai 01, da, . .., 0, tenkina abi bazés savybes. Teorema jrodyta.
Svarbus atsakymas j klausima, kiek yra baziy erdvéje E,. Atsakymas duo-
damas sekancioje teoremoje, butent, pasirodo, baziy yra be galo daug.

1 =2 7N

2 Teorema. Bet kurie n tiesiSkai nepriklausomi vektoriai T,%°,...,%

sudaro erdvés E,, baze.

Irodymas. Vektoriai yra tiesiSkai nepriklausomi. Kad jie sudaryty baze, be-

lieka jrodyti, kad bet kurj vektoriy & = (1, z2,. .., z,) galima iSreiksti vektoriy
z', Z%,...,Z" tiesine kombinacija. Taigi, reikia jrodyti, kad visuomet atsiras
tokie skaiciai a1, ao, ..., a,, kad

n
=Y a;z (3)
j=1
Uzrasykime 8ig lygybe koordinatiniu pavidalu:
a1z} +anri . gl =z, i=1,2,...,n. (4)

Kadangi z', 22

, ..., X" — tiesiskai nepriklausomi, tai i$ lygybés
az} + i + ..+ apal =0,
seka a1 = ag = ... = a,, = 0. Taigi, homogeniné lygéiy sistema
arzf Faor? + . danal =0, i=1,2,...,n
turi tik trivialy sprendinj:
ap =ag =...=a, =0.

Taigi, sistemos determinantas

1 2 n
n
x3 x5 ... x§ | 20
1 2 n
Todél nehomogeniné lygéiy sistema (4) turi vienintelj sprendinj «q, @, .. ., ay.

Tuo paciu jrodéme, kad israiska (3) galima. Teorema jrodyta.

3.4. Koordinacdiy transformacija ir jos matrica. n-matéje vektorinéje
erdvéje E, imkime kurias nors dvi bazes:

élaéQa"'aén;

€1,€2,...,En.



Uzrasykime vektoriy &;, j =1,2,...,n bazés {€;} elementais:

n
E_j = Zsijéi; (5)
i=1

¢ia s;; — tam tikri skaiciai. Dabar imkime bet kurj vektoriy Z, po to iSreikskime
ji bazés {&;} elementais, o véliau pasinaudokime formule (5), kad isreik§tume
vektoriy T bazés {¢€;} elementais:

n n n
r = E ;€5 = g :E]-( swel) =
j=1 J=1 i=1
n n n
= E ( sij:ij)ei = E xT;€;
=1 g=1 =1
Cia pazymeéta:
n
Ty = E Sij.fj, i=1,2,...,n. (6)
j=1

T1 811 S12 ... Sin 3:01
T2 _ | s s2 ... s L2 (7)
Tp Spl Sn2 ... Snn -%n
Arba sutrumpintai:
z = 5%, (8)
¢ia S kvadratiné matrica
S11 S12 ... Sin
S _ S921 S99 . Son
Snil Sn2 . Snn

Kiekviena i§ formuliy (6), (7), (8) atsako j klausima, kaip vieno ir to paties
vektoriaus Z koordinatés bazéje {e;} gali buti isreikstos per koordinates bazéje
{ei}. Kartu galime pasakyti taip: matrica S duoda mums galimybe (buda) viena
vektoriy & pervesti j kitg vektoriy z.

3.5. Tiesiniai operatoriai ir jy matricos. Iveskime operatoriaus savoks.
Tam tikra prasme operatoriaus savoka apibendrina funkcijos savoka. Paprasci-
ausiu atveju, funkcija tai taisyklé, kuri kiekvienam skaic¢iy aibés E elementui
priskiria viena arba kelis kitos aibés £ elementus. Analogiskai, operatorius tai
taisyklé, kuri kiekvienam tiesinés erdvés E elementui priskiria vieng ar kelis
kitos tiesinés erdvés E elementus.



Imkime dabar tiesine vektorine n-mate erdve E,,. Apibrézkime operatoriy A,
kuris kiekvienam erdvés E,, elementui = priskiria tos pacios erdvés E,, elementa
y. Kol kas nagrinésime tik tiesinius operatorius. (Tiesiné funkcija — tai f(x) =
ax +b).

Apibrézimas. Operatorius A vadinamas tiesiniu operatoriumi, jei bet
kuriems dviems erdvés E, elementams ir bet kuriems skaiciams « ir 3 yra
teisinga lygybé

A(ax + By) = aAz + BAy. 9)

Panagrinékime, kokio pavidalo turi buti tiesinis operatorius tiesinéje vek-
torinéje erdvéje E,. Erdvéje E, imkime baze: €1, €s,. .., €,. Imkime bet kuriuos
du vektorius Z ir 3 :

Apibrézkime
j = Az,

A — tiesinis operatorius. Perdirbkime israiska AZ :

g = Az = A(Z I'jéj) = ijAéj' (10)
7j=1 j=1

Isreikskime vektoriy Ae; baziniais vektoriais: e1,..., e, :

n
Aéjz E Qij€;.
=1

Istatome 3ig iSraiska i (10):

n n n n n
= § : § : 5. — § : § : 5. § : P
Az = Ij( aijei> = ( aijxj>ei = yie .
j=1 i=1 Jj=1 =1 i=1
Taigi,
n
Yi = E QijTj
Jj=1
arba
a1 ai2 o Q1n
_ _ a1 ang N 1))
y=Azx, A= "
apl  Ap2 ... dnn

Isvada: Padarius prielaida. kad A — tiesinis operatorius ir y = Ax, gauname,
kad A — kvadratiné matrica. Taigi, tiesinis operatorius n-matéje vektorinéje



erdvéje yra matrica. Si iSvada — vienas i§ daugelio iliustracijy, kam reikalingos
matricos.

3.6. Matricy sandaugos formulé. Naudodamiesi 3.5 skyrelio medziaga
iSveskime formule, kaip dauginti dvi matricas.
Imkime dvi matricas:

A={ai}, B={bi}.

Pazymékime
C = AB,
ir C = {c;;}. Imkime baze &', &2,...,&" ir bet kurj vektoriy Z :
T = Y Tj€;
j=1
Apskai¢iuokime:
Bz = B(i:cjéj) = ix]Bej =
J=1 J=1
= Z:cj (stjés) = Z (stjzc])es
j=1 s=1 s=1 j=1
Analogiskai
n n n n
Czx = (chjlﬂj)és = Z (Zcijxj)éi' (11)
s=1  j=1 i=1  j=1
Toliau
ABx = A(Bz)= Ai (zn:bijj) =
s=1 j=1
= Z (stjxj)Aes =
s=1  j=1
= Z (Z bsj$j) Ajs€; =
s=1  j=1 i=1
n n
= Z (Z (Za“’ éj)ac]) (12)
=1 j=1

Cij = Zaisbsj- (13)
s=1



Cia ir matricy daugybos formulé. Cia parodyta, kodél taip dauginamos matri-
cos, o ne kokiu nors kitu budu.

1 2 2
A<3 4>’ B<4

(12424 1-142-3\_ (10 7 (5 8
AB_(3~2+4.4 3~1+4~3>_(22 15)’ BA_(13 20)'

Taigi, bendru atveju

13 Pvz.

W =

AB # BA.

Jei AB = BA, matricos A ir B vadinamos komutatyviomis matricomis.
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