2. Algebriniai daugianariai ir jy Saknys
(Algebrineés lygtys ir jy sprendimas)

2.1. Apibrézimas ir pavyzdziai. Imkime kintamaji * € (—o00,00).
Funkcija
f(@) = aox”™ + a12" " + ..+ an_12 + ap, (2.1)

kai ag, a1, ...,a, — skai¢iasi, ap # 0 vadinamas n-tosios eilés (n-tojo laipsnio)
algebriniu daugianariu arba tiesiog daugianariu.

Skiriami du atvejai: a;,¢ = 0,1,...,n yra realieji skai¢iai arba kompleksiniai
skaiCiai. Paprastai, jeigu tik neuzakcentuosime priesingai, laikysime, kad a; —
realieji skaiciai.

Pastebékime, kad nulinés eilés daugianariai yra skaiciai. Skaicius 0 — irgi
daugianaris, bet jo eilé neapibrézta.

Du daugianariai yra lygus, jei koeficientai prie ty paciy x laipsniy yra lygus.

Gana paprastai ir naturaliai apibréziami daugianariy sudéties, atimties ir
daugybos veiksmai.

Dviejy daugianariy f(z) ir g(z) suma (skirtumu) vadiname tokj daugianarj,
kurio koeficientas prie kiekvieno z laipsnio lygus sumai (skirtumui) koeficienty
prie to paties x laipsnio daugianariuose f(z) ir g(z).

1 Pvz.
flx)=a% -4+ 2+ 1; g(z) =22+ 1;
flx)+g(x)=2® —32> +2* + o +2;
f(x) —g(x) = 2® — 52 + 2.
Dauginami daugianariai, kiekviena f(z) daugianario nar] padauginant i3
kiekvieno g(z) daugianario nario ir sudedant visas gautas sandaugas, po to,

jeigu reikia, sutraukiant panaSius narius. Jei f(z) eilé n, o g(z) eilé m, tai
visuomet f(z)g(x) — daugianaris, kurio eilé n + m.

2 Pvz.

flx)=2*-32+2, g(x)=a>+22-3;

fx)g(z) = a* 4223 — 322 —32% — 622 + 92+ 22° + 42 — 6 =
= 2t -2 — 722+ 13z —6.

2.2. Daugianariy dalyba. Hornerio schema. Daugianariy dalyba
nevisada galima, tiksliau, dalinant viena daugianarj is kito, nevisada Sitai galima
atlikti be liekanos. PanaSiai kaip sveika skai¢iy dalinant i§ sveiko skaiCiaus,
nevisada gausime sveika skaiciy, kai kada liks liekana.



2.2.1. Daugianariy dalyba su liekana.
Visuomet galima atlikti daugianariy dalyba su liekana, t.y. bet kokiems
daugianariams f(x) ir g(x) galima vienareik§miskai uzrasyti lygybe

f(x) = g(x) - q(z) +r(z), (2.2)

kurioje ¢(z) ir r(z) — tam tikri daugianariai; daugianario r(x) eilé visuomet
mazesné uz daugianario g(z) eile (arba r(x) = 0). r(x) vadinama dalybos
liekana.

3 Pvz.
flxy=2>-1; gx)=2>+z+1;

Turime
B —1=@"4+z+1)(z-1)

taigi, daugianaris f(z) dalijasi i§ daugianario g(z) be lickanos (r(x) = 0).

4 Pvz.
flx)=2*+2; g(x)=2—1.

Siuo atveju
P 4+2=(x-1)(z+1)+3

taigi 7(z) = 3. f(x) nesidalina i§ g(z) be lickanos.

2.2.2. Dalybos su liekana algoritmas.

Trumpai paaigkinsime dalybos algoritma pavyzdziu, kai f(z) = % — 23 —
922 + 14x — 2, g(v) = 2 + 2z — 3 (7. Zemiau schema). Parenkame narj (z?),
tokj, kad padauginus jj i§ g(x) pirmojo nario (x?), gautume f(z) pirmajj narj
(x*). Padauginame g(z) i§ parinkto nario (22) ir gauta daugianarj (uzrase ji po
daugianariu f(z)), atimame i§ f(x). Su gautu skirtumu vél pradedame dalyba
i3 naujo, t.y. parenkame narj (—3z), kuri padauginus i§ g(z) pirmojo nario (x?)
gautume skirtumo pirmajj narj (—32?) ir t.t. Procesa uzbaigiame, kai skirtumas
yra arba lygus nuliui, arba jo eilé maZesné uz g(z) eile.

a2t — 23—+ M4 —2 | 22422 -3
—(+z* + 223 — 322)

| 2% — 3z
—3x3 — 622 + 14z — 2
— (=323 — 622 + 9x)
br — 2

Gavome
(z* —2® — 922 + 14z — 2) = (2 + 22 — 3)(2? — 32) + (5z — 2).

2.2.3. Dalyba i dvinario. Hornerio schema. Padalinkime (2.1)
daugianarj i§ pirmosios eilés daugianario (x — b) :



-1 —2
aoxy +a1z" Fax" ..+ an—1x +ay r—0b
—(apz™ — agbx™ 1)

| a():c"’l + (a1 —+ aob)x”*Z —+ ...
(a1 + apb)z™ ' + agz™ % + ...
7((0,1 —+ aob):c"’l — (a1 —+ aob)bx”*Q)

Siam dalybos procesui atlikti patogu naudoti Hornerio schema:

lao | a1 |az | ... | an-1 | an |
b | ago | by | by | | bp—1 | by |
kurioje virsutinéje eilutéje i eilés suraSomi skaiciai ag,asq,...,a,; apatinéje

eilutéje du pirmieji skaiciai b ir ag. Likusieji skaic¢iai surandami pagal tokias
formules

by = agb + aq,
by = b1b + as,
b3 = bab + a3, (2.3)
bp—1=bp—2b+an_1,
by = bp_1b+ an,
Tada
apz” + a1z 1+t ap_1z+a, =
= (apz" t + 012" 2 4 by ox + by 1) (x —b) + by (2.4)
Pvz. Sudarome Hornerio schemg. Pradzioje surasome
| 2]0[-3]5
4]2]
Po to pradedame skai¢iuoti pagal (2.3) formules:
|[2[0]-3] 5
4]12[8]29]121
Taigi,
203 — 3z 4+ 5 = (207 + 8z + 29)(x — 4) = 121.
Dabar uzragykime (2.2) formule, kai g(z) =2 —b:
f(x)=(z—b)q(z) +m; (2.5)
¢ia r = const. IraSome j (2.5) formul¢ z =b:
fb)=r. (2.6)



Taigi, i§ (2.6) gausime iSvada: norint atsakyti j klausima, kokia bus liekana
dalinant f(z) i§  — b, galima apskai¢iuoti f(x) reikSme taske x = b — §i reik§me
lygi dalybos liekanai.

Jei r = 0, sakome, kad f(x) dalosi i§  — b be liekanos.

2.3. Daugianario Saknys.

Apibrézimas. Jei imant x = ¢ daugianaris f(z) jgauna reiksme f(c) =0,
tai skaicius ¢ vadinamas daugianario f(z) Saknimi.

Sulygine §j apibrézima su (2.6) formule, galime pasakyti taip: skaiius ¢ yra
daugianario f(x) Saknis, jei daugianaris f(x) dalosi i§ « — ¢ be liekanos.

Apibrézimas. Jei daugianaris f(x) dalosi i5 (xz — c)* be liekanos, k > 1 -
sveikas teigiamas skaicius, bet nesidalo be lickanos i§ (x—c)**1, tai ¢ vadinamas
k-kart kartotine Saknimi.

6 Pvz. Imkime f(z) = (z—c)3q(x), ¢(z) — nesidalina i§ 2 — c. Issiaigkinsime,
kaip kitaip galima nusakyti dalyba i§ (z—c)* be liekanos. Suraskime daugianario
f(z) tris pirmasias i§vestines:

fl(@) = 3(z — 0)*q(x) + (z — )¢ (w),

f'(z) = 6(z — cq(2)) = 6(z — ¢)*)' () + (2 — )¢ (2),

f"(@) = 6q(x) +18(z — )¢ (x) + 9(z — ¢)*¢" (2) + (z — ¢)’¢"" (2).
IraSydami z = ¢, gauname
fle)=0, f'(c) =0, f"(c) =0. f"(c) = 6g(c) # 0.
Isvada: Jei f(x) dalinasi be liekanos i (z — )3, bet nesidalina be liekanos
i3 (v — c)*, tai

fle)=f'(e)=f"(c)=0, f"(c) #0.

Pasirodo, analogiska iSvada teisinga, esant bet kokiam Saknies x = ¢ kartotinu-
mui. Todél k-kart kartotine Saknj galima apibrézti ir tokiu budu.

Apibrézimas. Jei

flO=f(e)=...= " V() =0,

F®(e) #£0,



tai skaicius ¢ vadinamas k-kart kartotine Saknimi.

Pastaba. Daugianario f(x) Saknis, kaip minéta, apibréziama lygybe f(c) =
0. Todél paaprastai galima pasakyti ir kitaip: daugianario f(x) Saknis yra
lygties f(z) = 0 sprendinys.

I8 tikryjy, jrasius j lygti f(«) = 0 reikdme = ¢, gauname tapatybe f(c) = 0.
Greta savokos "lygties sprendinys" vartojama ir savoka "lygties Saknis" kaip
sinonimas. Bet savokos "daugianario sprendinys" reikia vengti, tai nelogiskas
zodziy junginys.

2.4. Pagrindiné algebros teorema. Be jrodymo pateiksime teoremas,
vadinama pagrindine algebros teorema, apie daugianario Saknies egzistavima.

Teorema (pagrindiné algebros teorema). Jei ag, a1, ..., a, — kompleksiniai
skaiciai, tai daugianaris turi bent vieng kompleksine (ar realig) Saknj.

Pastaba. Teoremoje daugianaris imamas su kompleksiniais koeficientais
ap,a, ..., a,. Aisku, atskiras atvejis — visi ag, a1, ...,a, yra realieji skai¢iai.
Bet realiyjy koeficienty atveju tvirtinimas lygiai toks pat: egzistuoja bent viena
kompleksiné (gal reali, bet nebutinai reali) Saknis.

1 Isvada. UzraSykime teoremos tvirtinima tokia formule:
f(@) = (z —c)a(2),
kurioje ¢1 (z) — (n — 1)-osios eilés daugianaris. Pagal ta pacia teorema:
@ (z) = (z — c2)q2(),
g2(x) — (n — 2)-osios eilés daugianaris. Tesdami tokj procesa toliau, gautume
fl@)y=(x—c)lx—ca)...(x —cpn).

Taigi, galutinai gauname iSvada: n-tosios eilés daugianaris turi lygiai n kompleksiniy
(ar realiy) Sakny.
Daugianario Saknys gali buti tiek kartotinés, tiek nekartotinés (paprastosios).

2.5. Daugianario Sakny radimas. [8nagrinésime paprasciausius atvejus,
kai galime surasti visas daugianario Saknis:

251. n=1,ty.
agr +a1 =0, ag#0.

IS ¢ia



Uzdavinys pilnai iSsprestas. Pirmosios eilés (tiesinis) daugianaris turi viena
Saknj — ja ir radome.

25.2. n=2,ty.
aox® + a1z +axs =0, ag#D0.

Tai kvadratiné lygtis. Jos Saknys yra:

—a1 \/a% — 4agpas

2(1()

T1,2 =

Priklausomai nuo to, ar poSaknyje esantis skai¢ius a? — 4apas yra teigiamas,
neigiamas ar lygus nuliui, kvadratiné lygtis turi dvi skirtingas realias Saknis, dvi
jungtines kompleksines Saknis, ar vieng du-kart kartotine Saknj.

2.5.3. n =3, t.y.

aox® + a1z’ + asx +a3 =0, ag #0.

arba
23 4+ byx? + box + b3 = 0,
Cia a a a
b=, by= -2, by=—2.
agp ag ag
Irasydami j lygtj
b1
rT=y— —
Y73
lygti suvedame j pavidala
y*+py+q=0,
kur ) 5
b3 2b b1bs
=—=+4b =_1_ 2= 4 p.
p 3 +02 ¢ 3 3 + 03

Lygties y> 4+ py + ¢ = 0 sprendinius galime apskai¢iuoti jvairiais budais. Be
irodymo pateikiame tokia formule (Kardano formulé):

yj§+w9uéﬁ+%§m§u§ﬁ

Taikant Sia formule, reikia kiekvienai is trijy Saknies

07§+M%FH§3




reikSmei imti ta Saknies

b= §/7q —/&r+ &y

reikSme, su kuria teisinga lygybeé

p
af =—=.
p 3
Suradus y1, y2, y3 galutinai apskaic¢iuojame
b1 bl bl
T1=Yr— 5, T2=Y2— o5, T3=Y3— -

3 3 3

2.5.4. n = 4. Jaun = 3 atveju Sakny radimo formulés pakankamai sudétingos.
Ketvirtos eilés lygéiai irgi visada galima uZraSyti bendras Sakny radimo formules,
taciau jos yra dar labiau sudétingos, negu n = 3 atveju.

Taciau yra grieztai jrodyta, kad bet kuriam n > 5 negalime uzrasyti bendryjuy
formuliy Saknims rastri, naudojant paprascCiausius elementarios matematikos
veiksmus: sudétj, atimtj, daugyba, dalyba, Saknies traukima, kélima laipsniu.
Sakome, kad algebrinés lygties

apr” + a1z ' . ap_1x+an =0

sprendinius, kai n > 5 negalime iSreiksti radikalais.
Aigku, visuomet galima surasti papraséiausius lygties pavyzdzius, kuriuos
i8spresti mokame. Tokia i8sprendziama lygtimi yra

" —1=0,

imant bet kokj sveika skai¢iy n (Zr. 1 skyriy, 8 pvz.). Bet imant n > 5 visuomet
yra tokiy lygéiy, kad bendru pavidalu jy iSspresti radikalais negalime.

2.6. Pagrindiniai teiginiai apie daugianario Saknis.

Siame skyrelyje daroma prielaida, kad daugianario koeficientai yra realieji
skaiciai.

Pateiksime be jrodymu keleta teoremy apie daugianariy su realiaisiais koe-
ficientais realiyjy 8akny skaiCiy ir intervala, kuriame randasi Saknys.

2.6.1. Jei skaiCius a + ib yra daugianario su realiaisiais koeficientais Saknis,
tai a — b — irgi Saknis. Labai svarbus §io teiginio perfrazavimas: kompleksiniy
Sakny yra lyginis skai¢ius. Taigi, kai daugianario eilé n — nelyginis skaicius, tai
toks daugianaris turi bent viena realiaja Saknj.

2.6.2. Tarkime, kad daugianario

fl)=a2"4+az" P a2+ ... ta, 17 +a, (2.7)



koeficientai sveikieji skai¢iai. Pazymékime daugianario Saknis z1,xs,...,Z,.
Kadangi
flx)=(r—z1)(x —22) ... (T — ), (2.8)
tai sulygine (2.7) ir (2.8) iSraiskas, galime paragyti:
an = (=1)"z129 - - Xpy.
Taigi, jei daugianario Saknys buty sveikieji skaiciai, tai jie gali buti skai¢iaus a,

dalikliai su pliuso ar minuso Zenklu.

7 Pvz. Imkime
f(z) =2® — 92 + 21z — 5.

Patikriname, ar skai¢iaus 5 dalikliai 1,-1,5,-5 néra daugianario f(z) Saknys. Tuo
tikslu apskaic¢iuojame:

f(=5)=-460, f(-1)=-36, f(1)=38, f(5) =0.

Taigi x = 5 yra Saknis. Kadangi f'(z) = 322 — 18z + 21, f'(5) = 6 # 0, tai &
Saknis néra kartotiné.

2.6.3. Jei a ir b(a < b) yra bet kurie du realieji skaiciai, ir

fa)f(b) <0,

tai intervale [a, b] yra bent viena daugianario f(x) Saknis.
Grjzkime prie 7 Pvz. Turime

taigi, intervale [—1, 1] yra bent viena Saknis. Beto, imkime keleta tasky i3 inter-
valo [1,5] ir apskaifiuokime juose f(x) reiksmes:

f2)=9, fB)=4, f@4)=-L

Taigi dar viena 3aknis yra intervale [3,4]. Taigi, apie daugianario z® — 922 +
21x — 5 Saknis jau gavome gana daug informacijos. Yra trys realiosios Saknys:

x1 € [-1,1], z2€[3,4], x3=>5.
Galima daugianarj f(z) padalinti i§  — 5 pagal Hornerio schema. Taigi
(z® — 922 + 21z — 5) = (v — 5)(2? — 4z + 1)
Dabar galime rasti 22 — 4z + 1 Saknis:

T1o=2+VA-1=2+V3, 2,=2-V3=0,27; x2=2+V3~3,73.



2.6.4. Jeia < bir f(a)f(b) > 0, tai intervale [a,b] arba néra f(x) Sakny,
arba realiyjy Sakny skaicius Siame intervale yra lyginis.

2.6.5. Daugianario f(z) visos realiosios Saknys, jei jos egzistuoja, priklauso
intervalui [—N, N); ¢ia
A

N=1+—,
|ao

A — didziausias i8 skai¢iy |a1], |az]|, ..., |an].
Imkime vél 7 Pvz. ¢ia A = 21, a9 = 1. taigi

N = 22.

x1, T2, x3 € [—22,22]. Taigi, 8 informacija pakankamai neefektyvi Siam pavyzdziui.

2.6.6. Dekarto teorema. Teigiamy Sakny skaicius yra arba lygus koeficienty
ag, a1, 09, ...,0, Zenkly pasikeitimui arba maZesnis uz ji lyginiu skaiciums.
Vél imkime 7 Pvz. Israsome f(z) koeficientus:

1,-9,21, -5,

arba
+ - + -

taigi, Zenklas keiciasi tris kartus. Taigi, realiyjy Sakny yra arba 3 arba 1.

2.6.7. Sustiprintoji Dekarto teorema. Jei visos daugianario Saknys — re-
alieji skaiciai, tai teigiamyjy Sakny skaicius lygus koeficienty Zenkly pasikeitimay
skaiciui; o neigiamy Sakny skaicius lyqus daugianario f(—x) koeficienty Zenkly
pasikeitimy skaiciui.

Imkime 7 Pvz. f(z) koeficientai: 1,—9, 21,—5 yra 3 Zenkly pasikeitimai.
Taigi, yra trys teigiamos Saknys, ir nei vienos — neigiamos.

f(—z) koeficientai: —1, —9,—21, —5 — néra Zenkly pasikeitimy.

2.7.Pusiaukirtos (bisekcijos) metodas. Kai Zzinomas intervalas [a,b],
kuriame yra viena lygties f(z) = 0 Saknis, Sia Saknj galima apytiksliai apskai¢i-
uoti norimu tikslumu. Sakniai apskai¢iuoti yra daug iteraciniy metody. Cia
apradysime viena jy — bisekcijos arba pusiaukirtos metoda. Sio metodo esmé
— intervalo, kuriame yra Saknis, dalinimas pusiau. Pusiaukirtos metoda galima
pradeéti taikyti, kai zinome, kad intervalo galuose f(x) yra priesingy Zenkly:

fla)f(b) <. (2.10)
Pazymékime
_a+b
o = )

ir apskaic¢iuokime f(zo). Jei f(zo)f(a) < 0, tai S8aknis yra intervale [a, zo], jei
f(zo)f(b) < 0, tai 8aknis priklauso intervalui [zg,b]. Tokiu budu, intervala,



kuriame yra Saknis, sumazinome pusiau. Naujajj intervala, kuriame yra Saknis,
pazymeékime [aq, b1] ir vél imame

a1 + b1

T = B

ir apskaifiuojame f(z1). Vél tikriname, ar f(x1)f(a1) < 0, ar f(z1)f(b1) <0, ir
vél intervala, kuriame yra Saknis, sumaziname pusiau. Taip zingsnis po zingsnio
intervala sumazinome iki norimo dydzio.

Kai by, — ap < €, — norimas tikslumas, skai¢ius

ay, + by

x =
k 2

skiriasi nuo tikrosios Saknies reik§més nedaugiau kaip €/2 (galutinio intervalo
puse ilgio).

Pastaba. Jei intervale [a,b] yra tik viena Saknis, tai iteraciniu metodu
butent Sia Saknj ir surasime. Bet jei intervale yra daugiau negu viena Saknis
(trys, penkios ir t.t.), tai Siuo metodu surasime tik viena. Jeigu nezinome, kiek
intervale [a,b] yra Sakny: viena, trys, penkios ir t.t., tai surade viena Saknj be
papildomy pastangy nesuzinosime, kiek jy buvo.
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