1. Kompleksiniai skaic¢iai

1.1. Kompleksinio skai¢iaus apibrézimas. Su kompleksinio skai¢iaus
savoka susiduriame sprendziant kvadratines lygtis. Antai, lygties

2 4pr+q=0 (1.1)

sprendinius galime uzra8yti formule

2
p p
=21 /E .
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Jei % —q <0, (1.1) lygtis realiyjy sakny neturi. Pazyméjus /—1 = ¢, Saknis
x1 ir o galima uZraSyti:

1 = o+ 10,

2 = —if;

% —_ _P j3_— P2
Ciaa=—5,8=1/q— .

Skai¢ius 7 = v/—1 vadinamas menamu vienetu.

Apibrézimas. Skaicius a + ib, kuriame i = /—1, a ir b — bet kurie realieji
skaicdiai, vadinamas kompleksiniu skai¢iumi.

Jei b = 0, skai¢ius a + ib = a yra realusis skaiCius. Taigi, realieji skaic¢iai
yra kompleksiniy skai¢iy dalis. Kai a = 0, skai¢ius b vadinamas menamuoju
(menamu) skai¢iumi (kartais jis vadinamas grynai menamu skai¢iumi).

Kompleksinis skai¢ius a+ib naturaliai susideda i8 dviejy komponenciy (daliy):

a — realioji dalis (realioji komponenté),

b — menamoji dalis (menamoji komponenté).

1.2. Kompleksiniy skai¢iy vaizdavimas plokStumoje. Modulis ir ar-
gumentas. Pasirinke plokStumoje staciakampe koordinaciy sistema (1 bréz.),
kompleksinj skai¢iy z = x+ iy vaizduosime tasku (z,y). Zymésime Tz = Rez,y =
Imz. Kiekviena skaifiy z = x + iy atitiks vienas plokStumos taskas (z,y) ir
atvirksciai — bet kuris plokstumos taskas bus vieno kompleksinio skai¢iaus vaiz-
das.

Plokstuma, kurioje atvaizduoti kompleksiniai skai¢iai, vadiname komplek-
sine plokStuma. Abscisiy (arba x) a8is vadinama realigja asimi. Butent,
realiyjy skai¢iy vaizdai yra 8ioje aSyje. Ordinaciy (arba y) asis vadinama menamaja
aSimi.

Atkreipiame démesj, kad tasku (z,y) vaizduojamas taip pat dvimatis vekto-
rius. Labiau jprasta, dvimatj vektoriy

(v)



vaizduoti ne tasku (z,y), o orientuota atkarpa (2 bréz.) Todél ir kompleksinj
skai¢iy x + iy, jei reikia galima vaizduoti ne tasku (z,y), o vektoriumi.
Taip vaizduojant, vektoriaus ilgis

/12 + y2
vadinamas kompleksinio skai¢iaus moduliu ir Zymimas |z|. IS 2 bréz. matyti,
kad
r=|z| =va?+y2
Realaus skai¢iaus (kai y = 0) modulis sutampa su jo absoliutiniu didumu
|z = |& +i- 0] = |«

Jei z # 0, tai kampas ¢ tarp teigiamosios realiosios aSies ir vektoriaus z vadina-
mas kompleksinio skaiiaus argumentu ir Zymimas

p=argz

Pastaba: Kartais naudojamas zZyméjimas Arg z :
Argz =argz+2kn, k=0,+1,4+2 ....

Paprastai laikome
0<p=argz<2m

(galima buty laikyti: —7 < ¢ < 7).

1Pvz. z=1+1.

Rez=1, Imz=1, |z|=+124+12=12
1 ™
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3. Trigonometriné kompleksinio skaiiaus forma. IS 2 bréz. lengvai
uzrasome:
Y . z
= =singp, — =cosgp,
T r
t.y.

T =T COoS (P,
Yy = rsin.

(1.2)
Taigi, bet kurj kompleksinj skai¢iy z = = + iy # 0 galime uZra8yti taip:
z =r(cosp+isingp) (1.3)

Sakome, kad (1.3) formule uzrasytas kompleksinis skai¢ius yra uzrasytas trigonometrine

forma. (1.3) formuléje
r=va?+y?



¢ yra kompleksinio skai¢iaus argumentas.

2Pvz. z=1+1.
Kadangi 7 = v/2, ¢ = 1, tai

z= \/ﬁ(cosg + isin%)

arba pilniau
z= ﬁ(cos(% + 2km) +isin(% + 2k7r)).

3 Pvz. UzraSykime kompleksine forma skaiciy i. Cia |i| = 1, argi = z
Todél - -
i= cos(§ + 2km) + isin(§ + 2km).

Pastaba. Atkreipiame démesj j tokj fakta. Nors kompleksinio skaic¢iaus
modulis uzraSomas nevienareik$miai (¢, o + 2w, @ +4m, . ..), bet dydZiai cos(p +
2km) ir sin(p + 2km) yra apskai¢iuojami vienareik§miai.

1.4. Kompleksiniy skaiciy sudétis, atimtis, daugyba ir dalyba. Dviejy
kompleksiniy skai¢iy z; = x1 + iy1 ir 29 = T2 + iys suma apibréziama lygybe

21+ 20 = (w1 + x2) +i(y1 + 12), (1.4)
o atimtis —

21— 29 = (1 — x2) +i(y1 — y2). (1.5)
Dabar i8siaiskinsime, kaip reikéty dauginti du kompleksinius skaicius. daug-
indami z; i§ 29 kaip dvinarj i§ dvinario ir atsizvelgdami j tai, kad i2 = —1,
gauname

2120 = (21 +iy1) (@2 + iy2) = 122 — Y1Y2 + i(T1y2 + T2Y1) (1.6)

Cia ir yra dviejy kompleksiniy skaic¢iy daugybos taisyklé.

4 Pvz. Sudauginkime du tokius kompleksinius skai¢ius:
z1 =1 +1Y1, 22 =T1 — Y.
Sutinkamai su (1.6) formule, gausime
(1 +iy1) (@1 — iy) = 23 + 2 +i(zys — man) = 22 + 4.
Gavome realyjj skaiciy.
Apibrézimas. Du kompleksiniai skaiciai, kuriy realiosios komponentés yra

lygios, o menamosios komponentés viena nuo kitos skiriasi tik Zenklu, vadinams
jungtiniais kompleksiniais skaiciais.



Taigi, 1 + 4y; ir ;1 — 4y; yra tarp saves jungtiniai kompleksiniai skaiciai.
Dviejy jungtiniy skai¢iy sandauga yra realieji skai¢iai. Realus skaicius yra ir
dviejy jungtiniy skai¢iy suma.

Dabar dalinkime du kompleksinius skai¢ius. Sitai atliksime tokiu keliu:

21wty (z i) (ze —iye)

2o zo+iys (w2 +iy2) (w2 —iy2)
_ T1X2 + Y1Y2 | . XT2Y1 — T1Y2 (1.7)
x5 + 3 x5 + Y3

(1.7) formule apibréziamas dalybos veiksmas.

5 Pvz. Sudauginkime du kompleksinius skai¢ius, uzraSytus trigonometrine
forma:
z1 = r1(cos p1 + isinpy),

29 = T2(cos g + i sin ps),

r172(cos 1 + i sin 1) (cos pg + isinps) =
= r172{(cos 1 cos pa — sin 7 sin ps) + i(sin @1 cos Y2 + cos 1 sina)} =
= rira(cos(p1 + p2) +isin(pr + ¢2)).

Z1 22

(1.8)
Taigi, gavome taisykle: dauginant du kompleksinius skaic¢ius, ju moduliai su-
dauginami, o argumentai sudedami, t.y.

|21 - 22| = |21] - |22,

Arg(z1 - 22) = Argz1 + Arg 2.

Naudojantis paskutiniaja lygybe, gali pasitaikyti, kad imant 0 < ¢ < 27 ir
0 < @2 < 2, gausime @1 + 2 > 27, pvz.

3 n ) T e
= —TT =T = - = — .
®1 9" P2 y  P1 P2 2 2

Kaip 8iuo atveju uzraSysime kompleksinj skaic¢iy ar
T .. T
z= rlrg(cos(E +2m) +1i sm(E + 2m))
ar

z= rlrg(cos(g + isin g))

neturi reikSmeés, nes
(7T + 27) = cos T-oo
cos(— = — =0,
2 2

sin(g +27) = cosg =0.



6 Pvz. Padalinkime du kompleksinius skaiCius, uzraSytus trigonometrine
forma

21 ri(cospr +isingy)
2y ro(cospg +isingy)
'] COS (p1 COS 3 + 8in 7 sin a2 + 1(sin @1 cos o — Cos 1 sin Y2) _
7y cos? o 4 sin py B
™ ..
= ——(cos(p1 — p2) + isin(p1 — ¢2)).
2

(1.9)
Is ¢ia gavome taisykle: dalydami kompleksinius skai¢ius, jy modulius padali-
name, o argumentus atimame:

‘ﬁ = @7 Argﬁ = Argzy — Argzs.
z9 |22| z9

1.5. Kélimas laipsniu ir Saknies traukimas. Imdami ne du, o daugiau
kompleksiniy skai¢iy

zr =rp(cospp +isingr), k=1,2,...,n,
galime apibendrinti daugybos formule (1.8):
2122 ... 2n zrlrg...rn(cos(gol +<,02+...+<pn)+isin(<p1+<p2+...+<pn)).
Kai z;1 = z3 = ... = z, = z, i§ ¢ia gauname kompleksinio skai¢iaus
z=r(cosp+isingp)
kélimo naturiniu laipsniu n formule
2" =r"(cosnp + isinny). (1.10)

Kompleksinio skai¢iaus z n-tojo laipsnio Saknimi, Zymima </z, laikysime toki
kompleksinj skai¢iy w, kurio n-tasis laipsnis lygus z, t.y.

n IAr n

z=w, jel w"=-z.
Pazymékime z = r(cos ¢ + ising), w = p(cos© + isin ©). Tada turi buti
w' =z,
t.y.
p"(cosn® + isinn®) = r(cos ¢ + isingp). (1.11)

Cia vertéty tiksliai suformuluoti, ka reiskia, kad du kompleksiniai skaiciai lygus.
Butent, du kompleksiniai skaic¢iai lygus, jei jy moduliai lygus, o argumentai arba
sutampa, arba skiriasi vienas nuo kito dydziu, kartotiniu skaic¢iui 27. Taigi, is
(1.11) gauname

p=T,



n® = ¢ + 2kw, k — sveikas skaicius.
Taigi p = ¢/r (imama teigiama Saknies reiksmé)

o pt2km
n
Galutinai
w = Yz= {r(cosp+isinp) = (1.12)

=y z(cos“’*‘nﬂ +isin‘P+nﬂ).

(1.12) formuléje k — bet kuris sveikas skaicius, bet reikia pastebéti, kad cos “"”nﬂ
(atitinkamai ir sinusas) su visais skirtingais k jgauna tik n skirtingy reikSmiy.
I8 tikryjy, jei ky ir ko yra dvi k reik8més ir k1 — ko = n, tai

o+ 2kim o+ 2kam

=27
n n
taigi
2k 2k
cossaJr 17r:COSgo+ 27
n n
2k 2k
1190Jr 17T:sinc'pJr 27T.
n

Taigi, formuléje (1.12), imdami
k=0,1,2,....,n—1,

gausime visas (skirtingas) {/z reiksmes.

7 Pvz. Rasime visas v/—4 reik&mes:

V—4 = {‘/4(cos(7r + 2km) + isin(m + 2k7)) =

ﬁ(cosﬂ'—i—Zkﬂ' L 7r—|—2k:7r),

1 sin
4

k=0,1,2,3. Taigi,

V2(cos T +isinZ) = 1+1, k=0,

7 \/_(cos—Jrzsm%T’T) —1+i, k=1,
] V2(cos —|—zsm%’r) —-1—4, k=2,
V2(cos I +isinT) =1 —14, k=3.

UZzduotis: Imdami bet kurig i§ keturiy +/—4 reiksmiy, pakelkite surasta
kompleksinj skai¢iy 4-tuoju laipsniu — turi gautis -4.

8 Pvz. Suraskite visas /1 Saknis, t,y, iSspreskite lygtj 2" — 1 = 0. Zinome,
kad skirtingy reikSmiy bus n.

2k 2k
V1 = /cos(0 + 2kn) + isin(0 4 2kn) :cos—WJrisin—W, k=0,1,...,n—1.
n n



Imdami n = 3, gausime

cos0+1sin0 =1,

V1= cos%’rJrzsm%”:ngrz
4 s ATy V2
cos - +isin ) = — %2

(7r. 3 bréz.)



